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摘 要: 鉴于非线性系统分析的核心归结为系统状态方程的求解,针对一般非线性控制系统,引入由状态量、控制量

与自变量时间 𝑡为坐标构成的“广义时态空间”. 为了求解非线性状态方程,在广义时态空间 (𝑡𝑘, 𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘))处将方

程的右端展开为 (𝑡− 𝑡𝑘)的Taylor级数,通过直接积分获得了非线性控制系统状态方程关于自变量时间 (𝜏 = 𝑡− 𝑡𝑘)

的级数解,并证明了解的收敛性.
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Abstract: The kernel of nonlinear system analysis is the solving of system state equation. Therefore, for a general

nonlinear control system, the concept of general time-state space comprising of state variables, control variable, and time

𝑡 is introduced. In order to solve the state equation of nonlinear control systems, at the operation point (𝑡𝑘, 𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘)) of

general time-state space, the right side of the state equation can be expanded as Taylor series about (𝑡− 𝑡𝑘). Then the series

solution of the nonlinear control state equation, for which the solution is expression in (𝑡 − 𝑡𝑘) series, can be obtained by

using direct-integrating approach. Finally, the convergence of the solution is proved.
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1 引引引 言言言

系统分析是非线性系统理论研究的一个基本课

题.从数学角度看, 系统分析的实质是求解系统的状

态方程. 对于连续时间非线性系统,系统分析归结为

相对于给定初始状态和输入向量求解非线性状态方

程. 对于一般的非线性系统状态方程,至今难以求得

一般解析解.鉴于非线性分析的复杂性, 人们绕过分

析而直接研究非线性系统的综合问题.近 20年来,人

们应用微分几何理论对非线性系统的精确线性化和

解耦等系统的综合问题取得了实质性的突破[1-2]. 然

而, 对于一个实际的系统,要具体找出所需的非线性

变换是相当复杂的,只对部分具有特殊结构的非线性

系统 (如具有三角结构的系统)才可以得到非线性变

换.因此, 研究非线性系统近似分析和综合方法仍具

有重要的理论意义和实际价值,近年来也一直受到人

们的高度重视.近似线性化方法被证明在平衡点的某

一邻域内是有效的, 误差可以接受,因而已广泛地应

用于实际系统中, 主要包括伪线性化方法[3]、线性化

族[4]、近似输入/输出线性化[5]、奇摄动方法[6-7]、中心

流形方法[8-10]等. 这些方法只针对某一类非线性系统

比较有效,缺乏适用于一般非线性系统的普遍近似分

析方法, 因此, 研究一般非线性系统近似分析方法很

有必要.

对于非线性系统状态方程, 由于非线性增加了

一阶微分方程右端对于自变量的隐含性, 导致除少

数特例外一般不可积,给求解带来了巨大困难.通过

引入由状态量𝑥𝑖(𝑡)(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁), 控制变量𝑢𝑗(𝑡)

(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)及自变量 (一般为时间 𝑡)为坐标构
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成的广义状态空间概念, 在广义状态空间的 (𝑥(𝑘),

𝑢(𝑘), 𝑡𝑘)处将一阶微分方程的右端 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)展

开为 𝑡−𝑡𝑘的Taylor级数,使之变为 𝑡−𝑡𝑘的显函数,从

而通过直接积分获得了非线性控制系统关于 𝜏 = 𝑡 −
𝑡𝑘的无穷级数解析解.应当指出,非线性控制系统状

态方程关于 𝜏的级数解中,具有不同精度的各级近似

公式可以表示为 𝜏的分段解析函数,便于研究非线性

控制系统的动力学行为与其物理参数的依赖关系.同

时, 相邻两级近似式之间只相差一个增量, 其余部分

不变,通过按精度要求选取不同近似式的途径, 容易

编制出相应的定步长自适应算法. 本文在上述公式的

基础上, 令 𝑡𝑘 = 0, 简化出非线性控制系统状态方程

关于 𝑡的无穷级数解,并证明了级数解的收敛性. 为了

表明上述级数解的有效性,通过算例演示了各级近似

解的数值变化趋势,并与精确解析解作了比较.

2 非非非线线线性性性控控控制制制系系系统统统状状状态态态方方方程程程的的的级级级数数数解解解析析析解解解

一般非线性控制系统状态方程描述为

d𝑥(𝑡)/d𝑡 = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡), 𝑥(𝑡𝑘) = 𝑥(𝑘). (1)

其中: 𝑥(𝑡) = (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑁 (𝑡))T为𝑁维状态

向量; 𝑢(𝑡) = (𝑢1(𝑡), 𝑢2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑚(𝑡))T为控制向量;

𝑚 ⩽ 𝑁 ; 𝑡为自变量时间; 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) = (𝑓1(𝑥(𝑡),

𝑢(𝑡), 𝑡), 𝑓2(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓𝑁 (𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡))T为𝑁维

实值函数向量. 为了研究问题的方便,引入广义状态

空间的概念.

定义 1 对于非线性控制系统,由系统的状态量

𝑥𝑖(𝑡)(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)和控制变量𝑢𝑗(𝑡)(𝑗 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)及自变量时间 𝑡为坐标组成的空间称为广

义时态空间.

根据广义时态空间概念, 显然, 系统状态方程

(1)的求解是一个初值问题.

引理 1 设初值问题为

d𝑥𝑖(𝑡)/d𝑡 = 𝑓𝑖(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡),

𝑥𝑖(𝑡𝑘) = 𝑥𝑖(𝑘), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (2)

𝑓𝑖(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)在区域𝑅中连续,且在区间 𝐼中具有任

意多次导数, 𝑢(𝑡)在该区间也存在任意多次导数, 并

存在正数𝐻和自然数𝑁 ,使得

∣𝑓 (𝑛)
𝑖 (𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)∣ ⩽ 𝐻, ∀𝑡 ∈ 𝐼, 𝑛 > 𝑁.

其中

𝑅 : ∣𝑡− 𝑡𝑘∣ ⩽ 𝑎, ∣𝑥𝑖(𝑡)− 𝑥𝑖(𝑘)∣ ⩽ 𝑏𝑖,

∣𝑢𝑗(𝑡)− 𝑢𝑗(𝑘)∣ ⩽ 𝑐𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚;

𝐼 = [𝑡𝑘 − ℎ, 𝑡𝑘 + ℎ], ℎ = min{𝑎, 𝑑/𝑀},
𝑀 > ∣𝑓𝑖(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)∣, 𝑑 = min{𝑏𝑖, 𝑐𝑗}.

则 𝑓𝑖(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)在区间 𝐼上可以展开成如下收敛的

自变量的Taylor级数:

𝑓𝑖(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) =

∞∑
𝑙=0

𝑓
(𝑙)
𝑖 (𝑡𝑘)

𝑙!
(𝑡− 𝑡𝑘)

𝑙,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (3)

证证证明明明 因假设 𝑓𝑖(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)在区间 𝐼上可求导

任意多次, 𝑡𝑘 ∈ 𝐼 ,故函数 𝑓𝑖(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)可展开为

𝑓𝑖(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) =

𝑛∑
𝑙=0

𝑓
(𝑙)
𝑖 (𝑡𝑘)

𝑙!
(𝑡− 𝑡𝑘)

𝑙 +𝑅𝑖 𝑛+1(𝑡).

现求解余项的极限, 将余项表示为拉格朗日形

式,可得

∣𝑅𝑖 𝑛+1(𝑡)∣ =
∣∣∣𝑓 (𝑛+1)

𝑖 (𝑡𝑘 + 𝜃(𝑡− 𝑡𝑘))

(𝑛+ 1)!
(𝑡− 𝑡𝑘)

𝑛+1
∣∣∣ ⩽

𝐻
(∣𝑡− 𝑡𝑘∣)𝑛+1

(𝑛+ 1)!
, ∀𝑡 ∈ 𝐼, 𝑛 > 𝑁.

由此易得 lim
𝑛→+∞

𝑅𝑖 𝑛+1(𝑡) = 0,故有

𝑓𝑖(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) =

∞∑
𝑙=0

𝑓
(𝑙)
𝑖 (𝑡𝑘)

𝑙!
(𝑡− 𝑡𝑘)

𝑙,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁.

其中

𝑓
(0)
𝑖 (𝑡𝑘) = 𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘), 𝑡𝑘),

𝑓
(1)
𝑖 (𝑡𝑘) =

d𝑓𝑖
d𝑡

∣∣∣
𝑡𝑘,𝑥(𝑘),𝑢(𝑘)

=

∂𝑓𝑖
∂𝑡

∣∣∣
𝑡𝑘,𝑥(𝑘),𝑢(𝑘)

+

𝑁∑
𝑗=1

∂𝑓𝑖
∂𝑥𝑗

𝑓𝑗

∣∣∣
𝑡𝑘,𝑥(𝑘),𝑢(𝑘)

+

𝑚∑
𝑗=1

∂𝑓𝑖
∂𝑢𝑗

d𝑢𝑗

d𝑡

∣∣∣
𝑡𝑘,𝑥(𝑘),𝑢(𝑘)

=

𝑓
(1)
𝑖𝑡 (𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘), 𝑡𝑘)+

𝑁∑
𝑗=1

𝑓
(1)
𝑖𝑥𝑗

(𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘), 𝑡𝑘)𝑓𝑗(𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘), 𝑡𝑘)+

𝑚∑
𝑗=1

𝑓
(1)
𝑖𝑢𝑗

(𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘), 𝑡𝑘)𝑢
(1)
𝑗 (𝑘),

...

𝑓
(𝑙)
𝑖 (𝑡𝑘) =

d𝑓
(𝑙−1)
𝑖

d𝑡

∣∣∣
𝑡𝑘,𝑥(𝑘),𝑢(𝑘)

=

∂𝑓
(𝑙−1)
𝑖

∂𝑡

∣∣∣
𝑡𝑘,𝑥(𝑘),𝑢(𝑘)

+

𝑁∑
𝑗=1

∂𝑓
(𝑙−1)
𝑖

∂𝑥𝑗
𝑓𝑗

∣∣∣
𝑡𝑘,𝑥(𝑘),𝑢(𝑘)

+

𝑚∑
𝑗=1

∂𝑓
(𝑙−1)
𝑗

∂𝑢𝑗

d𝑢𝑗

d𝑡

∣∣∣
𝑡𝑘,𝑥(𝑘),𝑢(𝑘)

=

𝑓
(𝑙)
𝑖𝑡 (𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘), 𝑡𝑘)+

𝑁∑
𝑗=1

𝑓
(𝑙)
𝑖𝑥𝑗

(𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘), 𝑡𝑘)𝑓𝑗(𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘), 𝑡𝑘)+

𝑚∑
𝑗=1

𝑓
(𝑙)
𝑖𝑢𝑗

(𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘), 𝑡𝑘)𝑢
(1)
𝑗 (𝑘).
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以下证明收敛性. 由假设可知

∣𝑓𝑖(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)∣ ⩽
+∞∑
𝑙=0

∣∣∣𝑓 (𝑙)
𝑖 (𝑡𝑘)

𝑙!
(𝑡− 𝑡𝑘)

𝑙
∣∣∣ ⩽

𝐻

+∞∑
𝑙=1

𝑎𝑙

𝑙!
⩽ 𝐻e𝑎,

即 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)关于自变量 𝑡的Taylor展开级数是

收敛的. 2
定理 1 初值问题 (2)的 𝑓𝑖(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)在区域𝑅

中的区间 𝐼上可以展为自变量 𝑡收敛的Taylor级数,

则初值问题 (2)在 𝑡𝑘点的邻域 ∣𝑡 − 𝑡𝑘∣ < 𝜌 (𝜌 = 𝑎(1

− e−𝑑/2𝑎𝑀 ))内有一个且仅有一个级数解为

𝑥𝑖(𝑡) = 𝑥𝑖(𝑘) +

∞∑
𝑙=0

𝑓
(𝑙)
𝑖 (𝑡𝑘)

(𝑙 + 1)!
(𝑡− 𝑡𝑘)

𝑙+1,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (4)

证证证明明明 将式 (3)代入微分方程,则式 (2)可改写为

d𝑥𝑖(𝑡)

d𝑡
=

∞∑
𝑙=0

𝑓
(𝑙)
𝑖 (𝑡𝑘)

𝑙!
(𝑡− 𝑡𝑘)

𝑙,

𝑥𝑖(𝑡𝑘) = 𝑥𝑖(𝑘), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (5)

显然,初值问题 (2)的解满足式 (4). 现证初值问题 (2)

关于 (𝑡 − 𝑡𝑘)的级数解的唯一性, 为此, 将式 (4)改写

为如下形式:

𝑥𝑖(𝑡) = 𝑥𝑖(𝑘) +

+∞∑
𝑙=1

𝑔𝑙(𝑡− 𝑡𝑘)
𝑙, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (6)

其中

𝑔1 = 𝑓
(0)
𝑖 (𝑡𝑘) = 𝑓𝑖(𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘), 𝑡),

𝑔2 =
1

2!
𝑓
(1)
𝑖 (𝑡𝑘) =

1

2!

[
𝑓
(1)
𝑖𝑡 (𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘), 𝑡𝑘)+

𝑁∑
𝑗=1

𝑓
(1)
𝑖𝑥𝑗

(𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘), 𝑡𝑘)𝑓𝑗(𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘), 𝑡𝑘)+

𝑚∑
𝑗=1

𝑓
(1)
𝑖𝑢𝑗

(𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘), 𝑡𝑘)𝑢
(1)
𝑗 (𝑘)

]
,

...

𝑔𝑙 =
1

𝑙!
𝑓
(𝑙−1)
𝑖 (𝑡𝑘) =

1

𝑙!

[
𝑓
(𝑙−1)
𝑖𝑡 (𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘), 𝑡𝑘)+

𝑁∑
𝑗=1

𝑓
(𝑙−1)
𝑖𝑥𝑗

(𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘), 𝑡𝑘)𝑓𝑗(𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘), 𝑡𝑘)+

𝑚∑
𝑗=1

𝑓
(𝑙−1)
𝑖𝑢𝑗

(𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘), 𝑡𝑘)𝑢
(1)
𝑗 (𝑘)

]
.

上述结果表明, 系数只与标号和 𝑓𝑖的任意阶导

数 𝑓
(𝑙)
𝑖 (𝑡𝑘)有关, 与 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)无关, 由假设可知,

一旦给定初值 𝑡𝑘, 𝑥(𝑘)和𝑢(𝑘), 𝑓 (𝑙)(𝑡𝑘)就唯一确定,因

此,初值问题 (2)关于 (𝑡− 𝑡𝑘)的级数解是唯一的. 2
引入相对于该段起始时刻 𝑡𝑘的时间坐标 𝜏 ,有

𝜏 = 𝑡− 𝑡𝑘. (7)

式 (4)可改写为

𝑥𝑖(𝑡) = 𝑥𝑖(𝑘) +

∞∑
𝑙=0

𝑓
(𝑙)
𝑖 (𝑡𝑘)

(𝑙 + 1)!
𝜏 𝑙+1,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (8)

在实际计算时, 级数只取有限项. 当Taylor多项

式的次数为 0,1,2,⋅ ⋅ ⋅ 时,相应近似公式分别称为一级

近似式、二级近似式和三级近似式等,具体如下: 一级

近似为

𝑥𝑖(𝑡) = 𝑥𝑖(𝑘) + 𝑓𝑖(𝑡𝑘)𝜏, (9)

二级近似为

𝑥𝑖(𝑡) = 𝑥𝑖(𝑘) + 𝑓𝑖(𝑡𝑘)𝜏 +
1

2!
𝑓
(1)
𝑖 (𝑡𝑘)𝜏

2, (10)

三级近似为

𝑥𝑖(𝑡) =

𝑥𝑖(𝑘) + 𝑓𝑖(𝑡𝑘)𝜏 +
1

2!
𝑓
(1)
𝑖 (𝑡𝑘)𝜏

2 +
1

3!
𝑓
(2)
𝑖 (𝑡𝑘)𝜏

3, (11)

...

当 𝜏取步长Δ𝑡时, 由初值𝑥(0)可根据需要选用

相应的 𝑗 + 1(𝑗 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ )次近似式

𝑥𝑖(𝑘 + 1) = 𝑥𝑖(𝑘) +

𝑗∑
𝑙=0

1

(𝑙 + 1)!
𝑓 (𝑙)(𝑘)Δ𝑡𝑙+1, (12)

逐步计算出𝑥𝑖(1), 𝑥𝑖(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖(𝑘), 𝑥𝑖(𝑘 + 1). 若令起

始时刻 𝑡𝑘 = 0,则式 (8)变为

𝑥𝑖(𝑡) = 𝑥𝑖(0) +

∞∑
𝑙=0

𝑓
(𝑙)
𝑖 (0)

(𝑙 + 1)!
𝑡𝑙+1,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (13)

其中: 𝑥𝑖(0)为初始状态向量, 𝑓 (𝑙)
𝑖 (0)为在 𝑡 = 0时刻

的 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)及各阶导数.

由上述结果可见,只要知道非线性控制系统的状

态方程, 且 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)的各阶导数均存在, 就可以

根据上述公式求出状态向量的逐次近似解,并且无穷

级数解的极限函数即为非线性控制系统状态方程的

精确解.

3 非非非线线线性性性控控控制制制系系系统统统状状状态态态方方方程程程级级级数数数解解解收收收敛敛敛性性性

由假设 1和引理 1有

∣𝑥𝑖(𝑡)− 𝑥𝑖(𝑘)∣ ⩽
+∞∑
𝑙=0

∣∣∣𝑓 (𝑘)
𝑖 (𝑡𝑘)

(𝑙 + 1)!
(𝑡− 𝑡𝑘)

𝑙+1
∣∣∣ ⩽

𝐻

+∞∑
𝑙=0

𝑎𝑙+1

(𝑙 + 1)!
⩽ 𝐻

( +∞∑
𝑙=0

𝑎𝑙

𝑙!
− 1

)
= 𝐻(e𝑎 − 1). (14)

式 (14)表明,初值问题 (2)关于 (𝑡− 𝑡𝑘)的级数解

(4)是收敛的.
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4 算算算例例例分分分析析析

对于由式 (1)描述的非线性控制系统, 若𝑢(𝑡) =

0,则系统简化为非线性动力学系统,由非线性动力学

方程来描述. 同样, 可得到与式 (8)∼(13)形式一样的

非线性动力学方程的级数解.下面以单摆为例, 说明

如何应用直接积分法求解非线性系统方程的级数解.

为了便于与解析解进行比较, 考虑单摆的非线

性振动,幅角𝑥应满足方程 𝑥̈ = −𝜔2 sin 𝑥, 𝜔2 = 𝑔/𝑙.

设𝑥1 = 𝑥, 𝑥2 = 𝑥̇1,则原方程变为一阶微分方程组
d𝑥1

d𝑡
= 𝑥2,

d𝑥2

d𝑡
= −𝜔2 sin 𝑥1. (15)

改写成矢量形式为
d𝑥

d𝑡
= 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑡). (16)

其中
d𝑥

d𝑡
=

(d𝑥1

d𝑡
,
d𝑥2

d𝑡

)T

,

𝑓(𝑥(𝑡), 𝑡) = (𝑥2,−𝜔2 sin 𝑥1)
T.

选取步长为Δ𝑡, 由初值𝑥(0)和式 (12)可以得到

不同时刻单摆所处的角度𝑥(𝑘),式 (12)改写为

𝑥(𝑘 + 1) = 𝑥(𝑘) +

𝑗∑
𝑛=0

1

(𝑛+ 1)!
𝑓 (𝑛)(𝑘)Δ𝑡𝑛+1,

𝑗 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ . (17)

由式 (15)和 (17)可以得到单摆系统级数解一级

近似∼六级近似公式如下: 一级近似为

𝑥(𝑘 + 1) = 𝑥(𝑘) + 𝑓(𝑘)Δ𝑡, (18)

二级近似为

𝑥(𝑘 + 1) = 𝑥(𝑘) + 𝑓(𝑘)Δ𝑡+
1

2!
𝑓 (1)(𝑘)Δ𝑡2, (19)

三级近似为

𝑥(𝑘 + 1) =

𝑥(𝑘) + 𝑓(𝑘)Δ𝑡+
1

2!
𝑓 (1)(𝑘)Δ𝑡2 +

1

3!
𝑓 (2)(𝑘)Δ𝑡3, (20)

四级近似为

𝑥(𝑘 + 1) =𝑥(𝑘) + 𝑓(𝑘)Δ𝑡+
1

2!
𝑓 (1)(𝑘)Δ𝑡2+

1

3!
𝑓 (2)(𝑘)Δ𝑡3 +

1

4!
𝑓 (3)(𝑘)Δ𝑡4, (21)

五级近似为

𝑥(𝑘 + 1) =

𝑥(𝑘) + 𝑓(𝑘)Δ𝑡+
1

2!
𝑓 (1)(𝑘)Δ𝑡2 +

1

3!
𝑓 (2)(𝑘)Δ𝑡3+

1

4!
𝑓 (3)(𝑘)Δ𝑡4 +

1

5!
𝑓 (4)(𝑘)Δ𝑡5, (22)

六级近似为

𝑥(𝑘 + 1) =𝑥(𝑘) + 𝑓(𝑘)Δ𝑡+
1

2!
𝑓 (1)(𝑘)Δ𝑡2+

1

3!
𝑓 (2)(𝑘)Δ𝑡3 +

1

4!
𝑓 (3)(𝑘)Δ𝑡4+

1

5!
𝑓 (4)(𝑘)Δ𝑡5 +

1

6!
𝑓 (5)(𝑘)Δ𝑡6. (23)

其中

𝑥(𝑘) = [𝑥1(𝑘) 𝑥2(𝑘)]
T;

𝑓(𝑘) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑡)∣𝑡=𝑡𝑘 =[
𝑥2(𝑡𝑘)

−𝜔2 sin 𝑥1(𝑡𝑘)

]
=

[
𝑥2(𝑘)

−𝜔2 sin 𝑥1(𝑘)

]
;

𝑓 (1)(𝑘) =

⎡⎢⎢⎣
∂𝑓

∂𝑥2

d𝑥2(𝑡)

d𝑡

∂𝑓

∂𝑥1

d𝑥1(𝑡)

d𝑡

⎤⎥⎥⎦
𝑡=𝑡𝑘,𝑥1(𝑡)=𝑥1(𝑘),𝑥2(𝑡)=𝑥2(𝑘)

=

[
−𝜔2 sin 𝑥1(𝑘)

−𝜔2 cos 𝑥1(𝑘)𝑥2(𝑘)

]
;

𝑓 (2)(𝑘) =
(d𝑓 (1)

d𝑡

)
𝑡=𝑡𝑘,𝑥1(𝑡)=𝑥1(𝑘),𝑥2(𝑡)=𝑥2(𝑘)

= [𝐴 𝐵]T,

𝐴 = −𝜔2 cos 𝑥1(𝑘)𝑥2(𝑘),

𝐵 = −𝜔2[− sin 𝑥1(𝑘)𝑥
2
2(𝑘)+

(−𝜔2 sin 𝑥1(𝑘) cos 𝑥1(𝑘))];

𝑓 (3)(𝑘) =
(d𝑓 (2)

d𝑡

)
𝑡=𝑡𝑘,𝑥1(𝑡)=𝑥1(𝑘),𝑥2(𝑡)=𝑥2(𝑘)

= [𝐶 𝐷]T,

𝐶 = 𝜔2𝑥2(𝑘) sin 𝑥1(𝑘) + 𝜔4 sin (2𝑥1(𝑘))/2,

𝐷 = 𝜔2𝑥3
2(𝑘) cos 𝑥1(𝑘)− 2𝜔4𝑥2(𝑘) sin

2 𝑥1(𝑘)+

𝜔4 cos(2𝑥1(𝑘))𝑥2(𝑘);

𝑓 (4)(𝑘) =
(d𝑓 (3)

d𝑡

)
𝑡=𝑡𝑘,𝑥1(𝑡)=𝑥1(𝑘),𝑥2(𝑡)=𝑥2(𝑘)

= [𝐸 𝐹 ]T,

𝐸 = −2𝜔4𝑥2(𝑘) sin
2 𝑥1(𝑘) + 𝜔2𝑥3

2(𝑘) cos 𝑥1(𝑘)+

𝜔4 cos(2𝑥1(𝑘))𝑥2(𝑘),

𝐹 = 2𝜔6 sin3 𝑥1(𝑘)− 5.5𝜔4𝑥2
2(𝑘) sin(2𝑥1(𝑘))−

𝜔2𝑥4
2(𝑘) sin 𝑥1(𝑘)− 𝜔6 sin 𝑥1(𝑘) cos(2𝑥1(𝑘));

𝑓 (5)(𝑘) =
(d𝑓 (4)

d𝑡

)
𝑡=𝑡𝑘,𝑥1(𝑡)=𝑥1(𝑘),𝑥2(𝑡)=𝑥2(𝑘)

= [𝐺 𝐻]T,

𝐺 = 2𝜔6 sin3 𝑥1(𝑘)− 5.5𝜔4 sin(2𝑥1(𝑘))𝑥
2
2(𝑘)−

𝜔2𝑥4
2(𝑘) sin 𝑥1(𝑘)− 𝜔6 sin 𝑥1(𝑘) cos(2𝑥1(𝑘)),

𝐻 = 6𝜔6𝑥2(𝑘) sin
2 𝑥1(𝑘) cos 𝑥1(𝑘)+

13𝜔6𝑥2(𝑘) sin 𝑥1(𝑘) sin(2𝑥1(𝑘))−
11𝜔4𝑥3

2(𝑘) cos(2𝑥1(𝑘)) + 4𝜔4𝑥3
2(𝑘) sin

2 𝑥1(𝑘)−
𝜔2𝑥5

2(𝑘) cos 𝑥1(𝑘)−
𝜔6𝑥2(𝑘) cos 𝑥1(𝑘) cos(2𝑥1(𝑘)).

设初值𝑥1(0) = 1.047 20, 𝑥2(0) = 0.0,步长Δ𝑡 =

0.1 s,摆长 𝑙 = 1.0, 𝑔 = 9.806 65. 代入式 (18)∼(23),分

别计算𝑥1(𝑥1 = 𝑥),并与利用第 1类椭圆积分计算出

的解析解[11]进行比较, 结果如表 1所示. 从表 1中可

以看出,用四级近似公式计算出的𝑥值几乎与解析解

一致,表明了本文提出公式的可靠性.
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表 1 单摆非线性振动的幅角𝒙的各级近似计算值与解析解的比较 rad

时刻 第 1 s 第 2 s 第 3 s 第 4 s 第 5 s

一级近似式 -1.062 442 65 0.985 082 06 -0.859 039 41 0.688 492 55 -0.480 514 34

二级近似式 -1.023 536 26 0.950 508 72 -0.831 019 76 0.669 339 96 -0.472 121 54

三级近似式 -1.022 084 40 0.948 161 55 -0.827 656 09 0.665 018 68 -0.467 153 67

四级近似式 -1.022 346 98 0.948 480 06 -0.827 990 85 0.665 294 41 -0.467 287 81

五级近似式 -1.022 330 76 0.948 468 83 -0.827 995 27 0.665 321 21 -0.467 333 28

六级近似式 -1.022 330 78 0.948 466 57 -0.827 990 86 0.665 316 29 -0.467 330 51

椭圆积分解 -1.022 33 0.948 46 -0.827 99 0.665 32 -0.467 31

5 结结结 论论论

通过引入广义时态空间的概念, 将非线性控制

系统状态方程右边进行Taylor展开,求得方程的关于

𝜏 = 𝑡 − 𝑡𝑘和 𝜏 = 𝑡的无穷级数解. 求解过程中,除了

被积函数 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)用Taylor级数展开这一近似

手段外,没作其他任何近似,所得结果十分简洁. 本文

结果适用于一般的非线性控制系统,且当𝑢(𝑡) = 0时

能够适用于不同的动力学系统.由本文得到的级数形

式的近似解,可为分析非线性系统的基本特性如稳定

性、能控性和能观测性等提供基础.
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