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摘 要: 研究一类随机Markov跳跃系统的稳定性与镇定控制问题.此类系统跳跃过程的转移概率部分未知,包括转

移概率完全已知和完全未知两种情形,因而更具一般性. 首先,给出保证随机Markov跳跃系统均方渐近稳定的充分

性判据,并设计了相应的状态反馈镇定控制器;然后,基于矩阵的奇异值分解给出了系统静态输出反馈镇定控制器的

设计方法,并将其归结为求解一组线性矩阵不等式 (LMIs)的可行性问题;最后,通过数值仿真验证了所得结论的正

确性.
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Abstract：：：The stability and stabilization problems for a class of stochastic Markov jump systems are investigated. The

systems under consideration are more general, since transition probabilities of the mode jumps can be partly unknown,

which includes the systems with completely known and completely unknown transition probabilities as two special cases.

Firstly, the sufficient condition for the stochastic Markov jump systems to be asymptotically mean square stable is derived,

and the state feedback stabilization controller is designed. Then, the design of the static output feedback controller is

presented based on singular value decomposition of matrices, and the design problem can be reduced to a set of linear

matrix inequalities(LMIs) feasibility problem. Finally, a numerical example shows the effectiveness of the obtained results.
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1 引引引 言言言

Markov跳跃系统 (MJSs)最早由Krasovskii等人

于 20世纪 60年代提出[1], 是按照一定的随机切换规

则在一组子系统之间进行切换的混杂系统,已广泛应

用于交通系统、制造系统和电力系统等领域.目前,关

于MJSs控制问题的研究大多假设转移概率完全已

知[2-4], 然而, 实际上MJSs中转移概率的全部信息可

能难以得到或者获取代价很高[5]. Zhang等人[5-6]便研

究了转移概率部分未知的离散和连续Markov线性系

统的稳定性、镇定控制以及𝐻∞控制等问题.

在实际应用中, 系统常常受到各种随机因素的

干扰, 从而随机系统的研究得到了广泛关注, 确定性

系统中的许多重要结果已推广应用于随机系统[7]. 但

是,目前研究的MJSs子系统大多为确定性系统,有关

子系统为随机系统的MJSs的研究尚不多见. Mao[8]

基于𝑀 -矩阵理论研究了具有Markov跳跃参数的一

般的非线性微分方程的指数稳定性; Huang等人[9]则

研究了一类随机Markov跳跃系统无限时间的𝐻2/𝐻∞
控制问题.但上述文献均要求系统转移概率全部已知,

迄今为止, 尚未见到关于转移概率部分未知的随机

Markov跳跃系统控制问题的相关讨论.

本文针对一类随机Markov跳跃系统, 在转移概
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率部分未知的条件下,研究其稳定性与镇定控制问题.

首先得到保证相应系统均方渐近稳定的充分性条件;

然后讨论系统的镇定控制问题,给出状态反馈和静态

输出反馈控制器的设计方法;最后通过数值仿真说明

了所得结论的有效性和可行性.

2 系系系统统统描描描述述述和和和准准准备备备工工工作作作

考虑如下随机Markov跳跃系统:

d𝑥(𝑡) = [𝐴(𝑟𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵(𝑟𝑡)𝑢(𝑡)]d𝑡+

[𝐶(𝑟𝑡)𝑥(𝑡) +𝐷(𝑟𝑡)𝑢(𝑡)]d𝜔(𝑡); (1)

𝑦(𝑡) = 𝐸(𝑟𝑡)𝑥(𝑡). (2)

其中: 𝑥(0)=𝑥0∈𝑹𝑛, 𝑟(0)=𝑟0; 𝑥(𝑡)∈𝑹𝑛为系统状态;

(𝑥0, 𝑟0)为初始状态; 𝑢(𝑡)∈𝑹𝑚为控制输入; 𝜔(𝑡)为定

义在完备带流的概率空间 (Ω , 𝐹, 𝐹𝑡, 𝑃 )上的一维标准

布朗运动, 𝐹𝑡 = 𝜎{𝜔(𝑠), 0 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑡}; 𝑦(𝑡) ∈ 𝑹𝑝为输

出.设 {𝑟𝑡, 𝑡⩾0}是取值于有限状态空间𝑻 ={1, 2, ⋅ ⋅ ⋅,
𝑁}的连续Markov过程,其模式变化概率为

Pr(𝑟𝑡+𝛿 = 𝑗∣𝑟𝑡 = 𝑖) =

{
𝜋𝑖𝑗𝛿 + 𝑜(𝛿), 𝑖 ∕= 𝑗;

1 + 𝜋𝑖𝑖𝛿 + 𝑜(𝛿), 𝑖 = 𝑗.

式中: 𝛿 >0, lim
𝛿→0

𝑜(𝛿)/𝛿=0, 𝜋𝑖𝑗 ⩾0, 𝑖, 𝑗 ∈𝑻 ,表示从时

刻 𝑡状态 𝑖转移到时刻 𝑡+ 𝛿𝑡状态 𝑗(𝑗 ∕= 𝑖)的转移率,且

满足𝜋𝑖𝑖=−
𝑁∑

𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝜋𝑖𝑗 . 定义转移概率矩阵Π 为

Π =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜋11 𝜋12 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜋1𝑁

𝜋21 𝜋22 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜋2𝑁

...
...

. . .
...

𝜋𝑁1 𝜋𝑁2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜋𝑁𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

文中假设 𝑟𝑡与𝜔(𝑡)独立. 对于 𝑟𝑡= 𝑖∈𝑻 , 𝐴(𝑟𝑡)∈
𝑹𝑛×𝑛, 𝐵(𝑟𝑡) ∈ 𝑹𝑛×𝑚, 𝐶(𝑟𝑡) ∈ 𝑹𝑛×𝑛, 𝐷(𝑟𝑡) ∈ 𝑹𝑛×𝑚

和𝐸(𝑟𝑡) ∈𝑹𝑝×𝑛为已知常数矩阵. 为表示方便,当 𝑟𝑡

= 𝑖 ∈ 𝑻 时, 第 𝑖个模式下的系统参数𝐴(𝑟𝑡), 𝐵(𝑟𝑡),

𝐶(𝑟𝑡), 𝐷(𝑟𝑡)和𝐸(𝑟𝑡)分别记为𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝐶𝑖, 𝐷𝑖和𝐸𝑖.

假设Markov跳跃过程的转移概率部分未知, 如

某个含 4模式的MJS可能具有如下转移概率矩阵:

Π =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝜋11 𝜋12 ? ?

? ? 𝜋23 ?

? ? 𝜋33 𝜋34

𝜋41 ? ? 𝜋44

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

式中“?”表示不可获得的元素.对于 ∀𝑖∈𝑻 ,定义𝑻 =

𝑻 𝑖
𝒦 + 𝑻 𝑖

𝒰𝒦,其中

𝑻 𝑖
𝒦 ≜ {𝑗 : 𝜋𝑖𝑗已知}, 𝑻 𝑖

𝒰𝒦 ≜ {𝑗 : 𝜋𝑖𝑗未知}. (3)

若𝑻 𝑖
𝒦 ∕=∅,则可描述如下:

𝑻 𝑖
𝒦 = {𝒦𝑖

1,𝒦𝑖
2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒦𝑖

𝑚}, 1 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑁, (4)

其中𝒦𝑖
𝑚 ∈ 𝒁+代表矩阵Π 第 𝑖行中序号为𝒦𝑖

𝑚的第

𝑚个已知元素.另外,文中定义𝜋𝑖
𝒦=

∑
𝑗 ∈𝑻 𝑖

𝒦

𝜋𝑖𝑗 .

定定定义义义 1 当𝑢(𝑡)=0时,称随机Markov跳跃系统

(1)是均方渐近稳定的,如果对任意初始状态 (𝑥0∈𝑹𝑛,

𝑟0 ∈𝑻 ),均有 lim
𝑡→∞

E {∥𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑟0)∥2}=0. 其中E表示

数学期望.

对于系统 (1), 考虑如下模式依赖的线性状态反

馈控制器和线性静态输出反馈控制器:

𝑢(𝑡) = 𝐾(𝑟𝑡)𝑥(𝑡), (5)

𝑢(𝑡) = 𝐹 (𝑟𝑡)𝑦(𝑡), (6)

其中𝐾𝑖∈𝑹𝑚×𝑛和𝐹𝑖∈𝑹𝑚×𝑞(𝑟𝑡= 𝑖∈𝑻 )是要确定的

控制增益矩阵,则相应的闭环系统分别为

d𝑥(𝑡) =

(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝐾𝑖)𝑥(𝑡)d𝑡+ (𝐶𝑖 +𝐷𝑖𝐾𝑖)𝑥(𝑡)d𝜔(𝑡), (7)

d𝑥(𝑡) =

(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝐹𝑖𝐸𝑖)𝑥(𝑡)d𝑡+ (𝐶𝑖 +𝐷𝑖𝐹𝑖𝐸𝑖)𝑥(𝑡)d𝜔(𝑡). (8)

假设 ∀𝑖 ∈ 𝑻 , 矩阵𝐸𝑖均为行满秩 (即 rank(𝐸𝑖) =

𝑝),将𝐸𝑖进行奇异值分解,有

𝐸𝑖 = 𝑈𝑖[𝑆𝑖 0 ]𝑉 T
𝑖 . (9)

其中: 𝑆𝑖 ∈ 𝑹𝑝×𝑝为对角矩阵, 其对角元素为降序排

列的正数; 0 ∈𝑹𝑝×(𝑛−𝑝)为零矩阵; 𝑈𝑖 ∈𝑹𝑝×𝑝和𝑉𝑖 ∈
𝑹𝑛×𝑛为酉矩阵.

引引引理理理 1 [10] 给定矩阵𝐸𝑖 ∈ 𝑹𝑝×𝑛满足 rank(𝐸𝑖)

=𝑝,可进行如式 (9)所示的奇异值分解. 设𝑋 ∈𝑹𝑛×𝑛

为对称矩阵,则存在矩阵𝑊 ∈𝑹𝑝×𝑝使𝐸𝑖𝑋=𝑊𝐸𝑖成

立,当且仅当𝑋可表示为如下形式:

𝑋 = 𝑉𝑖

[
𝑋11 0

0 𝑋22

]
𝑉 T
𝑖 .

其中: 𝑋11 ∈𝑹𝑝×𝑝, 𝑋22 ∈𝑹(𝑛−𝑝)×(𝑛−𝑝). 此外,可计算

矩阵𝑊 =𝑈𝑖𝑆𝑖𝑋11𝑆
−1
𝑖 𝑈T

𝑖 .

若转移概率全部已知,则如下引理给出了保证非

强迫系统 (1) (𝑢(𝑡)≡0)均方渐近稳定的充分性条件:

引引引理理理 2 非强迫系统 (1)均方渐近稳定,当存在

对称正定矩阵𝑃𝑖∈𝑹𝑛×𝑛,使 ∀𝑖∈𝑻 如下LMI成立:

𝐴T
𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 + 𝐶T

𝑖 𝑃𝑖𝐶𝑖 +

𝑁∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑃𝑗 < 0. (10)

证证证明明明 选取Lyapunov函数

𝑉 (𝑡, 𝑟𝑡 = 𝑖) = 𝑥T(𝑡)𝑃𝑖𝑥(𝑡),

令𝐿表示Markov过程 {(𝑥(𝑡), 𝑟𝑡), 𝑡 ⩾ 0}作用在𝑉 上

的无穷小算子. 利用广义 It𝑜公式[8]得

E{𝐿𝑉 (𝑡, 𝑖)} =

E
{
𝑥T(𝑡)

[
𝐴T

𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 + 𝐶T
𝑖 𝑃𝑖𝐶𝑖 +

𝑁∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑃𝑗

]
𝑥(𝑡)

}
.

由式 (10)可知,当𝑥(𝑡) ∕=0时, E {𝐿𝑉 (𝑡, 𝑖)}<0. 根据文
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献 [11],当𝑢(𝑡)=0时,系统 (1)是均方渐近稳定的. 2
3 主主主要要要结结结果果果

若转移概率部分未知,则如下定理给出了保证非

强迫系统 (1)(𝑢(𝑡)≡0)均方渐近稳定的充分条件:

定定定理理理 1 设转移概率 (3)部分未知, 当𝑢(𝑡) = 0

时,系统 (1)均方渐近稳定,当存在对称正定矩阵𝑃𝑖 ∈
𝑹𝑛×𝑛,使 ∀𝑖∈𝑻 如下LMIs成立:

(1 + 𝜋𝑖
𝒦)(𝐴

T
𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 + 𝐶T

𝑖 𝑃𝑖𝐶𝑖) + 𝒫𝑖
𝒦 < 0; (11)

𝐴T
𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 + 𝐶T

𝑖 𝑃𝑖𝐶𝑖 + 𝑃𝑗 ⩽ 0, 𝑗 ∈ 𝑻 𝑖
𝒰𝒦, 𝑗 ∕= 𝑖;

(12)

𝐴T
𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 + 𝐶T

𝑖 𝑃𝑖𝐶𝑖 + 𝑃𝑗 ⩾ 0, ∀𝑗 ∈ 𝑻 𝑖
𝒰𝒦, 𝑗 = 𝑖.

(13)

其中: 𝒫𝑖
𝒦=

∑
𝑗 ∈𝑻 𝑖

𝒦

𝜋𝑖𝑗𝑃𝑗 , 𝜋
𝑖
𝒦=

∑
𝑗 ∈𝑻 𝑖

𝒦

𝜋𝑖𝑗 .

证证证明明明 由引理 2知,若式 (10)成立,则系统 (1)均

方渐近稳定. 根据
∑
𝑗 ∈𝑻

𝜋𝑖𝑗 =0和式 (3),式 (10)左边可

写为

Ψ𝑖 =𝐴T
𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 + 𝐶T

𝑖 𝑃𝑖𝐶𝑖 +
∑
𝑗 ∈𝑻

𝜋𝑖𝑗𝑃𝑗+∑
𝑗 ∈𝑻

𝜋𝑖𝑗(𝐴
T
𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 + 𝐶T

𝑖 𝑃𝑖𝐶𝑖) =

(1 + 𝜋𝑖
𝒦)(𝐴

T
𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 + 𝐶T

𝑖 𝑃𝑖𝐶𝑖) + 𝒫𝑖
𝒦+∑

𝑗 ∈𝑻 𝑖
𝒰𝒦

𝜋𝑖𝑗(𝐴
T
𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 + 𝐶T

𝑖 𝑃𝑖𝐶𝑖 + 𝑃𝑗).

若 ∀𝑗∈𝑻 𝑖
𝒰𝒦且 𝑖∈𝑻 𝑖

𝒦,则由式 (11), (12)和𝜋𝑖𝑗 >0 (∀𝑖, 𝑗
∈𝑻 , 𝑗 ∕= 𝑖)可知上式中Ψ𝑖 < 0. 另一方面,若 ∀𝑗 ∈𝑻 𝑖

𝒰𝒦
且 𝑖 /∈𝑻 𝑖

𝒦,则Ψ𝑖可写为如下形式:

Ψ𝑖 =(1 + 𝜋𝑖
𝒦)(𝐴

T
𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 + 𝐶T

𝑖 𝑃𝑖𝐶𝑖) + 𝒫𝑖
𝒦+

𝜋𝑖𝑖(𝐴
T
𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 + 𝐶T

𝑖 𝑃𝑖𝐶𝑖 + 𝑃𝑖)+∑
𝑗 ∈𝑻 𝑖

𝒰𝒦,𝑗 ∕=𝑖

𝜋𝑖𝑗(𝐴
T
𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 + 𝐶T

𝑖 𝑃𝑖𝐶𝑖 + 𝑃𝑗).

依据式 (11)∼ (13)和𝜋𝑖𝑖=−
𝑁∑

𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝜋𝑖𝑗 < 0,可得上式中

Ψ𝑖<0. 因此,在转移概率 (3)部分未知的情况下,如果

条件 (11)∼ (13)成立,则当𝑢(𝑡)=0时,系统 (1)是均方

渐近稳定的. 2
注注注 1 若系统 (1)中𝑻 𝑖

𝒦=Ø, ∀𝑖∈𝑻 (即转移概率

完全未知),则条件 (11)变为𝐴T
𝑖 𝑃𝑖 +𝑃𝑖𝐴𝑖 +𝐶T

𝑖 𝑃𝑖𝐶𝑖<

0,条件 (12)变为𝐴T
𝑖 𝑃𝑖 +𝑃𝑖𝐴𝑖 +𝐶T

𝑖 𝑃𝑖𝐶𝑖⩽−𝑃𝑗 , ∀𝑗 ∕= 𝑖

∈𝑻 ,条件 (13)变为𝐴T
𝑖 𝑃𝑖+𝑃𝑖𝐴𝑖+𝐶T

𝑖 𝑃𝑖𝐶𝑖⩾−𝑃𝑖, ∀𝑖∈
𝑻 . 因此有−𝑃𝑖⩽−𝑃𝑗 , ∀𝑖 ∕= 𝑗 ∈𝑻 成立,进而可得𝑃𝑖=

𝑃𝑗 ,即𝑃𝑖=𝑃 . 此时,条件 (11)∼ (13)将退化为𝐴T
𝑖 𝑃 +

𝑃𝐴𝑖 + 𝐶T
𝑖 𝑃𝐶𝑖=−𝑃 <0.

下面在定理 1的基础上,分别设计状态反馈控制

器 (5)和静态输出反馈控制器(6),给出保证系统 (1)的

闭环系统 (7)和 (8)均方渐近稳定的充分性条件.

定定定理理理 2 设转移概率 (3)部分未知,闭环系统 (7)

均方渐近稳定,当存在对称正定矩阵𝑋𝑖∈𝑹𝑛×𝑛,矩阵

𝑌𝑖∈𝑹𝑚×𝑛,使 ∀𝑖∈𝑻 如下LMIs成立:⎡⎢⎣ (1 + 𝜋𝑖
𝒦)Σ1𝑖 + 𝜋𝑖𝑖𝑋𝑖 (1 + 𝜋𝑖

𝒦)Σ
T
2𝑖 (ℳ𝑖

𝒦)
T

∗ −(1 + 𝜋𝑖
𝒦)𝑋𝑖 0

∗ ∗ −𝒩 𝑖
𝒦

⎤⎥⎦ < 0,

𝑖 ∈ 𝑻 𝑖
𝒦; (14)⎡⎢⎣ (1 + 𝜋𝑖

𝒦)Σ1𝑖 (1 + 𝜋𝑖
𝒦)Σ

T
2𝑖 (ℳ𝑖

𝒦)
T

∗ −(1 + 𝜋𝑖
𝒦)𝑋𝑖 0

∗ ∗ −𝒩 𝑖
𝒦

⎤⎥⎦ < 0, 𝑖 /∈ 𝑻 𝑖
𝒦;

(15)⎡⎢⎣ Σ1𝑖 ΣT
2𝑖 𝑋𝑖

∗ −𝑋𝑖 0

∗ ∗ −𝑋𝑗

⎤⎥⎦ ⩽ 0, 𝑗 ∈ 𝑻 𝑖
𝒰𝒦, 𝑗 ∕= 𝑖; (16)

[
Σ1𝑖 +𝑋𝑗 ΣT

2𝑖

∗ −𝑋𝑖

]
⩾ 0, 𝑗 ∈ 𝑻 𝑖

𝒰𝒦, 𝑗 = 𝑖. (17)

其中

Σ1𝑖 = 𝑋𝑖𝐴
T
𝑖 +𝐴𝑖𝑋𝑖 + 𝑌 T

𝑖 𝐵T
𝑖 +𝐵𝑖𝑌𝑖,

Σ2𝑖 = 𝐶𝑖𝑋𝑖 +𝐷𝑖𝑌𝑖,

ℳ𝑖
𝒦 = [

√
𝜋𝑖𝒦𝑖

1
𝑋𝑖,

√
𝜋𝑖𝒦𝑖

2
𝑋𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ ,√𝜋𝑖𝒦𝑖

𝑚
𝑋𝑖]

T,

𝒩 𝑖
𝒦 = diag{𝑋𝒦𝑖

1
, 𝑋𝒦𝑖

2
, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝒦𝑖

𝑚
},

“∗”表示对称位置上的转置矩阵 (下文同). 若LMIs

(14)∼ (17)有解, 则状态反馈控制增益矩阵为𝐾𝑖 =

𝑌𝑖𝑋
−1
𝑖 .

证证证明明明 针对闭环系统 (7),利用𝐴𝑖+𝐵𝑖𝐾𝑖和𝐶𝑖+

𝐷𝑖𝐾𝑖替换定理 1中的式 (11)∼ (13)的𝐴𝑖和𝐶𝑖,可得

(1 + 𝜋𝑖
𝒦)((𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝐾𝑖)

T𝑃𝑖 + 𝑃𝑖(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝐾𝑖)+

(𝐶𝑖 +𝐷𝑖𝐾𝑖)
T𝑃𝑖(𝐶𝑖 +𝐷𝑖𝐾𝑖)) + 𝒫𝑖

𝒦 < 0; (18)

(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝐾𝑖)
T𝑃𝑖 + 𝑃𝑖(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝐾𝑖) + (𝐶𝑖 +𝐷𝑖𝐾𝑖)

T×
𝑃𝑖(𝐶𝑖 +𝐷𝑖𝐾𝑖) + 𝑃𝑗 ⩽ 0, ∀𝑗 ∈ 𝑻 𝑖

𝒰𝒦, 𝑗 ∕= 𝑖; (19)

(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝐾𝑖)
T𝑃𝑖 + 𝑃𝑖(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝐾𝑖) + (𝐶𝑖 +𝐷𝑖𝐾𝑖)

T×
𝑃𝑖(𝐶𝑖 +𝐷𝑖𝐾𝑖) + 𝑃𝑗 ⩾ 0, ∀𝑗 ∈ 𝑻 𝑖

𝒰𝒦, 𝑗 = 𝑖. (20)

令𝑋𝑖 = 𝑃−1
𝑖 , 在式 (18)∼ (20)两边同乘𝑋𝑖, 并令𝑌𝑖 =

𝐾𝑖𝑋𝑖,得

(1 + 𝜋𝑖
𝒦)(𝑋𝑖𝐴

T
𝑖 +𝐴𝑖𝑋𝑖 + 𝑌 T

𝑖 𝐵T
𝑖 +𝐵𝑖𝑌𝑖+

(𝐶𝑖𝑋𝑖 +𝐷𝑖𝑌𝑖)
T𝑋−1

𝑖 (𝐶𝑖𝑋𝑖 +𝐷𝑖𝑌𝑖))+∑
𝑗∈𝑻 𝑖

𝒦

𝜋𝑖𝑗𝑋𝑖𝑋
−1
𝑗 𝑋𝑖 < 0; (21)

𝑋𝑖𝐴
T
𝑖 +𝐴𝑖𝑋𝑖 + 𝑌 T

𝑖 𝐵T
𝑖 +𝐵𝑖𝑌𝑖+
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(𝐶𝑖𝑋𝑖 +𝐷𝑖𝑌𝑖)
T𝑋−1

𝑖 (𝐶𝑖𝑋𝑖 +𝐷𝑖𝑌𝑖)+

𝑋𝑖𝑋
−1
𝑗 𝑋𝑖 ⩽ 0, ∀𝑗 ∈ 𝑻 𝑖

𝒰𝒦, 𝑗 ∕= 𝑖; (22)

𝑋𝑖𝐴
T
𝑖 +𝐴𝑖𝑋𝑖 + 𝑌 T

𝑖 𝐵T
𝑖 +𝐵𝑖𝑌𝑖 +𝑋𝑗+

(𝐶𝑖𝑋𝑖 +𝐷𝑖𝑌𝑖)
T𝑋−1

𝑖 (𝐶𝑖𝑋𝑖 +𝐷𝑖𝑌𝑖) ⩾ 0,

∀𝑗 ∈ 𝑻 𝑖
𝒰𝒦, 𝑗 = 𝑖. (23)

根据 Schur补引理, 式 (21)在 𝑖 ∈ 𝑻 𝑖
𝒦时等价于式 (14),

在 𝑖 /∈𝑻 𝑖
𝒦时等价于式 (15). 此外,由 Schur补引理知式

(15)和 (17)分别与式 (22)和 (23)等价. 因此,若式 (14)

∼ (17)成立, 则式 (18)∼ (20)成立. 根据定理 1可知,

闭环系统 (7)是均方渐近稳定的. 2
定定定理理理 3 设转移概率 (3)部分未知,闭环系统 (8)

是均方渐近稳定的, 当存在对称正定矩阵𝑋11𝑖 ∈
𝑹𝑝×𝑝, 𝑋22𝑖∈𝑹(𝑛−𝑝)×(𝑛−𝑝),矩阵𝑍𝑖∈𝑹𝑚×𝑝,使 ∀𝑖∈𝑻

如下LMIs成立:⎡⎢⎣ (1 + 𝜋𝑖
𝒦)Ω1𝑖 + 𝜋𝑖𝑖𝑋𝑖 (1 + 𝜋𝑖

𝒦)Ω
T
2𝑖 (ℳ𝑖

𝒦)
T

∗ −(1 + 𝜋𝑖
𝒦)𝑋𝑖 0

∗ ∗ −𝒩 𝑖
𝒦

⎤⎥⎦ < 0,

𝑖 ∈ 𝑻 𝑖
𝒦; (24)⎡⎢⎣ (1 + 𝜋𝑖

𝒦)Ω1𝑖 (1 + 𝜋𝑖
𝒦)Ω

T
2𝑖 (ℳ𝑖

𝒦)
T

∗ −(1 + 𝜋𝑖
𝒦)𝑋𝑖 0

∗ ∗ −𝒩 𝑖
𝒦

⎤⎥⎦ < 0,

𝑖 ∈ 𝑻 𝑖
𝒦; (25)⎡⎢⎣ Ω1𝑖 ΩT

2𝑖 𝑋𝑖

∗ −𝑋𝑖 0

∗ ∗ −𝑋𝑗

⎤⎥⎦ ⩽ 0, 𝑗 ∈ 𝑻 𝑖
𝒰𝒦, 𝑗 ∕= 𝑖; (26)

[
Ω1𝑖 +𝑋𝑗 ΩT

2𝑖

∗ −𝑋𝑖

]
⩾ 0, 𝑗 ∈ 𝑻 𝑖

𝒰𝒦, 𝑗 = 𝑖. (27)

其中: ℳ𝑖
𝒦和𝒩 𝑖

𝒦如定理 2中所定义,而

Ω1𝑖 = 𝑋𝑖𝐴
T
𝑖 +𝐴𝑖𝑋𝑖 + 𝐸T

𝑖 𝑍
T
𝑖 𝐵

T
𝑖 +𝐵𝑖𝑍𝑖𝐸𝑖,

Ω2𝑖 = 𝐶𝑖𝑋𝑖 +𝐷𝑖𝑍𝑖𝐸𝑖, 𝑋𝑖 = 𝑉𝑖

[
𝑋11𝑖 0

0 𝑋22𝑖

]
𝑉 T
𝑖 ,

𝑉𝑖如式 (9)所定义.若LMIs (24)∼ (27)有解,则静态输

出反馈控制增益矩阵为𝐹𝑖=𝑍𝑖𝑈𝑖𝑆𝑖𝑋11𝑖𝑆
−1
𝑖 𝑈T

𝑖 ,其中

𝑈𝑖和𝑆𝑖如式 (9)所定义.

证证证明明明 针对闭环系统 (8),利用𝐴𝑖+𝐵𝑖𝐹𝑖𝐸𝑖和𝐶𝑖

+𝐷𝑖𝐹𝑖𝐸𝑖替换定理 1中LMIs (11)∼ (13)中的𝐴𝑖和𝐶𝑖,

得

(1 + 𝜋𝑖
𝒦)((𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝐹𝑖𝐸𝑖)

T𝑃𝑖 + 𝑃𝑖(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝐹𝑖𝐸𝑖)+

(𝐶𝑖 +𝐷𝑖𝐹𝑖𝐸𝑖)
T𝑃𝑖(𝐶𝑖 +𝐷𝑖𝐹𝑖𝐸𝑖)) + 𝒫𝑖

𝒦 < 0; (28)

(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝐹𝑖𝐸𝑖)
T𝑃𝑖 + 𝑃𝑖(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝐹𝑖𝐸𝑖)+

(𝐶𝑖 +𝐷𝑖𝐹𝑖𝐸𝑖)
T𝑃𝑖(𝐶𝑖 +𝐷𝑖𝐹𝑖𝐸𝑖) + 𝑃𝑗 ⩽ 0,

∀𝑗 ∈ 𝑻 𝑖
𝒰𝒦, 𝑗 ∕= 𝑖; (29)

(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝐹𝑖𝐸𝑖)
T𝑃𝑖 + 𝑃𝑖(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝐹𝑖𝐸𝑖)+

(𝐶𝑖 +𝐷𝑖𝐹𝑖𝐸𝑖)
T𝑃𝑖(𝐶𝑖 +𝐷𝑖𝐹𝑖𝐸𝑖) + 𝑃𝑗 ⩾ 0,

∀𝑗 ∈ 𝑻 𝑖
𝒰𝒦, 𝑗 = 𝑖. (30)

令𝑋𝑖=𝑃−1
𝑖 ,在式 (28)两边同乘𝑋𝑖,得

(1 + 𝜋𝑖
𝒦)(𝑋𝑖𝐴

T
𝑖 +𝐴𝑖𝑋𝑖 +𝑋T

𝑖 𝐸
T
𝑖 𝐹

T
𝑖 𝐵T

𝑖 +

𝐵𝑖𝐹𝑖𝐸𝑖𝑋𝑖 + (𝐶𝑖𝑋𝑖 +𝐷𝑖𝐹𝑖𝐸𝑖𝑋𝑖)
T𝑋−1

𝑖 (𝐶𝑖𝑋𝑖+

𝐷𝑖𝐹𝑖𝐸𝑖𝑋𝑖)) +
∑

𝑗 ∈𝑻 𝑖
𝒦

𝜋𝑖𝑗𝑋𝑖𝑋
−1
𝑗 𝑋𝑖 < 0. (31)

假设

𝑋𝑖=𝑉𝑖

[
𝑋11𝑖 0

0 𝑋22𝑖

]
𝑉 T
𝑖 ,

则根据引理 1, 存在𝑊𝑖 ∈𝑹𝑝×𝑝满足𝐸𝑖𝑋𝑖 =𝑊𝑖𝐸𝑖, 故

式 (31)可写为

(1+𝜋𝑖
𝒦)(𝑋𝑖𝐴

T
𝑖 +𝐴𝑖𝑋𝑖+𝐸T

𝑖 𝑊
T
𝑖 𝐹T

𝑖 𝐵T
𝑖 +𝐵𝑖𝐹𝑖𝑊𝑖𝐸𝑖+

(𝐶𝑖𝑋𝑖 +𝐷𝑖𝐹𝑖𝑊𝑖𝐸𝑖)
T𝑋−1

𝑖 (𝐶𝑖𝑋𝑖 +𝐷𝑖𝐹𝑖𝑊𝑖𝐸𝑖))+∑
𝑗 ∈𝑻 𝑖

𝒦

𝜋𝑖𝑗𝑋𝑖𝑋
−1
𝑗 𝑋𝑖 < 0. (32)

定义𝑍𝑖=𝐹𝑖𝑊𝑖,则式 (32)转化为

(1 + 𝜋𝑖
𝒦)(𝑋𝑖𝐴

T
𝑖 +𝐴𝑖𝑋𝑖 + 𝐸T

𝑖 𝑍
T
𝑖 𝐵

T
𝑖 +𝐵𝑖𝑍𝑖𝐸𝑖+

(𝐶𝑖𝑋𝑖 +𝐷𝑖𝑍𝑖𝐸𝑖)
T𝑋−1

𝑖 (𝐶𝑖𝑋𝑖 +𝐷𝑖𝑍𝑖𝐸𝑖))+∑
𝑗 ∈𝑻 𝑖

𝒦

𝜋𝑖𝑗𝑋𝑖𝑋
−1
𝑗 𝑋𝑖 < 0. (33)

根据 Schur补引理, 式 (33)在 𝑖 ∈ 𝑻 𝑖
𝒦时等价于式 (24),

在 𝑖 /∈𝑻 𝑖
𝒦时等价于式 (25). 同理,可以证明若式 (26)和

(27)成立, 则式 (29)和 (30)成立. 由定理 1知, 闭环系

统 (8)是均方渐近稳定的. 进一步,根据引理 1,静态输

出反馈控制增益矩阵为

𝐹𝑖=𝑍𝑖𝑊
−1
𝑖 =𝑍𝑖𝑈𝑖𝑆𝑖𝑋11𝑖𝑆

−1
𝑖 𝑈T

𝑖 . 2
4 数数数值值值仿仿仿真真真

考虑三维四模态的随机Markov跳跃系统 (1),系

统参数如下:

𝐴1 =

⎡⎢⎣ 0.3 0.4 0.6

−0.4 0.8 0

0.3 −0.6 0.9

⎤⎥⎦ , 𝐴2 =

⎡⎢⎣ 0.6 0.9 1.4

0.4 1 0.9

0.5 0.9 0.3

⎤⎥⎦ ,

𝐴3 =

⎡⎢⎣ 0.4 0.5 0.5

0.3 0.5 0

0.4 0.6 0.8

⎤⎥⎦ , 𝐴4 =

⎡⎢⎣ 0.5 0.2 0.4

0.1 0.6 0.9

0.8 0.1 0.2

⎤⎥⎦ ,

𝐵1 =

⎡⎢⎣ −0.3 0

0.4 −0.5

0.4 0.9

⎤⎥⎦ , 𝐵2 =

⎡⎢⎣ 0 −0.8

0.3 0.6

0 0.4

⎤⎥⎦ ,

𝐵3 =

⎡⎢⎣ 0.1 0

0.6 0.5

0.3 1

⎤⎥⎦ , 𝐵4 =

⎡⎢⎣ 0.4 0.5

0.9 0.8

0 0.1

⎤⎥⎦ ,
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𝐶1 =

⎡⎢⎣ 0.5 0.3 0.4

0.2 −0.5 0.2

−0.8 0.4 0.3

⎤⎥⎦ , 𝐶2 =

⎡⎢⎣ 0.2 0.4 0.3

0.5 0.4 −0.1

0.3 0.4 1.5

⎤⎥⎦ ,

𝐶3 =

⎡⎢⎣ 0.3 0.4 0.5

0.3 0.5 0.5

1 0.1 0.6

⎤⎥⎦ , 𝐶4 =

⎡⎢⎣ 0.3 0.3 0.1

0.1 0.4 0.7

0.4 0.2 −0.4

⎤⎥⎦ ,

𝐷1 =

⎡⎢⎣ 0.4 0.2

0.2 0.3

0.2 0.5

⎤⎥⎦ , 𝐷2 =

⎡⎢⎣ −0.2 0.8

0.7 0.1

0.5 0

⎤⎥⎦ ,

𝐷3 =

⎡⎢⎣ 0.5 0.4

0.4 0.4

0.3 0.2

⎤⎥⎦ , 𝐷4 =

⎡⎢⎣ 0.3 0.1

1.1 0.4

0 0.1

⎤⎥⎦ .

系统 (1)的转移概率矩阵如表 1所示,表 1括号内的数

值表示在控制器设计过程中未知的转移概率.

表 1 部分未知的转移概率矩阵Π

1 2 3 4

1 −0.5 0.2 0.1 0.2

2 (0.4) −0.8 (0.2) 0.2

3 0.5 (0.2) (−0.9) 0.2

4 0.4 0.1 0.1 −0.6

通过求解定理 2中的LMIs (14)∼ (17),可得状态

反馈控制增益矩阵如下:

𝐾1 =

[
4.099 7 −5.132 1 4.381 9

−3.970 4 3.084 1 −5.985 8

]
,

𝐾2 =

[
−2.205 4 −2.011 2 −2.140 5

−2.950 6 −5.968 2 −5.882 5

]
,

𝐾3 =

[
−1.417 8 −1.695 2 −0.091 3

−0.346 3 0.311 0 −1.583 6

]
,

𝐾4 =

[
5.624 1 1.490 1 2.882 5

−13.738 6 −7.462 0 −10.152 9

]
.

在转移概率矩阵Π 下,随机Markov跳跃系统 (1)

的模式变化折线如图 1所示.
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图 1 随机Markov跳跃系统 (1)的模式变化折线

设初始条件为𝑥(0)=[ 0.2 0.3 −0.4 ]T, 𝑟(0)=1,

则系统 (1)的状态响应曲线如图 2所示. 容易看出,即

使转移概率矩阵Π 部分未知,文中设计的状态反馈控

制器依然可以使相应的闭环系统达到均方渐近稳定.
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图 2 随机Markov跳跃系统 (1)的状态响应曲线

5 结结结 论论论

本文针对一类随机Markov跳跃系统, 在转移概

率部分未知的情况下,研究了其稳定性和镇定控制问

题,给出了保证其均方渐近稳定的充分性条件,并提

供了模式依赖的状态反馈与静态输出反馈控制器的

设计方法. 利用文中的方法,可以对转移概率部分未

知的随机Markov跳跃系统的𝐻∞控制和滤波问题进

行深入的研究.
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