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摘 要: 结合分数阶微积分算子的叠加原理,提出了变阶次状态空间建模方法. 将分数阶系统推广到状态空间领域,

实现了最小阶状态空间转换,并可根据实际需要通过增加状态变量来提取某一阶次的输出信号.对于各阶次均小

于 1的变阶次状态空间实现的分数阶系统,提出了变阶次分数阶系统的稳定性判定定理. 最后通过实例仿真验证了

所提出方法的有效性.
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Abstract：：：A variable order of state space modeling method is proposed by combining the principle of superposition of

fractional calculus operator. And the fractional order system is extended to the state space area and the minimum-order

state-space conversion is achieved. An order of the output signal is extracted through increasing state variables based on

actual needs. For the variable order of state space realization of fractional order systems where each order is less than 1, the

stability theorem is given for the variable fractional order system. Finally, simulation results show the effectiveness of the

method.
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1 引引引 言言言

作为控制科学与工程中的一个新的研究领域,分

数阶控制理论的研究愈来愈受关注[1]. 对于现实中的

各种实际系统, 分数阶模型的描述比整数阶模型更

准确, 从而为一些动态过程的描述提供了很好的工

具[2]. 对于分数阶系统,分数阶控制器能更好地体现

其优点[2]. 便于工程应用的分数阶 PID控制器设计方

法[3-5]主要有Z-N法、极点配置法、频率法和 ITAE指

标最优法等,均是基于分数阶系统的传递函数模型进

行设计的,而将分数阶系统理论推广到状态空间领域

的研究尚比较少见.文献 [6]推导了分数阶系统的状

态空间法建模,需要提取分数导数项分母的最小公倍

数,从而使其在实际应用中受到限制.文献 [7]推导了

基于Lyapunov方程的分数阶系统稳定性理论, 但该

理论仅适用于定常阶次的分数阶状态空间模型.

本文结合分数阶微积分算子的叠加原理[8],提出

了变阶次状态空间建模方法. 该方法可实现分数阶系

统最小阶状态空间建模,解决了分数导数项分母最小

公倍数较小必将导致状态变量显著增加的问题.针对

变阶次分数阶系统,对定常阶次的分数阶系统稳定性

理论加以推广,提出了变阶次分数阶系统的稳定性判

定定理. 分数阶系统变阶次状态空间建模及稳定理

论,有利于整数阶状态空间理论在分数阶系统中的推

广应用.

2 分分分数数数阶阶阶系系系统统统变变变阶阶阶次次次状状状态态态空空空间间间实实实现现现

2.1 分分分数数数阶阶阶微微微积积积分分分

分数阶微积分有 3种常见的定义,包括Grunwald

-Letnikov定义、Riemann-Liouville定义和Caputo定义.

其中前两者定义是等效的, 且对常数求导是无界的,

而Caputo定义对常数求导为 0,且更适用于分数阶微
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分方程初值问题的描述.

Caputo分数微积分定义如下:

𝑎𝐷
𝛼
𝑡 𝑓(𝑡) =

1

Γ (𝑛− 𝛼)

w 𝑡

𝑎

𝑓𝑛(𝜏)

(𝑡− 𝜏)𝛼−𝑛+1
d𝜏, (1)

其中 0<𝛼<1且 𝑎为初值.伽马函数Γ (𝑧)定义如下:

Γ (𝑧) =
w ∞
0

e−𝑡𝑡𝑧−1d𝑡.

一般可以假设零初始条件,即令 𝑎=0,这时可以

将微积分算子简记为𝐷𝛼.

分数阶微积分算子满足交换律及叠加原理[8]

𝐷𝛼(𝐷𝛽𝑓(𝑡)) = 𝐷𝛽(𝐷𝛼𝑓(𝑡)) = 𝐷𝛼+𝛽𝑓(𝑡). (2)

2.2 分分分数数数阶阶阶微微微分分分系系系统统统

分数阶线性定常微分方程一般形式如下:

𝑎𝑛𝐷
𝑝𝑛𝑦(𝑡) + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎1𝐷

𝑝1𝑦(𝑡) + 𝑎0𝑦(𝑡) = 𝑢(𝑡), (3)

其中 𝑝𝑛>𝑝𝑛−1> ⋅ ⋅ ⋅>𝑝1⩾0.

对方程进行拉氏变换,并设 𝑦(𝑡)的各阶导数初始

条件均为 0,可得传递函数

𝐺(𝑠) =
1

𝑎𝑛𝑠𝑝𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑠𝑝𝑛−1 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎1𝑠𝑝1 + 𝑎0
. (4)

2.3 变变变阶阶阶次次次状状状态态态空空空间间间建建建模模模

考虑分数阶微分方程

𝐷𝑝𝑛𝑥(𝑡) + 𝑎𝑛−1𝐷
𝑝𝑛−1𝑥(𝑡) + ⋅ ⋅ ⋅+

𝑎1𝐷
𝑝1𝑥(𝑡) + 𝑎0𝑥(𝑡) = 𝑢(𝑡). (5)

对于上述分数阶系统,结合分数阶微积分算子的

叠加原理,定义状态变量如下:⎧⎨⎩

𝑥1(𝑡) = 𝑥(𝑡),

𝑥2(𝑡) = 𝐷𝑟1𝑥1(𝑡) = 𝐷𝑟1𝑥(𝑡),

𝑥3(𝑡) = 𝐷𝑟2𝑥2(𝑡) = 𝐷𝑟2+𝑟1𝑥(𝑡),
...

𝑥𝑛+1(𝑡) = 𝐷𝑟𝑛𝑥𝑛(𝑡) = 𝐷𝑟𝑛+⋅⋅⋅+𝑟1𝑥(𝑡).

(6)

其中 𝑟𝑖(𝑖=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)满足
𝑛∑

𝑖=1

𝑟𝑖 = 𝑝𝑘, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (7)

则系统的状态方程为⎧⎨⎩

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐷𝑟1𝑥1(𝑡)

𝐷𝑟2𝑥2(𝑡)
...

𝐷𝑟𝑛𝑥𝑛(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡).

(8)

𝑥(𝑡) = [𝑥1(𝑡) 𝑥2(𝑡) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥𝑛(𝑡) ]
T,

𝑥(0) = [𝑥1(0) 𝑥2(0) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥𝑛(0) ]
T.

其中

𝐶 = [ 1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0 ],

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0 0

0 0 1 0
...

...
...

. . . . . . 0

0 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 0 1

−𝑎0 −𝑎1 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −𝑎𝑛−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0
...

0

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

由推导过程可以看出,该方法无需提取分数阶微

积分项分母的最小公倍数, 便可以实现任意阶次的

状态空间建模, 而且变阶次状态空间建模可根据实

际需要建立𝑚阶模型 (𝑚⩾𝑛, 𝑛为最小阶状态空间实

现)来提取某一阶次的输出信号.

3 变变变阶阶阶次次次分分分数数数阶阶阶系系系统统统稳稳稳定定定理理理论论论

对于定常阶次的分数阶状态空间自治系统

𝐷𝑟𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡), (9)

文献 [7]提出了基于Lyapunov方程的分数阶稳定性

判定定理.

引引引理理理 1 对于分数阶系统(9),当阶次 𝑟<1时,如

果系统的系数矩阵𝐴满足Lyapunov方程,即存在实对

称正定矩阵𝑃 ,半正定矩阵𝑄,使得𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴=−𝑄
对于任意的状态变量𝑥(𝑡)恒成立, 则分数阶系统 (9)

渐近稳定.

文献 [7]中给出了详细的证明过程, 从证明过程

可以得出, 引理 1同样适用于变阶次分数阶系统. 因

为分数阶系统 (9)是定常阶次的, 所以引理 1的实际

使用并不方便. 因此, 本文基于引理 1进一步给出如

下形式简洁的变阶次分数阶系统稳定性判定定理:

定定定理理理 1 对于变阶次分数阶自治系统⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐷𝑟1𝑥1

𝐷𝑟2𝑥2

...

𝐷𝑟𝑛𝑥𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡), (10)

当系统各阶次 𝑟𝑖 < 1时,如果存在实对称正定矩阵𝑃 ,

使得如下方程恒成立:

𝐽 = 𝑥T𝑃

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐷𝑟1𝑥1

𝐷𝑟2𝑥2

...

𝐷𝑟𝑛𝑥𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ⩽ 0, 𝑥 = [𝑥1 𝑥2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥𝑛 ]
T,

则分数阶系统 (10)渐近稳定.

证证证明明明 设𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴=−𝑄成立,则分数阶系统

(10)稳定,即

𝑥T(𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴)𝑥 = −𝑥T𝑄𝑥. (11)

因为𝑄为半正定矩阵,所以

𝑥T(𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴)𝑥 = −𝑥T𝑄𝑥 ⩽ 0. (12)
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将系统 (10)代入式 (12)可得⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐷𝑟1𝑥1

𝐷𝑟2𝑥2

...

𝐷𝑟𝑛𝑥𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
T

𝑃𝑥+ 𝑥T𝑃

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐷𝑟1𝑥1

𝐷𝑟2𝑥2

...

𝐷𝑟𝑛𝑥𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ⩽ 0. (13)

设实对称正定矩阵𝑃 为

𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎11 𝑎12 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 ⋅ ⋅ ⋅
...

...
...

. . .
...

𝑎𝑛1 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 𝑎𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖,

则 ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐷𝑟1𝑥1

𝐷𝑟2𝑥2

...

𝐷𝑟𝑛𝑥𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
T

𝑃𝑥+ 𝑥T𝑃

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐷𝑟1𝑥1

𝐷𝑟2𝑥2

...

𝐷𝑟𝑛𝑥𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ⩽ 0. (14)

展开可得
𝑛∑

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝐷
𝑟𝑗𝑥𝑗 +

𝑛∑
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗𝐷
𝑟𝑖𝑥𝑖 ⩽ 0. (15)

因为 𝑎𝑖𝑗=𝑎𝑗𝑖,所以
𝑛∑

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝐷
𝑟𝑗𝑥𝑗 +

𝑛∑
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗𝐷
𝑟𝑖𝑥𝑖 =

2

𝑛∑
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝐷
𝑟𝑗𝑥𝑗 =

2𝑥T𝑃

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐷𝑟1𝑥1

𝐷𝑟2𝑥2

...

𝐷𝑟𝑛𝑥𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐷𝑟1𝑥1

𝐷𝑟2𝑥2

...

𝐷𝑟𝑛𝑥𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
T

𝑃𝑥 ⩽ 0. (16)

将上述过程反推亦可证明引理 1成立. 因此, 对

于变阶次分数阶自治系统,引理 1与定理 1等价. 2
定理 1将传统整数阶系统的稳定性判定定理推

广到变阶次分数阶系统, 并将分数阶系统理论推广

到了状态空间领域.基于该理论,可借鉴传统整数阶

Lyapunov函数构造方法构造 𝐽函数.

4 数数数值值值仿仿仿真真真

考虑一个复杂分数阶系统

𝐺(𝑠) =

1

𝑠3.2 + 2.5𝑠2.5 + 4.2𝑠2.1 + 4.6𝑠1.5 + 2.5𝑠0.8 + 1.5
.

(17)

如果采用分数导数项分母的最小公倍数进行状态空

间实现[6], 则由于分数导数项分母的最小公倍数为

0.1,转换后的系统为 32阶复杂系统.采用变阶次状态

空间实现, 则只需转化为 5阶系统. 系统 (17)可以转

化为

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐷0.8𝑥1(𝑡)

𝐷0.7𝑥2(𝑡)

𝐷0.6𝑥3(𝑡)

𝐷0.4𝑥4(𝑡)

𝐷0.7𝑥5(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡). (18)

其中

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

−1.5 −2.5 −4.6 −4.2 −2.5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

0

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝑥(𝑡) = [𝑥1(𝑡) 𝑥2(𝑡) 𝑥3(𝑡) 𝑥4(𝑡) 𝑥5(𝑡) ]
T,

𝑥(0) = [ 0 0 0 0 0 ]T.

在𝑢(𝑡)= 0时,原系统为自治系统,可利用定理 1

判定该系统的稳定性. 取𝑄为单位阵,则存在实对称

正定矩阵

𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

30.279 5 −0.5 −16.486 3
−0.5 16.486 3 −0.5

−16.486 3 −0.5 12.027 1

0.5 −12.027 1 −0.5
12.027 1 0.5 −11.098 1

→

←

0.5 12.027 1

−12.027 1 0.5

−0.5 −11.098 1
11.098 1 −0.5
−0.5 13.744 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
使得𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴=−𝑄成立, 因此系统 (17)为渐近稳

定系统.

对于系统 (17),分别采用传递函数及变阶次状态

空间建模仿真, 阶跃响应结果如图 1和图 2所示. 由

图 1可以看出,两种方法的建模仿真输出结果几乎完

全重合.图 2给出了变阶次状态空间建模下其他状态

变量的输出值,可以看出,变阶次状态空间建模不但

实现了低阶转换,同时可以求出各个状态变量, 而且

根据实际需要,在建立模型过程中可通过增加状态变

量来提取某一阶次的输出信号.

0.7

0.5

0.1

0.3

0 10 20 30

t /s

!
"
#
$

%

图 1 系统输出值比较
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图 2 系统各状态输出值

5 结结结 论论论

本文首先结合分数阶微积分算子的叠加原理,提

出了变阶次状态空间建模方法,该方法可实现最小阶

分数阶系统状态空间模型转换,而且可通过增加状态

变量来提取某一特定阶次的输出信号;然后针对所建

立的变阶次分数阶系统状态空间模型,提出了变阶次

分数阶系统的稳定性判定定理,并通过实例仿真验证

了该理论的有效性.
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