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基于不确定知识的粒子群优化算法
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摘 要: 针对标准粒子群优化算法(PSO)速度更新方程存在随机参数,使得粒子获取知识存在不完备性的问题,将不

确定知识引入 PSO算法中,并对个体知识、群体知识和不确定知识随机参数进行了归一化,保证算法在每一步演化

中都能获得完备知识. 理论分析给出了 PSO-UK算法局部收敛参数条件,并证明了其具有全局优化性能.经典测试函

数实验表明,所提出的 PSO-UK算法具有全局搜索能力,且局部收敛精度明显优于 PSO算法.
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Abstract: Basic particle swarm optimization(PSO) algorithm only depends on individual and social cognition, but the

cognitive part of PSO is uncertain for random behavior of cognitive factors. Therefore, uncertain knowledge is introduced to

the basic PSO to improve the knowledge structure of each particle. Random cognitive factors normalization is also considered

in the PSO-UK algorithm to ensure complete knowledge for the PSO-UK algorithm. Theoretical analysis and simulations

show that the PSO-UK algorithm has the performance of global convergence and better precision value of local convergence

than the basic PSO.
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1 引引引 言言言

标准粒子群优化算法 (PSO)是基于群体智能的

进化优化技术, 具有收敛速度快、计算简单、所需参

数少、易于实现等优点,是当前进化计算研究的热点

之一. 但 PSO算法在演化过程中容易陷入局部最优

值,进而导致早熟问题.为了克服这一缺陷,相关学者

已提出了多种改进算法,最有代表性的研究工作是在

PSO基础上, 根据 PSO参数特性和实际应用背景, 开

展PSO参数选择策略[1-2]、PSO与其他算法混合策

略[3-7]、控制种群多样性策略[8]等研究.这些改进策略

在一定程度上了提高了PSO算法的全局搜索能力,但

仍是在 PSO算法框架下根据粒子个体和群体认知向

最优解方向飞行,难以从本质上克服早熟问题.

通过分析发现, PSO优化过程仅依靠个体和群体

认识, 而且由于速度更新方程存在随机参数, 粒子获

取知识具有不确定性和不完备性. 鉴于此,本文提出

了一种基于不确定知识的粒子群优化算法 (PSO-UK).

将不确定知识引入到PSO算法中,并对个体知识、群

体知识和不确定知识随机参数进行归一化,使得粒子

在每一步演化中都能获得完备的知识. 较小不确定性

知识可以增强 PSO算法局部搜索能力,较大不确定性

知识可以增强 PSO算法全局搜索能力. PSO-UK算法

保留了 PSO算法简洁、易于实现等优点. 理论推导和

典型测试函数实验表明,本文所提出的PSO-UK算法

具有全局搜索能力,且局部收敛精度明显优于PSO算

法,也优于国内外一些较新的 PSO改进算法.

2 标标标准准准PSO算算算法法法
PSO算法的基本思想是: 通过模拟自然界生物的

群体行为,构造解的随机优化算法. 设在𝐷维空间中,
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有𝑚个粒子组成一个群落,其中第 𝑖个粒子的位置为

𝑥𝑖 = [𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖𝐷]T, 速度为 𝑣𝑖 = [𝑣𝑖1, 𝑣𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑣𝑖𝐷]T, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. 第 𝑖个粒子搜索到的历史最

优位置为𝑥∗
𝑖 , 整个粒子群搜索到的最优位置为𝑥∗.

PSO算法通过下式进行寻优操作:

𝑣𝑘+1
𝑖 = 𝑤𝑣𝑘𝑖 + 𝑐1𝑟1(𝑥

∗
𝑖 − 𝑥𝑘

𝑖 ) + 𝑐2𝑟2(𝑥
∗ − 𝑥𝑘

𝑖 ), (1)

𝑥𝑘+1
𝑖 = 𝑥𝑘

𝑖 + 𝑣𝑘+1
𝑖 . (2)

其中: 𝑤为惯性权重, 𝑐1和 𝑐2为加速系数, 𝑟1和 𝑟2为

[0,1]内的随机数.

3 PSO-UK算算算法法法
3.1 PSO-UK算算算法法法基基基本本本思思思想想想

由 PSO算法可以看出, 单个粒子在运动过程中

不仅从自身个体,而且从群体行为中学习经验、获取

信息. 但获取信息的过程均以最优个体为学习对象.

在PSO算法中,将知识局限在个体学习知识和群体知

识中. 但当式 (1)中 𝑟1和 𝑟2的取值都比较小时, 粒子

从个体行为和群体行为中获得的经验信息也较少,主

要依靠惯性“飞行”,带有一定的“盲目性”,此时粒子

认知具有不确定性特点. 在缺少认知的情况下,搜索

空间中的任意一点都有可能是粒子飞行的目标,以空

间中任意一点为目标的粒子飞行行为可以理解为不

确定知识. 本文在 PSO算法的基础上,引入这样的不

确定知识以完善粒子知识结构的构成,从而将粒子知

识结构设计成由个体认知、社会认知和不确定性知

识 3部分组成. 基于上述思想的改进 PSO算法称为基

于不确定性知识的PSO-UK算法,其演化公式可以表

述为

𝑣𝑘+1
𝑖 = 𝑤𝑣𝑘𝑖 + 𝑐1𝑙1(𝑥

∗
𝑖 − 𝑥𝑘

𝑖 ) + 𝑐2𝑙2(𝑥
∗ − 𝑥𝑘

𝑖 )+

𝑐3𝑙3(𝐶𝐷 − 𝑥𝑘
𝑖 ), (3)

𝑥𝑘+1
𝑖 = 𝑥𝑘

𝑖 + 𝑣𝑘+1
𝑖 . (4)

其中

𝑙1 = 𝑟1/(𝑟1 + 𝑟2 + 𝑟3),

𝑙2 = 𝑟2/(𝑟1 + 𝑟2 + 𝑟3),

𝑙3 = 𝑟3/(𝑟1 + 𝑟2 + 𝑟3),

𝑟1, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4为 [0,1]之间的随机数; 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3为加速系

数; 𝐶𝐷 = sgn(𝑟4−0.5)limit+𝑝𝑐为粒子不确定性知识

的边界, sgn为符号函数,表示粒子在不确定知识下飞

行方向的不确定性, limit为搜索空间边界到中心的距

离, 𝑝𝑐为搜索空间中心.

3.2 PSO算算算法法法与与与PSO-UK算算算法法法对对对比比比分分分析析析

定理 1 (PSO算法局部收敛性能) 当 0 < 𝑤 < 1

时,如果存在 0 < 𝑟1 + 𝑟2 < 2(𝑤 + 1),则标准 PSO算

法是局部收敛的[9].

下面对PSO-UK算法局部收敛性能进行分析.定

义

𝜑1 = 𝑐1𝑙1, 𝜑2 = 𝑐2𝑙2, 𝜑3 = 𝑐3𝑙3,

𝜑 = 𝜑1 + 𝜑2 + 𝜑3, 𝜌 = (𝜑1𝑥
∗
𝑖 + 𝜑2𝑥

∗ + 𝜑3𝐶𝐷)/𝜑.

则式 (3)和 (4)写成差分方程形式为

𝑣𝑖(𝑘 + 1) = 𝑤𝑣𝑖(𝑘) + 𝜑(𝜌− 𝑥𝑖(𝑘)), (5)

𝑥𝑖(𝑘 + 1) = 𝑥𝑖(𝑘) + 𝑣𝑖(𝑘 + 1). (6)

令

𝑦𝑖(𝑘) = 𝜌− 𝑥𝑖(𝑘),

𝑃𝑘 =

[
𝑣𝑖(𝑘)

𝑦𝑖(𝑘)

]
, 𝑀 =

[
𝑤 𝜑

−𝑤 1− 𝜌

]
,

则式 (5)和 (6)可以改写为

𝑃𝑘+1 = 𝑀𝑃𝑘. (7)

𝑀的特征值为

𝜆1 =
𝑤 + 1− 𝜑+

√
(𝑤 + 1− 𝜑)2 − 4𝑤

2
,

𝜆2 =
𝑤 + 1− 𝜑−√

(𝑤 + 1− 𝜑)2 − 4𝑤

2
. (8)

由动力系统的稳定性理论可知, PSO-UK算法模

型稳定 (即收敛于 𝜌)当且仅当max{∣𝜆1∣, ∣𝜆2∣} < 1.

定理 2 (PSO-UK算法局部收敛性能) 当 0 < 𝑤

< 1时, 要使 PSO-UK算法模型稳定 (即收敛于 𝜌), 当

且仅当 0 < 𝜑 ⩽ 2(𝑤 + 1).

证证证明明明 由max{∣𝜆1∣, ∣𝜆2∣} < 1,带入式 (8)易解得

0 < 𝜑 ⩽ 2(𝑤 + 1), 0 < 𝑤 < 1. 2
注 1 定理 2仅给出了 PSO-UK算法的局部收敛

条件,虽然能够保证式 (3)和 (4)本身不会随着演化过

程而发散,但不能保证算法具有全局搜索能力. 定理

2可以直观理解为: PSO-UK算法在不确定知识的扰

动下形成了一个耗散结构系统,会收敛到稳定点.

假设 1 存在 𝑓(𝐷(𝑧, 𝜉)) < 𝑓(𝑧), 并且若 𝑧 ∈ 𝑆,

则 𝑓(𝐷(𝑧, 𝜉)) < 𝑓(𝜉), 其中𝐷是算法迭代方式, 用来

产生下一代[10].

假设 2 对于𝑆的任意Borel子集𝐴,如果其测度

𝑣(𝐴) > 0, 则有
∞∏
𝑘=0

(1 − 𝜇𝑘(𝐴)) = 0成立, 其中𝜇𝑘(𝐴)

表示由测度𝜇𝑘得到𝐴的概率[10].

引理 1 (全局收敛性能) 假设目标函数 𝑓为可测

函数, 区域𝑆为可测子集, 且满足假设 1和假设 2. 设

{𝑧𝑘}𝑘=+∞
𝑘=1 为算法生成的解序列, 则 lim

𝑘→∞
𝑃 [𝑧𝑘 ∈ 𝑅𝜀]

= 1成立. 其中: 𝑃 [𝑧𝑘 ∈ 𝑅𝜀]为第 𝑘步算法生成的解 𝑧𝑘

∈ 𝑅𝜀的概率, 𝑅𝜀为全局最优点集合
[10].

注 2 引理 1可以直观理解为:如果一个迭代算

法搜索到搜索空间任意子集的概率不为零,则该算法

具有全局优化能力.
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定理 3 (PSO算法全局收敛性能) 标准 PSO不

具有全局搜索能力.

证证证明明明 PSO的解[11]为

lim
𝑘→∞

𝑥(𝑘) =
𝑐1𝑟1

𝑐1𝑟1 + 𝑐2𝑟2
𝑥∗
𝑖 +

𝑐2𝑟2
𝑐1𝑟1 + 𝑐2𝑟2

𝑥∗. (9)

由式 (9)可知, PSO经过有限次迭代后,粒子聚集

在𝑥∗
𝑖 与𝑥∗之间, 𝑥∗

𝑖 与𝑥∗越靠近,粒子聚集程度越高,

直到算法停滞. 此时由于粒子失去了对整个搜索空间

的遍历能力,在整个搜索空间上必然存在搜索不到的

子集. 由引理 1可知, 标准PSO算法不具有全局优化

搜索能力.

定理 4 (PSO-UK算法全局收敛性能) PSO-UK

算法具有全局搜索能力.

证证证明明明 将式 (5)代入 (6)可得

𝑥(𝑘 + 2) + (𝜑− 𝑤 − 1)𝑥(𝑘 + 1) + 𝑤𝑥(𝑘) = 𝜑𝜌. (10)

式 (10)为不含速度项的二阶微分方程,其解为

lim
𝑘→∞

𝑥(𝑘) =
𝜑1

𝜑
𝑥∗
𝑖 +

𝜑2

𝜑
𝑥∗ +

𝜑3

𝜑
𝐶𝐷. (11)

由式 (11)可知, PSO-UK算法经过有限次迭代后,

𝑥∗
𝑖 逐渐向𝑥∗靠拢,直到一致.因为𝜑 = 𝜑1 + 𝜑2 + 𝜑3,

所以粒子在𝑥∗与𝐶𝐷上均匀分布. 𝐶𝐷为𝑥∗的往任意

方向边界,在整个搜索空间上必然不存在搜索不到的

子集,故由引理 1可知 PSO-UK算法具有全局优化搜

索能力.

3.3 PSO-UK算算算法法法实实实现现现

Step 1: 初始化. 设定加速系数 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 惯性权

重𝑤, 最大迭代次数max𝐷𝑇 , 搜索空间中心 𝑝𝑐, 搜索

空间边界到中心的距离 limit. 在定义搜索空间中,随

机生成𝑚个粒子组成初始种群,产生各粒子的初始速

度.

Step 2: 评价种群𝑥𝑘, 计算每个粒子在每一维空

间的适应值.

Step 3: 根据粒子速度式 (3)更新粒子飞行速度,

根据粒子位置式 (4)更新粒子位置, 产生新的种群

𝑥𝑘+1. 比较当前粒子的适应值和自身最优适应值,如

果当前值比𝑥∗
𝑖 坐标下的最优适应值更优, 则自身最

优适应值为当前适应值, 并置𝑥∗
𝑖 为𝐷维空间的当前

最优值.将粒子适应值与种群最优值进行比较, 如果

当前值比全局最优值更优,则置𝑥∗为当前值.

Step 4: 检查结束条件, 如果满足, 则结束寻优;

否则, 转至 Step 2. 结束条件为寻优达到最大迭代次

数max𝐷𝑇 或者评价值小于最小给定.

4 仿仿仿真真真实实实验验验及及及分分分析析析

为了验证所提算法的正确性和有效性,选用 4个

常用于优化算法比较的具有不同特征的基准函数,如

表 1所示. Sphere为单峰函数, 该函数只有一个极值

点, 在 (0, 0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0)处取到极值 0; Rosenbrock为非

凸病态函数, 其全局最优点位于一个平滑狭长的抛

物线谷内, 在 (1, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 1)处达到极小值 0; Rastrigrin

函数和Girewank函数具有广泛的搜索空间、大量的

局部极小点和高大的障碍物, 是复杂多模态问题,

两函数均在 (0, 0, 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0)处达到全局最小. 实验中,

PSO参数设置为: 𝑤 = 0.729 8[12], 𝑐1 = 𝑐2 = 1.496 2[12],

种群为 40. PSO-UK参数设置为: 𝑤 = 0.729 8, 𝑐1 = 𝑐2

= 𝑐3 = 1.1 (符合定理 2条件),种群为 40. 表 2为各函

数的搜索空间和迭代次数[13].

表 1 典型测试函数

编号 函数名 函数表达式

𝑓1 Sphere
𝑛∑

𝑖=1

𝑥
2
𝑖

𝑓2 Rosenbrock
𝑛−1∑
𝑖=1

[100(𝑥𝑖+1 − 𝑥
2
𝑖 )

2
+ (𝑥𝑖 − 1)

2
]

𝑓3 Rastrigrin
𝑛∑

𝑖=1

[𝑥
2
𝑖 − 10 cos(2π𝑥𝑖) + 10]

𝑓4 Griewank
1

4 000

𝑛∑
𝑖=1

𝑥
2
𝑖 +

𝑛∏
𝑖=1

cos
𝑥𝑖√
𝑖
+ 1

表 2 实验初始条件

函数名 解空间 迭代次数

𝑓1 [−1, 1]𝐷 1 000

𝑓2 [−10, 10]𝐷 1 000

𝑓3 [−5.12, 5.12]𝐷 1 000

𝑓4 [−30, 30]𝐷 1 000

表 3为 PSO-UK算法和PSO算法对函数 𝑓1 ∼ 𝑓4

分别在 10, 20和 30维空间中进行 50次测试的适应度

值平均值和方差结果, MBF为平均最优适应值, SD为

标准差. 对比函数 𝑓1在 10, 20和 30维空间的测试结

果可以发现, PSO-UK算法始终保持较高精度的收敛

结果, 而 PSO算法随着函数 𝑓1维数的增加, MBF和

SD均变得较大.表明PSO算法的寻优能力变差,且给

收敛带来了困难.对于函数 𝑓2 ∼ 𝑓4,由表 3中的测试

结果也可以得出相同结论,但是各测试函数维数变化

对于 PSO-UK算法收敛精度影响较小.

对比表 3中各测试函数相同维数空间下 PSO-

UK算法与 PSO算法的测试结果, PSO-UK算法优于

PSO算法, 尤其对于函数 𝑓2和 𝑓3, PSO-UK算法优势

明显.

为了直观地反映 PSO-UK算法的收敛性和优化

性, 图 1∼图 4给出了 PSO-UK与 PSO算法针对函数

𝑓1∼𝑓4在 30维空间中 50次实验结果的平均收敛曲

线.由图 1可以看出,对于 30维函数 𝑓1, PSO-UK算法

平均最优适应值下降速度快于 PSO算法. 由图 2∼图
4可以看出, 对于 30维函数 𝑓2∼𝑓4, PSO-UK与 PSO

算法初期平均最优适应下降速度相当. 由此可见,通
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表 3 50次测试实验结果比较

MBF(SD)
函数名 维数

PSO-UK PSO

10 1.319 9e-007 (1.319 4e-007) 2.598 8e-007 (1.512 0e-006)

𝑓1 20 2.373 8e-007 (3.474 3e-007) 3.675 1e-002 (3.216 8e-002)

30 3.743 0e-007 (4.188 8e-007) 2.646 6e-001 (1.263 9e-001)

10 1.155 6e-003 (1.138 9e-003) 7.301 1e+000 (1.343 7e+000)

𝑓2 20 2.326 5e-003 (2.206 9e-003) 2.367 2e+001 (3.797 2e+000)

30 3.270 6e-003 (3.369 7e-003) 6.244 8e+001 (1.454 2e+001)

10 4.059 4e-004 (3.566 0e-004) 8.981 2e+000 (4.605 4e+000)

𝑓3 20 1.219 9e-003 (1.587 9e-003) 2.538 5e+001 (1.048 5e+001)

30 1.519 7e-003 (1.468 0e-003) 5.814 4e+001 (1.544 2e+001)

10 1.612 9e-005 (1.825 2e-005) 7.921 2e-007 (2.726 8e-007)

𝑓4 20 2.520 8e-005 (2.688 4e-005) 3.656 6e-003 (2.040 9e-003)

30 2.555 0e-005 (3.481 6e-005) 1.517 2e-002 (5.757 5e-003)

0 2 4 6 8 10

number of generations/10
2

10
-8

10
-6

10
-4

10
-2

10
0

10
2

PSO-UK
PSO

m
e
a
n

 b
e
st

 f
u

n
c
ti

o
n

v
a
lu

e
/l

o
g

图 1 30维函数𝒇1收敛性能对比
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图 2 30维函数𝒇2收敛性能对比
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图 3 30维函数𝒇3收敛性能对比
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图 4 30维函数𝒇4收敛性能对比

过设置合适的参数, PSO-UK算法不仅具有收敛特性,

而且适应度函数值下降速度稍快于PSO算法, 继承

了 PSO算法收敛速度快的特点.

对比 PSO-UK算法与 PSO算法的全局优化能力,

图 1∼图 4所示的 𝑓1∼𝑓4适应度函数值平均收敛曲线

表明, PSO-UK算法全局搜索能力明显优于 PSO算

法, 尤其对于 30维函数 𝑓2和 𝑓3优势更加明显. 在 10

和 20维空间中,对函数 𝑓1∼𝑓4进行实验,所得结论与

在 30维空间中一致.

实验测试表明, PSO-UK算法比 PSO算法具有更

好的适应度值.在相同迭代步长下, PSO-UK算法下降

速度稍快于标准 PSO.由于PSO-UK算法引入了不确

定性知识,无论是全局搜索能力还是局部收敛精度均

明显优于标准 PSO算法.

5 结结结 论论论

本文提出了一种基于不确定知识的粒子群优化

算法 PSO-UK. 将不确定知识引入 PSO算法中, 并对

个体知识、群体知识和不确定知识随机参数进行归一

化, 使得算法在每一步演化中均能获得完备的知识.

理论分析和实验表明,所提出的PSO-UK算法具有全

局搜索能力,且相同步长设定下局部收敛精度明显优

于 PSO算法, 也优于国内外一些较新的 PSO改进算

法. PSO-UK算法保留了PSO算法简洁优美的特点,

易于实现.
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