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摘 要: 研究了同时考虑通信和网络特性的线性系统镇定问题.首先针对连续时间网络控制系统,使用线性矩阵不

等式方法得到了系统镇定所需要的最小信噪比;然后将问题推广到一类更为复杂的离散时间异构网络控制系统并得

到了相似的结论.其中建立的多传感器随机时滞模型很好地刻画了 token-passing总线控制网络,它更具有实际意义;

最后通过数值例子对以上理论进行了仿真验证,有效表明了系统镇定时被控对象不稳定极点、网络时滞和信噪比之

间的关系.
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Abstract: This paper investigates the problem of stabilization for linear system considering communication and network

characteristics together. Firstly, the minimal signal-to-noise ratios(SNRs) required for stabilisability are obtained in

continuous-time networked control system(NCS) with varying delay by using linear matrix inequality(LMI) approach. Then

the similar results are extended to a kind of discrete-time heterogeneous networked control system. The proposed multi-

sensors stochastic delays model which is more practical can depict the characteristic of token-passing bus control network.

Finally, the above theories are tested by numerical examples, and relations among unstable poles, delays and SNRs are

illustrated explicitly.
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1 引引引 言言言

目前关于网络控制系统的理论研究已取得了很

大进展.该研究领域大概分为三大类: 一是不考虑具

体控制系统组件的设计,只关注通信或网络的规划和

设计[1]. 二是在通信或网络特性给定的条件下设计控

制系统组件,其中又包括两个分支: 1)假设给定的通

信特性是完美的[2-5], 只需考虑网络所引起的延时和

丢包,然后研究系统稳定性和控制器设计; 2)通信特

性是不完美的, 受限制的[6-11] (如通道噪声、数据率、

带宽、量化误差、通道衰退和信噪比等),在此情形下

研究系统的稳定和镇定问题.三是通信、网络和控制

系统组件共同设计,因属于交叉学科领域,难度很大,

故对该问题的研究很少 (可参见文献 [10]的引言). 现

有研究大都聚焦在第 2类上,尤其是忽略通信特性而

只考虑网络特性的研究更受关注.

由于实际应用的需要,最近的研究已开始同时考

虑网络和通信特性. 其中较为典型的是对通道数据率

的研究[8-9]和通道信噪比受限的研究[10-11]. 本文关注

的是通道信噪比受限的情形. 将信噪比引入网络控

制的研究刚刚起步,还不够广泛和深入. 文献 [10]较

早地提出了这个问题,并且较系统地阐述了连续时间

和离散时间情形下信噪比受限通道的反馈镇定问题.
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[11]考虑了对象带有时滞条件下信噪比受限通道的

输出反馈镇定问题. [6-7]分别针对一阶平均移动高斯

通道和外部扰动情形得到了系统镇定所需要的最小

信噪比.但是以上工作并没有考虑网络诱导时滞和丢

包等网络特性, 而且采用的是传统控制方法, 不容易

对理论进行数值计算和仿真.

针对上述问题, 本文首先使用LMI方法得到了

连续时变网络控制系统镇定所要求的最小信噪比;然

后设计一类更加符合实际的异构网络控制系统架构,

其中建立的多传感器随机时滞模型能够刻画 token-

passing总线网络,它更有利于理论分析的准确性; 最

后通过数值例子对本文理论进行了仿真验证,有效说

明了系统镇定时被控对象不稳定极点、网络时滞和信

噪比之间的关系.

2 连连连续续续时时时间间间网网网络络络控控控制制制系系系统统统

首先给出文中符号的说明: 𝑪+为右开复半平面;

𝑫和 𝑫̄𝐶分别为闭单位圆和它的补; E为期望操作;

∗为矩阵中的对称块; diag为对角矩阵; 𝐼为合适维数

的单位阵; min(𝜌)为 𝜌的最小值; 𝜆min(𝑀)和𝑀T分

别为矩阵𝑀的最小特征值和它的转置, 𝑀 > 0,𝑀 ∈
𝑹𝑛×𝑛代表𝑀是对称正定矩阵. 信号大小由𝐿2和𝐿∞
范数衡量,并且在连续时间情形,有

∥𝑛(𝑡)∥2𝐿∞ = supE{𝑛T(𝑡)𝑛(𝑡)},
∥𝑛(𝑡)∥2𝐿2

=
w ∞
0

𝑛T(𝑡)𝑛(𝑡)d𝑡;

在离散时间情形,有

∥𝑛(𝑘)∥2𝐿∞ = supE{𝑛T(𝑘)𝑛(𝑘)},

∥𝑛(𝑘)∥2𝐿2
=

∞∑
𝑘=0

∥𝑛(𝑘)∥2.

下面结合图 1对连续时间网络控制系统进行描

述.

!"#$
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图 1 带有噪声和时滞的连续时间网络控制系统

本文只考虑在控制器与执行器之间插入网络,

并且同时考虑网络诱导时滞 𝜏𝑘和通道加性高斯白噪

声 (AWGN)的影响.这个问题在无线通信系统和无线

网络控制中非常严重, 尽管使用好的编解码方法可

从一定程度上抑制噪声的影响, 但噪声仍是不可避

免的. 另外, 无线通信协议 (如 IEEE 802.11 b)采用了

CSMA/CA机制,故延时也是必然存在的. 鉴于此,本

文同时研究网络时滞和通道噪声的问题.另外系统还

满足: 1)由于网络诱导时滞主要是因网络节点之间竞

争从而由其等待时间造成的[13],本文只考虑由等待时

间导致的网络时滞; 2)假设传感器是时间驱动,控制

器和执行器是事件驱动,传感器和执行器与对象放置

在一起.

结合以上假设,连续时间网络控制系统可表示为

以下数据采样系统:

系统模型⎧⎨⎩
𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑢𝑟(𝑡),

𝑢𝑟(𝑡) = 𝑛(𝑡) + 𝑢̄𝑠(𝑡𝑘), 𝑡𝑘 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑡𝑘+1.

𝑢̄𝑠(𝑡𝑘) = 𝑢𝑠(𝑡𝑘 − 𝜏𝑘),

(1)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛是系统状态; 𝑢𝑟(𝑡) ∈ 𝑹1既是通道

输出又是控制输入; 𝐴,𝐵是具有合适维数的常矩阵;

𝑛(𝑡) ∈ 𝑹1是稳态零均值高斯白噪声, 其能量谱密度

𝑆𝑛(𝜔) = Φ.

控制器

𝑢𝑠(𝑡) = 𝐾𝑥(𝑡). (2)

其中: 𝐾是待定的控制器增益, 𝑢𝑠(𝑡) ∈ 𝑹1是通道输

入.

信噪比受限的形式: 信号的能量一般定义为

∥𝑢𝑠(𝑡)∥pow = E{𝑢T
𝑠 (𝑡)𝑢𝑠(𝑡)}, 并设𝑆𝑢𝑠(𝜔)为𝑢𝑠(𝑡)的

能量谱密度.另外, 由于系统电子硬件设备的要求以

及防止各通信用户之间的相互干扰过大,一般要求通

道输入信号应满足以下能量限制[10]:

∥𝑢𝑠(𝑡)∥pow < 𝑃, (3)

其中𝑃 > 0是一个给定输入能量界限.

如果将式 (2)代入 (1),并进行变换 𝜏(𝑡) = 𝑡− 𝑡𝑘+

𝜏𝑘, 0 ⩽ 𝜏(𝑡) ⩽ 𝑇 + 𝜏𝑘 ⩽ 𝜏 ,其中𝑇 为采样周期,则有闭

环系统

𝑥̇(𝑡) =𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑛(𝑡) +𝐵𝑢𝑠(𝑡− 𝜏(𝑡)) =

𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑛(𝑡) +𝐵𝐾𝑥(𝑡− 𝜏(𝑡)). (4)

若假设闭环系统是渐近稳定的, 则信号𝑢𝑠(𝑡)的能量

谱密度可表示为[10]

𝑆𝑢𝑠(𝜔) = 𝑇 (j𝑤)𝑆𝑛(Ω)𝑇T(−j𝑤),

其中𝑇 (j𝑤)是𝑛(𝑡)与𝑢𝑠(𝑡)之间的闭环传递函数. 因

此,能量限制可表示为

𝑃 > ∥𝑢𝑠∥pow = ∥𝑇∥2𝐻2
Φ,

其中

∥𝑇∥𝐻2
=

( 1

2π

w ∞
−∞

𝑇 (j𝑤)𝑇 (−j𝑤)dΩ
)1/2

是系统 (4)的𝐻2性能. 则能量限制 (3)等价于以下信

噪比受限的形式:

∥𝑇∥2𝐻2
< 𝑃/Φ. (5)

由于本文关注的是单输入单输出通信通道,系统

(4)的𝐻2性能在此情形下等价于以下定义 1中的𝐿2-

𝐿∞性能,即能量到峰值性能[12].
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定定定义义义 1 1)连续时间网络控制系统 (1)在𝑛(𝑡) =

0时是渐近稳定的; 2) 假如给定 𝜏, 𝛾𝜏 , 在零初始条件

下对于所有非零𝑛(𝑡) ∈ 𝐿2[0,∞], 满足 ∥𝑢𝑠(𝑡)∥2𝐿∞ <

𝛾2
𝜏∥𝑛(𝑡)∥2𝐿2

, 则闭环系统 (4)是渐近稳定的且其𝐻2性

能为 𝛾𝜏 .

由定义 1及式 (5)可得

𝜌𝜏 < 𝑃/Φ, (6)

其中 𝜌𝜏 = 𝛾2
𝜏 . 于是可形成如下问题:

问题 1 使用LMI方法找到一个状态反馈控制

器增益𝐾, 使得连续时间网络控制系统 (1)镇定且其

𝐻2性能 𝛾𝜏满足限制 (6), 同时能够计算出 𝛾𝜏的最优

数值解.

定定定理理理 1 考虑连续时间网络控制系统 (1), 假如

𝐴有不同特征值 {𝑝𝑖 ∈ 𝑪+; 𝑖 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚}, 对于给定

的 𝜏 > 0,可以通过优化问题

𝜌∗𝜏 = min 𝜌𝜏 ,

s.t. (9) ∼ (11), (7)

得到 𝜌∗𝜏 ,并且问题 1是可解的当且仅当允许的信噪比

满足

𝑃/Φ > 𝜌∗𝜏 . (8)

证证证明明明 与文献 [10]一致但有所不同的是,这里要

证明的是条件 (7). 最小化 𝜌𝜏的问题实质上是𝐻2最

优控制问题.证明式 (7)即等价于证明以下问题:

对于给定的标量 𝛾𝜏 > 0, 𝜏 > 0,系统存在状态反

馈𝐻2控制律, 如果存在对称正定矩阵𝑃 , 𝑆, 𝑅̄, 𝑍和

矩阵 𝐾̄, 𝑀̄11, 𝑀̄12, 𝑀̄13, 𝑀̄14, 𝑀̄21, 𝑀̄22, 𝑀̄23, 𝑀̄24, 使

得以下LMIs成立:[
Ω1 Ω2

∗ Ω3

]
< 0, (9)[

−𝑍 𝐾̄

𝐾̄T −𝑃

]
< 0, (10)

Trace(𝑍) < 𝜌𝜏 . (11)

其中

Ω1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Ω11 Ω12 Ω13 Ω14

∗ Ω22 Ω23 Ω24

∗ ∗ Ω33 Ω34

∗ ∗ ∗ −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

Ω11 = 𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T + 𝑆 + 𝑀̄11 + 𝑀̄T
11,

Ω12 = 𝐵𝐾̄ + 𝑀̄21 − 𝑀̄11 + 𝑀̄T
12,

Ω13 = −𝑀̄21 + 𝑀̄T
13,Ω14 = 𝐵 + 𝑀̄T

14,

Ω22 = 𝑀̄22 + 𝑀̄T
22 − 𝑀̄12 − 𝑀̄T

12,

Ω23 = −𝑀̄22 + 𝑀̄T
23 − 𝑀̄T

13, Ω24 = −𝑀̄T
14 + 𝑀̄T

24,

Ω33 = −𝑆 − 𝑀̄23 − 𝑀̄T
23, Ω34 = −𝑀̄T

24,

Ω2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑃𝐴T 𝑀̄11 𝑀̄21

𝐾̄T𝐵T 𝑀̄12 𝑀̄22

0 𝑀̄13 𝑀̄23

𝐵T 𝑀̄14 𝑀̄24

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

Ω3 =

⎡⎢⎣ −1/𝜏𝑅̄ 0 0

0 1/𝜏𝑅̄− 2/𝜏𝑃 0

0 0 1/𝜏𝑅̄− 2/𝜏𝑃

⎤⎥⎦ .

选取Lyapunov-Krasovskii函数

𝑉 (𝑡) =𝑥T(𝑡)𝑃𝑥(𝑡) +
w 𝑡

𝑡−𝜏
𝑥T(𝑠)𝑆𝑥(𝑠)d𝑠+

w 0

−𝜏

w 0

𝛽
𝑥̇T(𝑡+ 𝑠)𝑅𝑥̇(𝑡+ 𝑠)d𝑠d𝛽,

并设

Λ1 = 𝜀T(𝑡)𝑀1

(
𝑥(𝑡)− 𝑥(𝑡− 𝜏(𝑡))−

w 𝑡

𝑡−𝜏(𝑡)
𝑥̇(𝑠)d𝑠

)
,

Λ2 =

𝜀T(𝑡)𝑀2

(
𝑥(𝑡− 𝜏(𝑡))− 𝑥(𝑡− 𝜏)−

w 𝑡−𝜏(𝑡)

𝑡−𝜏
𝑥̇(𝑠)d𝑠

)
,

𝜀T(𝑡) = [𝑥T(𝑡) 𝑥T(𝑡− 𝜏(𝑡)) 𝑥T(𝑡− 𝜏) 𝑛T(𝑡)],

其中𝑀1,𝑀2是合适维数的自由矩阵. 则当𝑛(𝑡) = 0

时, 采用自由矩阵方法和Newton-Leibniz公式, 很容

易证明定义 1中的条件 1).

另外设

𝐽𝜏 = 𝑉 (𝑡)−
w 𝑡

0
𝑛T(𝑠)𝑛(𝑠)d𝑠,

𝑀1 = [ 𝑀T
11

𝑀T
12

𝑀T
13

𝑀T
14

]T,

𝑀2 = [ 𝑀T
21

𝑀T
22

𝑀T
23

𝑀T
24

]T,

并且定义矩阵变量

𝑃−1 = 𝑃 , 𝑃−1𝑆𝑃−1 = 𝑆, 𝑃−1𝑀1𝑖𝑃
−1 = 𝑀̄1𝑖,

𝑀2𝑖𝑃
−1 = 𝑀̄2𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, 4,

𝐾𝑃−1 = 𝐾̄, 𝑅−1 = 𝑅̄.

使用 Schur补并根据定义 1便可证明结论. 2
下面通过一个例子[11]来验证以上结论.

例 1 假设系统 (1)中的对象参数取以下值:

𝐴 =

[
𝑝1 0

0 𝑝2

]
, 𝐵 =

[
1

1

]
,

𝑝𝑖 ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, 𝑖 = 1, 2, 𝑝1 ∕= 𝑝2.

另外取 𝜏 = 0.02. 通过求解优化问题 (7),可以得到表

1,其中 ∘表示 𝑝1 = 𝑝2的情形,不在本文计算范围.

当 𝑝𝑖 ∈ [1, 5], 𝑖 = 1, 2, 𝑝1 ∕= 𝑝2时, 可以分别得到

𝜏 = 0.02和 𝜏 = 0.05时的三维图,见图 2,它表示了系

统可镇定条件下不稳定极点、信噪比和网络时滞的关

系.从图 2中可以看到,网络时滞越大,使系统镇定所

需要的最小信噪比也越大.
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表 1 网络时滞情形系统极点与最小信噪比的关系𝝆∗
𝝉

𝑝1
𝑝2

1 2 3 4 5

1 ∘ 6.645 6 9.160 4 11.839 7 14.697 5

2 6.645 6 ∘ 11.929 4 14.841 7 17.955 8

3 9.160 4 11.929 4 ∘ 18.058 2 21.455 8

4 11.839 7 14.841 6 18.058 3 ∘ 25.222 7

5 14.697 5 17.955 8 21.455 8 25.222 8 ∘
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图 2 不稳定极点与信噪比的关系

需要说明的是,如果不考虑网络时滞,则问题可

简化为文献 [10]中定理 1所描述的情形,并且使用本

文方法可以得到表 2. 从表 2可以看出,系统镇定所需

要的最小信噪比等于对象不稳定极点的实部和的 2

倍,即 𝜌∗ = 2

𝑚∑
𝑖=1

Re{𝑝𝑖},这与文献 [10]是一致的.

表 2 无时滞情形不稳定极点与最小信噪比的关系𝝆∗

𝑝1
𝑝2 1 2 3 4 5

1 ∘ 6 8 10 12

2 6 ∘ 10 12 14

3 8 10 ∘ 14 16

4 10 12 14 ∘ 18

5 12 14 16 18 ∘

通过比较表 1和表 2对应数据可以看出,网络诱

导时滞使系统镇定所需要的最小信噪比有所增加,这

表明网络特性确实对通道信噪比特性具有一定影响.

另外, 选取 𝑝1 = 1, 𝑝2 = 2, 𝜏 = 0.02, 𝑥(0) =

[0.5 0.5]T和𝑃/Φ = 10 > 6.645 6, 可以得到图 3, 即

只考虑通道噪声 (点线)与同时考虑噪声和网络时滞

(实线)时系统镇定的状态曲线𝑥1(𝑡)和𝑥2(𝑡). 从图 3

中可以看出,状态响应曲线都趋于稳定, 这说明当同

时考虑噪声和网络时滞时,本文方法是可行的. 另外,

从图 3中还可以看到, 实线的超调量大于点线, 并且

进入稳态后也稍落后于点线,这说明网络延时对系统

镇定具有一定的影响.

0
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2 4 6 8 10

0.4
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图 3 满足信噪比要求的系统镇定状态响应曲线

3 离离离散散散时时时间间间网网网络络络控控控制制制系系系统统统

以上研究了较简单的时变网络特性,下面考虑具

有多传感器的网络环境. 对象的状态分别由多个传感

器测量, 网络时滞特性也更为复杂, 这样更加符合实

际.

考虑由两种网络构成的一类异构网络控制系统,

如图 4所示. 这样的结构具有很大的应用价值,因为

在一个实际网路控制系统 (NCS)中往往包含各种网

络通道, 并且在某些环境下, 有的网络受延时的影响

远大于噪声 (如 token-passing总线控制网络), 有的网

络受噪声的影响远大于延时 (如干扰较大、节点数较

少的无线网络). 图 4中: 𝑥1(𝑘), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛(𝑘)是来自𝑛个

传感器的信号; 𝑥1(𝑘− 𝑑1𝑘), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛(𝑘− 𝑑𝑛𝑘)是已通过

网络的信号,并且 𝑑1𝑘, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑𝑛𝑘是网络诱导时滞.
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图 4 一类异构网络控制系统

根据 token总线协议,有以下假设:

1) 𝑛个传感器和一个控制器是由 ℓ个逻辑节点构

成的网络的一部分,即𝑛 + 1 ⩽ ℓ. 执行器不包含在其

中.

2)输入输出数据触发方式采用循环触发方式,即

令牌在 ℓ个节点之间传递一遍为一个循环周期.

3) 第 𝑖个节点持有令牌时间为其最大持有时间

并设为 1,则其等待时间为 𝑖 − 1, 𝑖 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , ℓ,并且由
于每个循环周期形成的逻辑环都是随机的,导致每个

节点的等待时间也是随机的,但总在 [0, ℓ− 1]范围内.
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4)传感器和控制器均是时间驱动,并且其周期都

是ℎ;而执行器是事件驱动的.

系统对象模型为

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑑𝑥(𝑘) +𝐵𝑑𝑢𝑟(𝑘). (12)

其中: 𝑥(𝑘) ∈ 𝑹𝑛是系统状态, 𝑢𝑟(𝑘) ∈ 𝑹1既是通道输

出也是控制输入.

通道模型为

𝑢𝑟(𝑘) = 𝑛(𝑘) + 𝑢𝑠(𝑘). (13)

其中: 𝑛(𝑘) ∈ 𝑹1是稳态零均值高斯白噪声,其能量谱

密度𝑆𝑛(𝜔) = Φ.

信噪比受限的形式: 与连续时间相似,信号的能

量定义为 ∥𝑢𝑠(𝑘)∥pow = E{𝑢T
𝑠 (𝑘)𝑢𝑠(𝑘)}, 并设𝑆𝑢𝑠(𝜔)

是𝑢𝑠(𝑘)的能量谱密度.通道输入信号满足以下能量

限制:

∥𝑢𝑠(𝑘)∥pow < 𝑃. (14)

基于多通道网络时滞模型的控制器: 由于节点等

待时间是引起网络时滞的一个主要因素[13],本文只考

虑其作为网络诱导时滞,则控制器为

𝑢𝑠(𝑘) = 𝐾(𝑑1𝑘, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑𝑛𝑘)

⎡⎢⎢⎣
𝑥1(𝑘 − 𝑑1𝑘)

...

𝑥𝑛(𝑘 − 𝑑𝑛𝑘)

⎤⎥⎥⎦ , (15)

其中 𝑑𝑙𝑘 ∈ 𝑁𝑙 = {0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , ℓ − 1}. 𝑁𝑙是𝑛个Markov

链, 同时设在每个链中 𝑑𝑙𝑘从 𝑖𝑙到 𝑗𝑙的传递概率矩阵

为Π𝑙 = [𝜋𝑙
𝑖𝑙𝑗𝑙

]. 这里

𝜋𝑙
𝑖𝑙𝑗𝑙

= Pr(𝑑𝑙𝑘+1 = 𝑗𝑙∣𝑑𝑙𝑘 = 𝑖𝑙), (16)

且满足𝜋𝑙
𝑖𝑙𝑗𝑙

⩾ 0,

ℓ−1∑
𝑗𝑙=0

𝜋𝑙
𝑖𝑙𝑗𝑙

= 1, 𝑙 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 关于此多

通道网路时滞模型的详细介绍可参见文献 [5].

离散时间NCS模型: 在建立随机系统之前,首先

通过下式对式 (15)中的时滞界进行一个转换:

𝜈 =

{
ℎ, ℓ− 1 > ℎ;

ℓ− 1, ℓ− 1 ⩽ ℎ.
(17)

转换的目的是,下文将针对小于等于采样周期的随机

时滞来设计控制器,而大于采样周期的情形作为丢包,

利用存储在缓存中的上一个信息进行补偿.于是随机

时滞 0 ⩽ 𝑑𝑙𝑘 ⩽ ℓ−1变为 0 ⩽ 𝑑𝑙𝑘 ⩽ 𝜈, 𝑙 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 相

应的模式个数也由𝑁𝑙变为𝑁 ′
𝑙 , 𝑙 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

结合式 (17),离散时间系统 (12)增广为

𝜀(𝑘 + 1) = 𝐴𝜀(𝑘) + 𝐵̄𝑢𝑟(𝑘). (18)

其中: 𝜀(𝑘) = [𝑥1(𝑘) ⋅ ⋅ ⋅𝑥𝑛(𝑘), 𝑥1(𝑘 − 1) ⋅ ⋅ ⋅𝑥1(𝑘 − 𝜈),

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛(𝑘−1) ⋅ ⋅ ⋅𝑥𝑛(𝑘−𝜈)]T,并且初始条件是 𝜀(0) =

𝜀0, 𝑑10 ∕= 𝑑20 ∕= ⋅ ⋅ ⋅ ∕= 𝑑𝑛0. 另外

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐴𝑑 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0

𝑒1 𝐼1 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0

𝑒2 0 𝐼2 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

...
...

. . .
...

𝑒𝑛 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 𝐼𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝐵̄ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐵𝑑

0
...

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐼𝑙 =

[
0 0

𝐼 0

]
, 𝑒𝑙 =

[
𝑒𝑙

0

]
, 𝑒𝑙 = [0 ⋅ ⋅ ⋅ 1 ⋅ ⋅ ⋅ 0],

且 𝑒𝑙中第 𝑙列为 1. 考虑离散通道 (13)和控制器 (15),

设 𝑑𝑘 = (𝑑1𝑘, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑𝑛𝑘),可以得到随机系统
𝜀(𝑘 + 1) = (𝐴+ 𝐵̄𝐾(𝑑𝑘)𝐹 (𝑑𝑘))𝜀(𝑘) + 𝐵̄𝑛(𝑘), (19)

其中

𝐹 (𝑑𝑘) = [ 𝐹𝑑1𝑘
⋅ ⋅ ⋅ 𝐹𝑑𝑛𝑘

]T.

如果 𝑑𝑙𝑘 = 0,则𝐹𝑑𝑙𝑘
中的第 𝑑𝑙𝑘+ 𝑙列为 1,其他列为 0;

否则,第𝑛+(𝑙−1)𝜈+𝑑𝑙𝑘列为 1,其他列为 0, 𝑙 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑛. 若假设闭环系统是渐近稳定的,则信号𝑢𝑠(𝑘)的能

量谱密度可表示为[10]

𝑆𝑢𝑛
(𝜔) = ∣𝑇 (𝑧)∣2 𝑆𝑛(𝜔),

其中𝑇 (𝑧)(𝑧 = ej𝑤)是𝑛(𝑘)和𝑢𝑠(𝑘)之间的闭环传递

函数. 这样能量限制可表示为

𝑃 > ∥𝑢𝑠∥pow = ∥𝑇∥2𝐻2
Φ,

其中

∥𝑇∥𝐻2
=

( 1

2π

w π

−π

∣∣𝑇 (ej𝑤)∣∣2 d𝜔)1/2

.

从而能量限制 (14)形式上等价于 (5). 与连续情形相

似,有下列结论:

定定定义义义 2 1) 当𝑛(𝑘) = 0时, 离散时间NCS (18)

是均方稳定的; 2) 如果给定 𝛾𝑑, 在零初始条件下, 对

于所有非零𝑛(𝑘) ∈ 𝐿2[0,∞]和时滞模式 𝑑𝑙𝑘 = 𝑖 (𝑖 =

1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ′
𝑙 , 𝑙 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛), ∥𝑢𝑛(𝑘)∥2𝐿∞ < 𝛾2

𝑑∥𝑛(𝑘)∥2𝐿2
均

能满足, 则闭环系统 (19)是均方稳定的并具有𝐻2性

能 𝛾𝑑.

相似地,由定义 2和式 (5),有

𝜌𝑑 < 𝑃/Φ, (20)

其中 𝜌𝑑 = 𝛾2
𝑑 .

问题 2 利用LMI方法找到一组状态反馈控制

器增益𝐾(𝑑1𝑘, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑𝑛𝑘), 𝑑𝑙𝑘 = 𝑖, 𝑖 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ′
𝑙 , 𝑙 = 1,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 使得离散时间NCS (18)镇定且其𝐻2性能 𝜌𝑑

满足限制 (20),同时能够计算出 𝜌𝑑的最优数值解.

定定定理理理 2 考虑离散时间NCS (18), 如果𝐴𝑑具有

不同特征值 {𝑝𝑖 ∈ 𝑫̄𝐶 ; 𝑖 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , ℓ},则通过优化问题

𝜌∗𝑑 = min 𝜌𝑑,

s.t. (23) ∼ (25), (21)

可以求解出 𝜌∗𝑑,并且问题 2是可解的当且仅当允许的
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信噪比满足

𝑃/Φ > 𝜌∗𝑑. (22)

证证证明明明 显然,证明式 (21)等价于证明: 给定标量

𝛾𝑑 > 0, 离散时间NCS (18)存在状态反馈𝐻2控制律,

假如存在𝑃 (𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛) > 0, 𝑍𝑑 > 0以及𝐾(𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑖𝑛), 𝑖𝑙 ∈ 𝑁 ′

𝑙 , 𝑙 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,满足⎡⎢⎣ −𝑃 (𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛) 0 Ω1(𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛)
∗ −𝐼 Ω2(𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛)
∗ ∗ −Ω3(𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛)

⎤⎥⎦ < 0, (23)

[
−𝑍𝑑 𝐾(𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛)𝐹 (𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛)
∗ −𝑃 (𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛)

]
< 0, (24)

Trace(𝑍𝑑) < 𝜌𝑑. (25)

其中

Ω1(𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛) =
[(𝜋𝑛

𝑖𝑛0)
1
2 (𝐴+ 𝐵̄𝐾(𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛)𝐹 (𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛))T, ⋅ ⋅ ⋅ ,

(𝜋𝑛
𝑖𝑛𝜈)

1
2 (𝐴+ 𝐵̄𝐾(𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛)𝐹 (𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛))T],

Ω2(𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛) = [(𝜋𝑛
𝑖𝑛0)

1
2 𝐵̄T, ⋅ ⋅ ⋅ , (𝜋𝑛

𝑖𝑛𝜈)
1
2 𝐵̄T],

Ω3(𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛) = diag{𝑃−1(𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛−1, 0),

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃−1(𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛−1, 𝜈)},
𝑃 (𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛−1, 𝑗𝑛) =

𝜏∑
𝑗1=0

𝜋1
𝑖1𝑗1 ⋅ ⋅ ⋅

𝜏∑
𝑗𝑛−1=0

𝜋𝑛−1
𝑖𝑛−1𝑗𝑛−1

𝑃 (𝑗1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑗𝑛−1, 𝑗𝑛),

𝑗𝑛 = 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜈.
考虑函数

𝑉 (𝜀(𝑘), 𝑘) = 𝜀(𝑘)T𝑃 (𝑑1𝑘, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑𝑛𝑘)𝜀(𝑘), (26)

则有

E{Δ𝑉 (𝜀(𝑘), 𝑘)} = 𝜀(𝑘)T𝑀(𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛)𝜀(𝑘).
如果𝑀(𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛) < 0,则容易得到

E{Δ𝑉 (𝜀(𝑘), 𝑘)} ⩽

− 𝜆min(−𝑀(𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛))𝜀(𝑘)T𝜀(𝑘) ⩽
− 𝛾 ∥𝜀(𝑘)∥2 .

其中: 𝛾 = inf{𝜆min(−𝑀(𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛))}, 𝑖𝑙 ∈ [0, 𝑁 ′
𝑙 ],

𝑙 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,而

𝑀(𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛) =
𝜐∑

𝑗1=0

𝜋𝑖1𝑗1 ⋅ ⋅ ⋅
𝜐∑

𝑗𝑛=0

𝜋𝑖𝑛𝑗𝑛×

[(𝐴+ 𝐵̄𝐾(𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛)𝐹 (𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛)) 𝐵̄]T×
𝑃 (𝑗1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑗𝑛)×[
(𝐴+ 𝐵̄𝐾(𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛)𝐹 (𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛)) 𝐵̄

]−

[
𝑃 (𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛) 0

0 𝐼

]
.

再通过简单的变换,容易得到

E

{ ∞∑
𝑘=0

∥𝜀(𝑘)∥2
}

⩽ 1

𝛾
𝜀T0 𝑃 (𝑑10, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑𝑛0)𝜀0.

这样就证明了离散时间NCS (18)在𝑛(𝑘) = 0时是均

方稳定的. 另外,设

𝐽𝑑 = 𝑉 (𝑘)−
𝑘−1∑
𝑞=0

𝑛T(𝑞)𝑛(𝑞),

根据定义 2,闭环离散时间NCS (19)是均方稳定的且

具有𝐻2性能 𝛾𝑑, 同时可以通过优化问题 (21)得到系

统镇定需要的最小信噪比 𝜌∗𝑑. 2
同样,使用以下数值例子[14]验证上述结论.

例 2 离散时间系统对象 (12)的相应参数为

𝐴𝑑 =

[
𝑎 0.030 1

0.520 2 𝑎

]
, 𝐵𝑑 =

[
−0.000 1

−0.005 3

]
,

其中 𝑎 ∈ {1.007 8, 1.017 8, 1.027 8, 1.037 8, 1.047 8}. 容

易得到相应的不稳定极点

𝑝 ∈ {1.132 9, 1.142 9, 1.152 9, 1.162 9, 1.172 9}.
如果 ℓ = 3, 𝑛 = 2, 随机时滞选取 𝑑1𝑘 ∈ {0, 1}, 𝑑2𝑘 ∈
{0, 1, 2},并设其传递概率矩阵为

Π1 =

[
0.5 0.5

0.2 0.8

]
, Π2 =

⎡⎢⎣ 0.5 0.5 0

0.3 0.6 0.1

0.3 0.6 0.1

⎤⎥⎦ ,

求解优化问题 (21),便可得到表 3. 它反映了随机网络

诱导时滞对系统镇定所需要的最小信噪比有一个显

著的影响.

表 3 离散时间网络时滞情形系统

极点与最小信噪比的关系

𝑝 1.132 9 1.142 9 1.152 9 1.162 9 1.172 9

𝜌∗
𝑑 340.447 2 476.301 1 641.982 1 841.425 9 1 079.398 7

需要说明的是, 在设计过程中转移概率矩阵的

选取是一个关键因素, 它表征了某一具体网络的统

计特性. 另外, 如果不考虑网络特性, 则问题 2同样

可以简化为文献 [10]中离散时间状态反馈情形,并且

使用本文方法可以得到表 4. 显然表 4的数据与公式

𝜌∗ =
( 𝑚∏

𝑖=1

∣𝑝𝑖∣2
)
− 1是一致的.

表 4 离散时间无时滞情形不稳定

极点与最小信噪比的关系

𝑝 1.132 9 1.142 9 1.152 9 1.162 9 1.172 9

𝜌∗ 0.283 5 0.306 3 0.329 3 0.352 4 0.375 8

另外选取 𝑎 = 1.007 8, 𝑃/Φ = 400 > 340.447 2,

𝑥0 = [0.5 0.5]T,可以得到图 5,它给出了只考虑通道
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噪声 (点线)与同时考虑噪声和网络时滞 (实线)的系

统镇定状态曲线𝑥1(𝑘)和𝑥2(𝑘). 从图 5中可以看出,

状态响应曲线都趋于稳定, 即点线代表渐近稳定, 实

线代表均方稳定. 这说明当同时考虑噪声和随机网络

时滞时,本文方法是可行的. 另外,从图 5中还可以看

到, 实线的超调量大于点线,并且是均方意义上的稳

定,这说明随机网络延时对系统镇定具有较大的影响.

0 200 400 600 800

k

0

0.5

1

-0.5

-1

x
k(
)

x k1( )

x k2( )

图 5 满足信噪比要求的系统镇定状态响应曲线

4 结结结 论论论

本文使用LMI方法研究了在信噪比受限通道上

的网络控制系统镇定问题. LMI方法可有效地结合

Lyapunov稳定理论和凸优化方法分析问题,并方便地

进行数值计算和仿真. 另外设计了一类新的异构网络

控制系统架构, 其中使用多Markov链刻画的网络随

机时滞更符合实际.但本文所研究的通信特性只是单

通道情形, 而在网络控制中大多是多通道方式, 因此

关于较复杂的多通道信噪比约束问题有待于进一步

研究.
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