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摘 要: 传统制导律多基于常速运动假设,与实际情形并不一致,往往无法提供满意的性能.对此,基于微分对策理

论,提出一种适用于变速拦截情形的有界控制非线性制导律.将对策双方的速度变化直接考虑到非线性相对运动关

系中,并通过适当选取的状态变量进行线性化,从而设计制导律,同时考虑可执行性,并将其转化为原系统非线性状

态变量的表达形式. 仿真结果表明,该制导律可实现目标的有效拦截,对拦截导弹机动性能要求不高且便于执行.
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Abstract: Based on constant-speed assumption of interception missile and target, the traditional guidance laws can not

provide satisfactory homing performance beause of the time-varying of flight speeds and maximum maneuverabilities in

the actual scenarios. Therefore, a nonlinear bounded-control differential game guidance law in variable-speed interception

scenario is presented based on differential game theory. The two-sided speed-variations are considered as an integral part of

the engagement model, and the original system is linearized by means of proper choiced states for guidance law derivation.

For the implementation, it is expressed in terms of the original nonlinear system state variables by transformation. The

simulation results show that this guidance law is easy to implement, and can realize the interception of target effectively and

requires low maneuverability.
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1 引引引 言言言

常值飞行速度假设为传统的制导律设计所广泛

采用, 例如比例导引,当拦截导弹和目标速度大小变

化不大时, 都具有较好的寻的性能,当拦截导弹或目

标进行较大的加速或减速时,其性能往往会受到很大

影响,特别是对于现代高速灵活机动目标拦截而言.

文献 [1]将经过精确估计的待飞时间代入基于线

性化分析所得到的最优制导律中,以应对导弹变速问

题.由于该方法未将导弹速度变化考虑到制导律的设

计中,其应用受到一定的限制. [2]采用一种不同的方

法, 假设拦截导弹速度变化是已知的, 制导导弹飞向

瞬时碰撞点, 与比例导引相比,该方法要求较小的横

向加速度. [3]中对制导律的设计一开始就考虑了拦

截导弹速度的变化, 推导了一种闭环最优制导律,该

制导律具有时变制导增益,但该方法未考虑目标速度

的变动和机动性. [4]基于线性化的弹目相对运动关

系,给出一种时变模型有界控制微分对策制导律,该

制导律在非线性情形下的有效性需进一步验证. 本文

将对策双方的速度变化直接考虑到非线性相对运动

关系中,给出一种适用于变速拦截情形的有界控制非

线性微分对策制导律.

2 问问问题题题描描描述述述及及及建建建模模模

制导末端的弹目相对运动关系如图 1所示, 𝑍轴

沿初始视线方向,下标𝑃 和𝐸分别对应拦截导弹和目
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图 1 平面弹目相对运动关系

标的相关状态, 𝑦表示拦截导弹和目标相对于初始视

线方向的位移, 𝑞为视线角.

由图 1可知,拦截导弹和目标相对运动关系可表

示为

𝑦 = 𝑦𝐸 − 𝑦𝑃 , (1)

𝑦̇ = 𝑉𝐸 sin 𝛾𝐸 − 𝑉𝑃 sin 𝛾𝑃 . (2)

由式 (2)可得

𝑦 = 𝑎𝐸𝑉 (𝑡) sin 𝛾𝐸 − 𝑎𝑃𝑉 (𝑡) sin 𝛾𝑃 + 𝑢𝐸𝑐 − 𝑢𝑃𝑐. (3)

其中

𝑎𝑖𝑉 (𝑡) = 𝑉̇𝑖(𝑡), 𝑖 = 𝑃,𝐸, (4)

为拦截导弹和目标速度大小的变化; 𝑢𝑃𝑐和𝑢𝐸𝑐为二

者在初始视线法向上的横向加速度分量. 定义状态变

量𝑥 = [𝑦 𝑦̇ sin 𝛾𝑇 sin 𝛾𝑀 ]T,则线性化的系统状态方

程可表示为

𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵𝑃 (𝑡)𝑢𝑃𝑐 +𝐵𝐸(𝑡)𝑢𝐸𝑐. (5)

其中

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0 0

0 0 𝑎𝐸𝑉 (𝑡) −𝑎𝑃𝑉 (𝑡)

0 0 0 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐵𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0

−1

0

1/𝑉𝑃 (𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐵𝐸 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0

1

1/𝑉𝐸(𝑡)

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

结合式 (4)可得

𝑉𝑖 = 𝑉𝑖0 + 𝑎𝑖𝑉 𝑡 = 𝑉𝑖𝑓 − 𝑎𝑖𝑉 𝑡go, 𝑖 = 𝑃,𝐸. (6)

其中: 𝑉𝑃0, 𝑉𝐸0分别为拦截导弹和目标的初始速度;

𝑉𝑃𝑓 , 𝑉𝐸𝑓为二者的末端速度.

3 有有有界界界控控控制制制微微微分分分对对对策策策制制制导导导律律律

3.1 制制制导导导律律律推推推导导导

近年来, 微分对策理论在飞行器姿态控制[5]、威

胁规避[6]、火力分配[7]、目标拦截[8]等方面得到了较

广泛的研究.在目标拦截中,由于目标的独立性,其机

动策略一般是无法预测的,因此将拦截情形定义为最

优控制问题并不合适[9]. 而对于微分对策双边优化问

题而言, 双方都是独立控制的, 一方要求性能指标的

最大化, 而另一方要求性能指标的最小化, 因此相比

较而言更为合理. 假设拦截导弹和目标是机动有界

的,即

∣𝑢𝑖𝑐(𝑡)∣ ⩽ 𝑈𝑖(𝑡), 𝑖 = 𝑃,𝐸. (7)

定义性能指标为

𝐽 = ∣𝑍(𝑡)∣ . (8)

其中: 𝑍(𝑡)表示零效脱靶量, 即: 对于该双边优化问

题,对应于拦截导弹和目标,由给定的时间 𝑡起不施加

任何控制,以该瞬时参数飞行直至命中,由式 (5)可得,

所产生的脱靶量为

𝑍(𝑡) = 𝐷Φ(𝑡𝑓 , 𝑡)𝑥(𝑡). (9)

其中: 𝐷 = [1 0 0 0]; Φ(𝑡𝑓 , 𝑡)为系统 (5)的状态转移矩

阵, 𝑡𝑓为末端时刻.对式 (9)两边求导,并代入式 (5)可

得

𝑍̇(𝑡) = 𝐷Φ(𝑡𝑓 , 𝑡)𝐵𝑃𝑢𝑃𝑐 +𝐷Φ(𝑡𝑓 , 𝑡)𝐵𝐸𝑢𝐸𝑐. (10)

原系统被转化为以零效脱靶量作为变量的标量形式.

基于式 (10),构建哈密顿函数

𝐻 = 𝜆(𝐷Φ(𝑡𝑓 , 𝑡)𝐵𝑃𝑢𝑃𝑐 +𝐷Φ(𝑡𝑓 , 𝑡)𝐵𝐸𝑢𝐸𝑐), (11)

其中𝜆为待定的拉格朗日乘子. 进一步,由协态方程

和横截条件可得

𝜆(𝑡) = sign(𝑍(𝑡)). (12)

因此,由上述条件可得到拦截导弹和目标的最优拦截

或规避策略为

𝑢∗
𝑃𝑐 = min

𝑢𝑃𝑐

𝐻 = −𝑈𝑃 sign(𝐷Φ(𝑡𝑓 , 𝑡)𝐵𝑃𝑍(𝑡)), (13)

𝑢∗
𝐸𝑐 = max

𝑢𝐸𝑐

𝐻 = 𝑈𝐸sign(𝐷Φ(𝑡𝑓 , 𝑡)𝐵𝐸𝑍(𝑡)). (14)

制导律式 (13)可适用于拦截导弹和目标为任意

变速的情形.由式 (13)和 (14)可得需要求解𝑍(𝑡)的显

式表达式.对式 (5)所对应的齐次方程进行逆向求解

可得

𝑥4(𝑡) = 𝑥4(𝑡0), (15)

𝑥3(𝑡) = 𝑥3(𝑡0), (16)

𝑥2(𝑡) = 𝑥2(𝑡0) + 𝑥3(𝑡0)𝐼𝐸(𝑡, 𝑡0)− 𝑥4(𝑡0)𝐼𝑃 (𝑡, 𝑡0),

(17)

𝑥1(𝑡) = 𝑥1(𝑡0) + 𝑥2(𝑡0)(𝑡− 𝑡0)+

𝑥3(𝑡0)𝐼𝐼𝐸(𝑡, 𝑡0)− 𝑥4(𝑡0)𝐼𝐼𝑃 (𝑡, 𝑡0). (18)

其中

𝐼𝑖(𝑡, 𝑡0) =
w 𝑡

𝑡0
𝑎𝑖𝑉 (𝜏)d𝜏, 𝑖 = 𝑃,𝐸; (19)

𝐼𝐼𝑖(𝑡, 𝑡0) =
w 𝑡

𝑡0
𝐼𝑖(𝑡, 𝜏)d𝜏 , 𝑖 = 𝑃,𝐸. (20)

则𝑍(𝑡)可表示为

𝑍(𝑡) =𝑥1(𝑡) + 𝑥2(𝑡)𝑡go+

𝑥3(𝑡)𝐼𝐼𝐸(𝑡𝑓 , 𝑡)− 𝑥4(𝑡)𝐼𝐼𝑃 (𝑡𝑓 , 𝑡). (21)
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3.2 对对对策策策空空空间间间分分分析析析

主要针对大气层内机动战术弹道导弹 (TBM)的

末端拦截进行微分对策制导律的设计.在末端拦截情

形下, 对策双方 (包括TBM和拦截导弹)随着高度的

变化,其速度和机动性能界都是时变的. 对策双方典

型的速度分布曲线[10]如图 2所示.
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图 2 对策双方末端典型速度分布

从图 2中可以看出, 二者速度都近似满足线性

关系,目标速度变化不大,而拦截导弹为保持较为稳

定的末端机动性能,其速度近似单调增加, 因此可假

设 𝑎𝑃𝑉 和 𝑎𝐸𝑉 为常值.拦截导弹的机动性能界𝑈𝑃 变

化较小[10],而目标的机动性能界𝑈𝐸(𝑡)一般很难测量

或估计,采用较为保守的设计方法,取

𝑈𝐸 = sup
𝑡
{𝑢𝐸𝑐(𝑡)}, (22)

以目标最大的机动性能进行制导律的设计.基于上述

假设,由式 (9)可得

𝑍(𝑡) = 𝑥1 + 𝑡go𝑥2 + 𝑎𝐸𝑉 𝑡
2
go𝑥4/2− 𝑎𝑃𝑉 𝑡

2
go𝑥3/2.

(23)

且式 (13)和 (14)可进一步表示为

𝑢∗
𝑖𝑐 = 𝑈𝑖sign(𝑍(𝑡)), 𝑖 = 𝑃,𝐸. (24)

对式 (23)两边求导可得

𝑍̇(𝑡) =(𝑡go + 𝑎𝐸𝑉 𝑡
2
go

/
(2𝑉𝐸))𝑢𝐸𝑐−

(𝑡go + 𝑎𝑃𝑉 𝑡
2
go

/
(2𝑉𝑃 ))𝑢𝑃𝑐. (25)

将其代入式 (24)可得

𝑍̇(𝑡) = Γ (𝑡𝑓 , 𝑡)sign(𝑍(𝑡)), (26)

其中

Γ (𝑡𝑓 , 𝑡) =𝑡2go(𝑎𝐸𝑉 /𝑉𝐸 − 𝑎𝑃𝑉 /𝑉𝑃 )/2+

(𝑈𝐸 − 𝑈𝑃 )𝑡go. (27)

式 (26)所对应的对策空间如图 3所示,分解为两

个区域: 𝐷1和𝐷0. 由式 (26)可得, 区域𝐷1内对策值

满足

∣𝑍(𝑡)∣ ⩾ 𝑡2go𝑈𝐸(𝜇− 𝜇𝑓(𝜀𝑃 ) + 𝑓(𝜀𝐸)− 1)/2. (28)

其中

𝜇 = 𝑈𝑃 /𝑈𝐸 ; (29)

𝑓(𝜀) = (𝜀+ 𝜀2
/
2 + ln(1− 𝜀))

/
𝜀2; (30)

𝜀𝑖 = 𝑎𝑖𝑉 𝑡go/𝑉𝑖𝑓=𝑎𝑖𝑉 𝑡go/(𝑉𝑖0 + 𝑎𝑖𝑡go),

𝑖 = 𝑃,𝐸. (31)

该决策值与初始条件相关,因此制导律 (24)是最优的.

当初始条件位于𝐷0内时,导弹拦截策略是任意的,其

弹道或者保持在𝐷0内,对策值随飞行时间趋于零,或

者到达边界,对策值沿着边界滑向原点.
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图 3 对策空间分解

当拦截导弹初始条件位于𝐷0内时,选取制导策

略为

𝑢∗
𝑃𝑐 = 𝑁𝑍(𝑡)

/
𝑡2go. (32)

求解𝑁值使得制导律 (32)在边界上满足式 (24),从而

使位于两种区域内的制导策略保持一致,可以得到

𝑁(𝑡) =
2𝜇

𝜇− 𝜇𝑓(𝜀𝑃 ) + 𝑓(𝜀𝐸)− 1
. (33)

因此, 在整个对策空间内,拦截导弹制导策略可表示

为

𝑢∗
𝑃𝑐 = 𝑈𝑃 sat

( 𝑁(𝑡)

𝑈𝑃 𝑡2go
𝑍(𝑡)

)
, (34)

其中 sat()为饱和函数.

在常速拦截情形下,有

𝑁 ′ = lim
𝑎𝑃𝑉 →0
𝑎𝐸𝑉 →0

𝑁(𝑡) = 2𝜇/(𝜇− 1). (35)

3.3 可可可执执执行行行性性性转转转化化化

上文通过定义适当的状态变量,对原系统进行了

线性化, 从而进行制导律的设计,考虑制导律的可执

行性,需将其还原为非线性系统状态变量的表达形式,

如视线角速度.结合图1,有

𝑧 = 𝑧𝐸 − 𝑧𝑃 , (36)

𝑧̇ = 𝑉𝐸 cos 𝛾𝐸 − 𝑉𝑃 cos 𝛾𝑃 . (37)

基于小角度假设,有

cos 𝛾𝑖 ∼= cos 𝛾𝑖0, 𝑖 = 𝑃,𝐸. (38)

结合式 (37)和 (38),经相关运算可得

𝑧 = 𝑉𝑐𝑡go + 𝑎𝑝𝑉 𝑡
2
go

/
2− 𝑎𝑒𝑉 𝑡

2
go

/
2. (39)

其中

𝑎𝑝𝑉 = 𝑎𝑃𝑉 cos 𝛾𝑃0, 𝑎𝑒𝑉 = 𝑎𝐸𝑉 cos 𝛾𝐸0,

𝑉𝑐 = −𝑧̇ = −(𝑉𝐸0 − 𝑉𝑃0 + (𝑎𝑒𝑉 − 𝑎𝑝𝑉 )𝑡). (40)
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对

tan 𝑞 = 𝑦/𝑧 (41)

两边求导可得

𝑞
/
cos2𝑞 = (𝑦̇𝑧 − 𝑧̇𝑦)

/
𝑧2 =

((𝑦 + 𝑦̇𝑡go)𝜅+ 𝑦𝑡go(𝑎𝑒𝑉 − 𝑎𝑝𝑉 )/2)
/
(𝜅2𝑡2go) =

(𝑦 + 𝑦̇𝑡go)
/
(𝜅𝑡2go) + 𝑦(𝑎𝑒𝑉 − 𝑎𝑝𝑉 )

/
(2𝜅2𝑡go), (42)

其中

𝜅 = 𝑉𝑐 + 𝑡go(𝑎𝑝𝑉 − 𝑎𝑒𝑉 )/2. (43)

式 (42)可进一步转化为

(𝑦 + 𝑦̇𝑡go)
/
𝑡2go = 𝜅𝑞

/
cos2𝑞 + tan 𝑞(𝑎𝑝𝑉 − 𝑎𝑒𝑉 )/2.

(44)

由式 (23)可得

𝑍(𝑡) =𝑡2go((𝑦 + 𝑦̇𝑡go)
/
𝑡2go+

𝑎𝐸𝑉 sin 𝛾𝑇 /2− 𝑎𝑃𝑉 sin 𝛾𝑀/2). (45)

将其代入式 (44),可进一步表示为

𝑍(𝑡) =
𝑡2go

2cos2𝑞
[(2𝑉𝑐 + 𝑎𝑃𝑉 cos 𝛾𝑃−

𝑎𝐸𝑉 cos 𝛾𝐸)𝑞 + sin(𝛾𝐸 − 𝑞) cos 𝑞𝑎𝐸𝑉 −
sin(𝛾𝑃 − 𝑞) cos 𝑞𝑎𝑃𝑉 ]. (46)

结合图 1和式 (3), 拦截导弹在垂直于速度方向

上的加速度可表示为

𝑎∗𝑃 = 𝑢∗
𝑃𝑐/cos 𝛾𝑃 . (47)

式 (47)与 (34)和 (46)构成了所设计的变速导弹有界

控制非线性微分对策制导律,表示为DGL-V.

当假设拦截导弹和目标为常速飞行时,制导律可

表示为

𝑢∗
𝑃𝑐 = 𝑈𝑃 sat

( 𝑁 ′

𝑈𝑃 cos2𝑞
𝑉 ′

𝑐𝑞
)
, (48)

其中𝑉 ′
𝑐 = 𝑉𝑃0 − 𝑉𝐸0. 该制导律表示为DGL-C.

4 仿仿仿真真真结结结果果果及及及分分分析析析

主要针对拦截导弹与目标二维非线性质心相对

运动模型进行了仿真研究. 与基于常速飞行假设的

制导律DGL-C进行性能比较, 以实现对所给出的变

速导弹非线性微分对策制导律DGL-V的验证. 假设

制导末端拦截导弹和TBM的初始位置分别为 (𝑥𝑃0 =

0m, 𝑦𝑃0 = 0m)和 (𝑥𝐸0 = 9km, 𝑦𝐸0 = 12 km), 初始

航迹角为 70∘和 220∘, 𝑎𝑃𝑉 = 250m/s2, 𝑎𝐸𝑉 = −50

m/s2, 𝑉𝑃0 = 2350m/s, 𝑉𝐸0 = 2600m/s, 𝑈𝑃 = 20 𝑔.

假设TBM具有机动能力, 且为具有一次时间切换的

“bang-bang”类型[11],机动命令切换时间为 1.5 s, 𝑈𝐸

= 10𝑔.

图 4为采用制导律DGL-V和DGL-C进行机动

目标拦截的飞行弹道. 从图中可以看出, DGL-V可以

实现目标的有效拦截,而DGL-C则远离碰撞点,其效
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图 4 拦截导弹和目标飞行弹道
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图 5 拦截导弹和目标相对运动距离

果也可由图 5所示的二者相对运动距离得到.

图 6为拦截导弹加速度变化曲线. 由图 6可知,

所给出的制导律DGL-V并不要求拦截导弹具有较强

的机动性,其弹道保持在𝐷0内,脱靶量随飞行时间趋

于零.
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图 6 导弹加速度

拦截导弹视线角速度变化曲线如图 7所示,对于

变速情形而言,末端视线角速度并不趋于零.
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图 7 视线角速度

图 8为拦截导弹采用制导律DGL-V在不同初始

前置角 𝜃(𝜃 = 𝛾𝑃0 − 𝑞0)下进行目标拦截的弹道. 从图

中可以看出,在经过一段时间的调整后, 拦截导弹弹

道趋于平滑,径直飞向瞬时碰撞点.
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图 8 导弹不同前置角情形下的目标拦截弹道

5 结结结 论论论

本文基于非线性相对运动分析,给出了一种适用

于变速拦截情形的有界控制微分对策制导律.将对策

双方的速度变化直接考虑到非线性相对运动关系中,

通过适当选取的状态变量,对非线性系统进行线性化,

从而进行制导律的推导,同时考虑到制导律的可执行

性,并将其转化为原系统非线性状态变量的表达形式.

仿真结果表明, 该制导律可实现目标的有效拦截, 使

导弹趋于直线飞向瞬时碰撞点,同时也便于执行.
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