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摘 要: 在多无人机 (UAV)协同定位地面固定辐射源的应用环境中,为了提高多机基于时差的定位精度,提出一种

改进的基于约束总体最小二乘 (CTLS)的时差定位方法和一种基于结构总体最小范数 (STLN)的时差定位方法. 证明

了这两种方法具有相同的定位精度,但STLN方法的计算性能优于改进的CTLS方法. 仿真结果表明,所提出的方法

具有较高的定位精度,受观测点定位误差影响更小.
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Active location algorithm for multi-UAVs using time difference of arrival
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Abstract: When a formation of unmanned aerial vehicles(UAV) is used to localize a fixed target on the ground using time

difference of arrival, in order to improve the localization accuracy, an improved method based on the constrained total least

squares(CTLS) and a method based on the structured total least norm(STLN) are proposed. Both methods are proved to have

the same positioning accuracy, but the computational performance of STLN method is superior to CTLS method. Simulation

results show that the proposed methods have high accuracy in position estimation.
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1 引引引 言言言

无人机 (UAV)具有低成本、零伤亡、发射简单快

捷等诸多优势,备受各国军方的青睐. 多架UAV搭载

多个传感器共同执行对某区域内目标侦察和打击任

务是未来无人作战的一种主要形式. UAV协同打击高

价值目标可分为两个阶段: 第 1阶段为目标锁定阶段,

在定位方法上主要采用基于辐射源入射角 (AOA)的

方法[1-3],但其定位精度不高;第 2个阶段为UAV战斗

准备阶段,为了提高打击精度必须采用精度更高的定

位方法, 同时要兼顾UAV机群的隐蔽性, 因此第 2阶

段主要采用一发多收的定位体制确定目标的坐标,即

一个雷达载机照射目标,多个接收机载机 (下称观测

点)接收目标反射的雷达回波信号,利用回波到达各

个接收机的时间差 (TDOA)即可实现目标的定位. 本

文主要讨论UAV编队第 2阶段的定位方法.

文献 [4]提出两步加权最小二乘 (WLS)的时差

定位方法, 在TDOA测量误差较小时其定位精度较

高,但当观测点坐标测量存在误差或TDOA测量误差

较大时,其定位性能急剧下降. [5]提出了基于非独立

同分布 (IID)结构的总体最小二乘 (TLS)平衡算法,其

目的是解决线性定位方程中系数矩阵和数据向量的

误差为非 IID的定位问题.但为了得到较高的定位精

度,该方法需要将协方差矩阵中非主对角线上的元素

近似为零, 这种近似其实是忽略了定位方程系数矩

阵扰动误差和数据向量扰动误差的相关性, 因此该

方法得到的不是线性定位方程的最优解. [6]提出基

于约束总体最小二乘 (CTLS)的固定观测站TDOA定

位方法, 该方法认为在观测点坐标测量精度较高时,

观测站的坐标误差可忽略, 在此条件下该定位方法

定位精度较高. 尽管上述 3种方法在固定观测点对空

目标定位中有较好的定位性能, 但在UAV编队协同

定位地面目标的应用环境中, UAV所携带的惯性导

航设备 (INS)系统或GPS定位系统定位精度不高,因

此UAV自定标的误差不能忽略. 在基于时差的定位
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系统中,观测站自身的定位误差将对定位结果产生很

大的影响[7]. 为了提高多机定位精度,本文提出一种

改进的基于CTLS的TDOA定位方法和一种新的基

于STLN的TDOA定位方法. 在上述两种方法求解的

基础上,利用目标坐标和雷达载机与目标之间距离值

的约束关系, 根据估计误差最小准则建立约束方程,

通过求解该约束方程能进一步提高目标定位的性能.

2 问问问题题题描描描述述述

设目标所在的位置为𝑿𝑡 = [𝑥𝑡 𝑦𝑡 𝑧𝑡]
T, 为提高

UAV机群的生存能力, UAV编队采用𝑇/𝑅 − 𝑅𝑛的时

差定位体制,即雷达载机利用所携带的雷达设备照射

目标,雷达载机及多个接收设备接收目标反射的雷达

回波.在此定位体制中, 雷达载机一般距离接收机载

机较远. 设雷达载机的位置坐标为𝑺𝑟 = [𝑥𝑟 𝑦𝑟 𝑧𝑟]
T,

各接收机载机的位置为𝑺𝑖 = [𝑥𝑖 𝑦𝑖 𝑧𝑗 ]
T, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑁 ,

其中𝑁为接收机数量. 各机的坐标可通过机载 INS

或GPS设备获得, 令接收机载机到目标的距离为𝑅𝑖

= ∥𝑺𝑖 −𝑿𝑡∥,雷达载机到目标的距离为𝑅𝑟 = ∥𝑺𝑟 −
𝑿𝑡∥, 各机到大地坐标原点的距离为 𝑑𝑗 = ∥𝑺𝑗∥, 𝑗 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑟. 则雷达与各个观测点之间的距离为

𝑅𝑖𝑟 = 𝑐×Δ𝑇𝑖𝑟 = 𝑅𝑖 −𝑅𝑟. (1)

其中: 𝑐为光速, Δ𝑇𝑖𝑟为雷达回波到达雷达和第 𝑖个观

测点的时间差. 根据距离表达式有

𝑅2
𝑖 −𝑅2

𝑟 = ∥𝑺𝑖 −𝑿𝑡∥2 − ∥𝑺𝑟 −𝑿𝑡∥2 =

𝑑2𝑖 − 𝑑2𝑟 − 2(𝑺𝑖 − 𝑺𝑟)𝑿𝑡. (2)

由式 (1)和 (2)可得

𝑅𝑖𝑟𝑅𝑟 + (𝑺𝑖 − 𝑺𝑟)
T𝑿𝑡 =

1

2
(𝑑2𝑖 − 𝑑2𝑟 −𝑅2

𝑖𝑟). (3)

将式 (3)写为矩阵形式可得

𝑨0𝑿 = 𝒃0. (4)

其中

𝑨0 =

⎡⎢⎢⎣
𝑥1 − 𝑥𝑟 𝑦1 − 𝑦𝑟 𝑧1 − 𝑧𝑟 𝑅1𝑟

...
...

...
...

𝑥𝑁 − 𝑥𝑟 𝑦𝑁 − 𝑦𝑟 𝑧𝑁 − 𝑧𝑟 𝑅𝑁𝑟

⎤⎥⎥⎦ ,

𝑿 = [𝑿𝑡 𝑅𝑟]
T, 𝒃0 =

1

2

⎡⎢⎢⎣
𝑑22 − 𝑑21 −𝑅2

1𝑟

...

𝑑2𝑁 − 𝑑21 −𝑅2
𝑁𝑟

⎤⎥⎥⎦ .

UAV本机自定标和基于时差的距离测量均带有误差,

因此时差定位方程 (3)中系数矩阵和数量矩阵中均带

有扰动误差. 系数矩阵𝑨的扰动矩阵为

Δ𝑨 =⎡⎢⎢⎣
Δ𝑥1 −Δ𝑥𝑟 Δ𝑦1 −Δ𝑦𝑟 Δ𝑧1 −Δ𝑧𝑟 𝜀1𝑟

...
...

...
...

Δ𝑥𝑁 −Δ𝑥𝑟 Δ𝑦𝑁 −Δ𝑦𝑟 Δ𝑧𝑁 −Δ𝑧𝑟 𝜀𝑁𝑟

⎤⎥⎥⎦ . (5)

数据向量 𝒃的扰动向量为

Δ𝒃 = Δ𝒃1 −Δ𝒃2 −Δ𝒃3. (6)

其中

Δ𝒃1 =

⎡⎢⎢⎣
𝑑1(Δ𝑥1 +Δ𝑦1 +Δ𝑧1)

...

𝑑𝑁 (Δ𝑥𝑁 +Δ𝑦𝑁 +Δ𝑧𝑁 )

⎤⎥⎥⎦ ,

Δ𝒃2 =

⎡⎢⎢⎣
𝑑𝑟(Δ𝑥𝑟 +Δ𝑦𝑟 +Δ𝑧𝑟)

...

𝑑𝑟(Δ𝑥𝑟 +Δ𝑦𝑟 +Δ𝑧𝑟)

⎤⎥⎥⎦ ,

Δ𝒃3 =

⎡⎢⎢⎣
𝑟1𝑟𝜀1𝑟

...

𝑟𝑁𝑟𝜀𝑁𝑟

⎤⎥⎥⎦ .

则式 (4)可写为

(𝑨−Δ𝑨)𝑿 = (𝒃−Δ𝒃), (7)

其中𝑨, 𝒃为测量值.

3 观观观测测测点点点坐坐坐标标标测测测量量量误误误差差差对对对定定定位位位方方方法法法性性性能能能的的的
影影影响响响

推推推论论论 1 当观测点存在测量误差时,文献 [4]方

法的定位性能变差.

证证证明明明 设时差测量噪声均服从𝑁 ∼ (0, 𝜎2)分布,

且相互独立,则时差测量噪声互相关矩阵为

𝑸 = cov(𝒏) = 𝜎2𝑰. (8)

文献 [4]仅考虑只有时差误差存在的情况, 设系数项

的误差为Δ𝑨𝑎(Δ𝑨𝑎仅有最后一列有值, 其余项为

零),数据项的扰动误差为Δ𝑩𝑎,则多个观测点的时差

定位误差为

Δ𝑿chan1 =

(𝑨T
𝑜𝑸

−1
1 𝑨𝑜)

−1𝑨T
𝑜𝑸

−1
1 (Δ𝑩𝑎 −Δ𝑨𝑎𝑿𝑜)

−1, (9)

E[Δ𝑿chan1Δ𝑿T
chan1] ≈ (𝑨T

𝑜𝑸
−1
1 𝑨𝑜). (10)

其中: 𝑨𝑜为时差定位方程系数矩阵的真实值, 𝑸1为

时差测量误差的协方差矩阵. 在文献 [4]方法中第 1

步估计是认为目标坐标与目标到观测点 1之间的距

离 𝑟1是不相关的. 因此E[Δ𝑿chanΔ𝑿T
chan]对角线上

的元素即为各个参量的估计方差. 则各参数估计的方

差可写为

Δ1−𝑗𝑗 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑞1−𝑖𝑖𝑎
−2
𝑗𝑖 . (11)

其中: 𝑗 ∈ [1, 4], 𝑞1−𝑖𝑖为𝑸1对角线上的元素, 𝑎𝑗𝑖为

𝑨𝑜中的元素.

当考虑到观测点和雷达载机自定标误差时,则有{
Δ𝑨 = Δ𝑨𝑥 +Δ𝑨𝑎,

Δ𝑩 = Δ𝑩𝑥 +Δ𝑩𝑎.
(12)
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此时定位误差方差为⎧⎨⎩Δ𝑿chan2 = (𝑨T
𝑜𝑸

−1𝑨𝑜)
−1𝑨T

𝑜𝑸
−1
2 Δ𝑾 ,

E[Δ𝑿chan2Δ𝑿T
chan2] ≈ (𝑨T

𝑜𝑸
−1
2 𝑨𝑜)

−1.
(13)

令

Δ𝑾 = (Δ𝑩𝑥 +Δ𝑩𝑎)− (Δ𝑨𝑥 +Δ𝑨𝑎)𝑿𝑜,

且𝑸2 = E[Δ𝑾Δ𝑾 T]. 由于𝑸1, 𝑸2皆为对角矩阵,

且各测量误差相互独立, 当引入新的误差项后, 必然

存在𝑸2对角线上的元素大于𝑸1相应位置上的元素,

即 𝑞2−𝑖𝑗 > 𝑞1−𝑖𝑗 . 其中 𝑞2−𝑖𝑖为𝑸2对角线上的元素,

且有

Δ2−𝑗𝑗 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑞2−𝑖𝑖𝑎
−2
𝑗𝑖 . (14)

由于𝑨T
𝑜是不变的,且 𝑞2−𝑖𝑗 > 𝑞1−𝑖𝑗 ,有

Δ2−𝑗𝑗 > Δ1−𝑗𝑗 . (15)

因此引入载机自定标误差后, 文献 [4]方法的定位精

度下降. 2
推推推论论论 2 在考虑观测点坐标测量误差的条件下,

文献 [6]方法定位精度受观测点坐标测量误差的影

响,且随着坐标测量误差变化,其定位精度随之变化.

证证证明明明 由文献 [6]可知,在假设观测点固定不动,

且坐标测量没有误差的情况下,定位误差的方差为

E[Δ𝑿Δ𝑿T] = 𝜎2(𝑫T (𝑮𝐺T)−1
𝑫)−1. (16)

其中: 各个参数的定义见文献 [6], 𝑮为未考虑坐标测

量误差条件下的误差矩阵,且有

𝑮 = 𝑟1𝑮1 −𝑮2. (17)

这里: 𝑮1为定位方程系数矩阵项的扰动误差; 𝑮2为

定位方程数据向量的扰动误差. 当观测点测量误差不

能忽略时,有

𝑮 = 𝑮𝑎 + 𝑟1𝑮1 −𝑮2. (18)

这里: 𝑮𝑎 = 𝑥0𝑮𝑎1 + 𝑦0𝑮𝑎2 + 𝑧0𝑮𝑎3, 𝑥0, 𝑦0, 𝑧0为目

标的真实坐标, 𝑮𝑎1, 𝑮𝑎2, 𝑮𝑎3为数据矩阵中观测

站𝑥, 𝑦, 𝑧方向上的测量误差系数矩阵. 将其代入式

(16),则有

E[Δ𝜃Δ𝜃T] = 𝜎2(𝑫T𝑮
′
𝑫)−1, (19)

其中

𝑮
′
= (𝑮𝑎𝑮

T + 2𝑮𝑎𝑮
T +𝑮𝐺T)−1. (20)

由推论 1可知, 在观测点坐标测量误差较大时, 文献

[4]方法定位精度受观测点坐标测量误差的影响, 且

随着坐标测量误差变化,其定位精度随之变化. 2
由上述两个推论可知,在多机协同定位地面固定

目标的应用环境中, 观测点的自定标误差较大,利用

传统的定位方法其定位精度较差. 为了提高定位精

度,有必要提出一种考虑观测点坐标测量误差的时差

定位方法.

4 两两两种种种无无无人人人机机机群群群的的的TDOA定定定位位位方方方法法法
下面将针对文献 [6]方法提出改进, 同时提出一

种新的基于 STLN的时差定位方法.

4.1 改改改进进进的的的约约约束束束总总总体体体最最最小小小二二二乘乘乘方方方程程程时时时差差差定定定位位位方方方法法法

由式 (5), (6)可知,误差的增广矩阵为

Δ𝑪 = [Δ𝑨
...Δ𝒃],

设系统测量误差向量为

𝒖𝑖 = [Δ𝑥𝑖 Δ𝑦𝑖 Δ𝑧𝑖]
T, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑟;

𝜺 = [𝜀1𝑟 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜀𝑁𝑟]
T, 𝒖 = [𝒖𝑟 𝒖1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝒖𝑁 𝜺]T.

设

𝒆1 = [1 0 0], 𝒆2 = [0 1 0],

𝒆3 = [0 0 1], 𝑰1 = [1 1 1].

则有

𝑭1 =

⎡⎢⎢⎣
−𝒆1 01×𝑁 ⋅ ⋅ ⋅ 01×𝑁

...
. . . . . .

...

−𝒆1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝒆1 01×𝑁

⎤⎥⎥⎦ ,

𝑭2 =

⎡⎢⎢⎣
−𝒆1 𝒆2 01×𝑁 ⋅ ⋅ ⋅ 01×𝑁

...
. . . . . . . . .

...

−𝒆1 ⋅ ⋅ ⋅ −𝒆1 𝒆2 01×𝑁

⎤⎥⎥⎦ ,

𝑭3 =

⎡⎢⎢⎣
−𝒆1 𝒆3 01×𝑁 ⋅ ⋅ ⋅ 01×𝑁

...
. . . . . . . . .

...

−𝒆1 ⋅ ⋅ ⋅ −𝒆1 𝒆3 01×𝑁

⎤⎥⎥⎦ ,

𝑭4 = [[0]𝑁×((𝑁+1)×3)

... 𝑰𝑁×𝑁 ], 𝑭5 = [𝑭
′
5

... 𝑭
′′
5

... 𝑭
′′′
5 ].

其中

𝑭
′
5 = −𝑑𝑟[𝑰1 𝑰1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑰1]

T,

𝑭
′′
5 = diag(𝑑1𝑰1 𝑑2𝑰1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑑𝑁𝑰1),

𝑭
′′′
5 = diag(𝑟1𝑟 𝑟2𝑟 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑟𝑁𝑟).

则系数项扰动和数据项扰动可表示为

Δ𝑨 =[𝑭1𝒖 𝑭2𝒖 𝑭3𝒖 𝑭4𝒖], Δ𝒃 =[𝑭5𝒖], (21)

由文献 [8],问题 (7)可转化为如下无约束最优化

问题:

min
𝒖,𝒙𝑡

∥𝒖∥F ;

s.t. (𝑨−Δ𝑨)𝑿𝑡 = 𝒃−Δ𝒃,

Δ𝒄 = [Δ𝑨 Δ𝒃] =

[𝑭1𝒖,𝑭2𝒖,𝑭3𝒖,𝑭4𝒖,𝑭5𝒖]. (22)

式 (7)可写为

𝑨𝑿 − 𝒃 = Δ𝑨𝑿 −Δ𝒃 = 𝑴𝑼 , (23)

其中

𝑴 =
( 4∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑭𝑖 − 𝑭5

)
. (24)
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由于矩阵𝑴是行满秩的, 矩阵 (𝑴𝑀T)是Hermit矩

阵,其右逆存在,则有

𝑼 = 𝑴T(𝑴𝑴T)−1(𝑨𝑿 − 𝒃). (25)

因此,问题 (7)可转换为

min
𝒖

(𝑨𝑿 − 𝒃)T(𝑴𝑾𝑴T)−1(𝑨𝑿 − 𝒃). (26)

本文设𝑾 = 𝑰 , 式 (26)的性能指标函数是一个

非线性方程, 对于该方程没有闭合解, 对于无条件

约束的非线性多参数方程可利用牛顿法、共轭梯度

法、拟牛顿法等多种方法求解. 牛顿法尽管收敛速度

快,但计算Hessian矩阵的逆很困难,同时该方法受初

始点的影响较大,计算开销较大.当目标函数为一般

函数时, 共轭梯度法不一定能在有限步到达最优解.

拟牛顿法用不包含二阶导数的矩阵近似牛顿法中的

Hessian矩阵的逆, 因此在计算中不需要考虑Hessian

矩阵正定的问题.本文利用基于BFGS公式的拟牛顿

法求解式 (26)的优化问题.由拟牛顿法可得

𝑿𝑗+1= 𝑋𝑗 − 𝜆𝑗𝑯
BFGS
𝑗 ∇𝑭 (𝑿𝑗), (27)

且有

𝑯BFGS
𝑗 ≈ ∇2𝑭 (𝑿𝑗)

−1. (28)

定定定义义义 1 向量Ψ𝑚×1, 𝜸𝑛×1, Γ = ∂Ψ/∂𝜸, Γ为

𝑛×𝑚矩阵, 𝑏𝑖,𝑗为矩阵Γ的元素,且有

𝑏𝑖,𝑗 = ∂Ψ 𝑗,1/∂Υ𝑖,1. (29)

根据式 (29)确定的矩阵求导定义,可得

∂𝐹 (𝑿)/∂𝑥𝑖 = 2𝜺𝑖𝑯
T𝑷 − 2𝑷 T𝑭𝑖𝑴

T𝑷 ,

𝑖 = 1, 2, 3, 4. (30)

其中: 𝜺1 = [1 0 0 0], 𝜺2 = [0 1 0 0], 𝜺3 = [0 0 1 0],

𝜺4 = [0 0 0 1], 𝑷 = (𝑴𝑴T)−1(𝑨𝑿 − 𝒃),则有

∇𝑭 (𝑿) =
[∂𝐹 (𝑿)

∂𝑥1
;

∂𝐹 (𝑿)

∂𝑥2
;

∂𝐹 (𝑿)

∂𝑥3
;

∂𝐹 (𝑿)

∂𝑥4

]
.

(31)

无约束最优化问题的初始解为𝑿0 = 𝑿̂𝑙𝑠.

4.2 基基基于于于结结结构构构总总总体体体最最最小小小二二二乘乘乘范范范数数数的的的多多多机机机时时时差差差定定定位位位

方方方法法法

由于在基于CTLS问题的迭代求解过程中,需要

计算矩阵的逆,随着观测点数量的增加其计算量急剧

增大,为了提高定位算法的计算效率,本文需要寻找

一种计算量较小的定位方法. 基于以上思想,本节将

引入结构总体最小范数方法求解时差定位问题.

引入结构总体最小二乘范数问题的定义[9]: 设

超定线性方程组的系数矩阵为𝑬, 系数项扰动矩阵

为Δ𝑬, 𝛼 ∈ 𝑅𝑞×1为Δ𝑬中的各个扰动项组成的扰

动向量; 线性方程的数据向量为 𝒒, 𝛽 ∈ 𝑅𝑑×1为系

数矩阵中非𝛼中的元素组成的数据项扰动向量. 则

STLN问题为

min
𝛼,𝛽,𝑿

𝛼T𝑫𝛼𝛼+ 𝛽T𝑫𝛽𝛽,

s.t. 𝑬𝑿 +𝑿𝐸𝛼 = 𝒒 + 𝑷1𝛼+ 𝑷2𝛽. (32)

将方程 (7)两侧的扰动项写成独立的两个部分, 即作

用于系数矩阵的扰动向量𝛼和单独作用于数据向量

的扰动向量 𝛽,则问题 (7)的优化目标函数可写为

min
𝛼,𝛽,𝑿

𝛼T𝑫2
𝛼𝛼+ 𝛽T𝑫2

𝛽𝛽,

s.t. 𝑨𝑿𝑡 +𝑿𝐸𝛼 = 𝒃+ 𝑷1𝛼+ 𝑷2𝛽. (33)

其中𝑿𝐸𝛼 = −Δ𝑨𝑿𝑡Δ𝒃 = −(𝑷1𝛼 + 𝑷2𝛽). 由此可

知问题 (7)可转化为典型的 STLN问题.

文献 [9]对 STLN问题的求解方法进行了详细讨

论.下面将结合基于时差的多机定位问题,给出具体

的迭代求解算法. 由观测方程 (7)可知, 系数矩阵扰

动项和数量矩阵扰动是由同一个扰动向量组成,即在

STLN问题中没有独立于噪声向量𝛼以外的噪声向

量存在,则在本文的定位模型中𝑷2 = 0, 𝛽为空集合.

STLN中各种具体参数如下:

𝛼𝑖 = [Δ𝑥𝑖 Δ𝑦𝑖 Δ𝑧𝑖]
T, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑟;

𝜺 = [𝜀1𝑟 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜀𝑁𝑟]
T,𝜶 = [𝜶𝑟 𝜶1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜶𝑁 𝜺]T.

设𝑿1 = [𝑿𝑡(1) 𝑿𝑡(2) 𝑿𝑡(3)], 𝑰 = [1 1 1], 则

有 ⎧⎨⎩
𝑿𝐸1 = [−𝑿1 −𝑿1 ⋅ ⋅ ⋅ −𝑿1]

T,

𝑿𝐸2 = diag(𝑿1 𝑿1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑿1),

𝑿𝐸3 = diag(𝑿𝑡(4) 𝑿𝑡(4) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑿𝑡(4));

(34)

⎧⎨⎩
𝑷

′
1 = −[𝑑𝑟𝑰 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑑𝑟𝑰]

T,

𝑷
′′
1 = diag(𝑑1𝑰 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑑1𝑰),

𝑷
′′′
1 = diag(𝑟1𝑟 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑟𝑁𝑟).

(35)

分别构建𝑿𝐸 , 𝑷1矩阵如下:⎧⎨⎩ 𝑿𝐸 = [𝑿𝐸1

... 𝑿𝐸2

... 𝑿𝐸3],

𝑷1 = [𝑷
′
1

... 𝑷
′′
1

... 𝑷
′′′
1 ].

(36)

因此,本文给出基于 STLN的时差定位方程的具体迭

代求解方法如下:

Step 1: 令𝛼 = 0, 𝑬 = 0, 求解问题 (7)的最小二

乘解𝑿𝑙𝑠,利用𝑿𝑙𝑠确定𝑿𝐸和 𝑟𝑗 = 𝒃−𝑨𝑿 𝑙𝑠;

Step 2: 求解

min
Δ𝑿,Δ𝛼

∥∥∥∥∥
[
𝑿𝐸 − 𝑷1 𝑨+𝑬

𝑫𝑎 0

][
Δ𝜶

Δ𝑿

]
+

[
−𝑟

𝑫𝑎𝜶

]∥∥∥∥∥
2

;

(37)

Step 3: 令𝑿𝑡 := 𝑿𝑡 +Δ𝑿 , 𝜶 := 𝜶+Δ𝜶;

Step 4: 通过𝜶, 𝑿𝑡构建𝑬和𝑿𝐸 ,并计算

𝑟 = 𝒃− (𝑨+𝑬)𝑿𝑡, (38)

设求解精度为𝜙, 若 ∥Δ𝑿𝑡∥ ⩽ 𝜙, ∥Δ𝜶∥ ⩽ 𝜙, 则计算

结束,否则返回Step 2.

由上述求解步骤可知,基于STLN方法的迭代求
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解过程中避免了对矩阵逆的运算,二者计算性能的比

较将在第 5节中给出.

4.3 二二二次次次约约约束束束求求求解解解

在上述两种算法的求解中,本文认为𝑿𝑡与𝑅𝑟相

互独立,但实际上𝑿𝑡与𝑅𝑟存在如下约束关系:[
𝑿̇𝑡

𝑅̇𝑟

]T

Σ

[
𝑿̇𝑡

𝑅̇𝑟

]
= 0. (39)

其中: Σ = diag(1, 1, 1,−1); 𝑅̇1, 𝑿̇𝑡为真实值.可利用

该约束关系近一步改进定位的性能.式 (3)的估计可

表示为 [
𝑿̂𝑡

𝑅̂𝑟

]
=

[
𝑿̇𝑡

𝑅̇𝑟

]
+

[
Δ𝑿𝑡

Δ𝑅𝑟

]
. (40)

其中: 𝑿̂𝑡, 𝑅̂𝑟为估计值; 𝑿̇𝑡, 𝑅̇𝑟为真实值. 基于估计

误差最小准则,可建立目标坐标𝑿𝑡和目标到雷达载

机距离𝑅𝑟之间有约束的非线性最优化问题
[11],即

min
Δ𝑟1,Δ𝑿𝑡

(∥𝜍Δ𝑅𝑟∥2 + ∥𝝎Δ𝑿𝑡∥2);

s.t. ∥𝑅̂𝑟 −Δ𝑅𝑟∥2 = ∥𝑿̂𝑡 −Δ𝑿𝑡∥2, 𝑧 > 0. (41)

其中: 𝜍为距离估计误差的权重系数; 设目标坐标

估计误差权重系数相等且为 𝑎, 𝝎 = diag(𝑎, 𝑎, 𝑎)为

[𝑥𝑡 𝑦𝑡 𝑧𝑡]误差的权重系数矩阵; 𝑧为目标高度.对于

上述有约束的最优化问题可利用Lagrange方法求解,

𝑧 > 0的约束可通过构造实松弛变量的方法处理. 取

一个实松弛变量𝑢构造相应的Lagrange函数,则有

𝐿(Δ𝑅𝑟,Δ𝑿𝑡, 𝜆1, 𝜆2, 𝑢) =(
∥Δ𝑅𝑟∥2 + ∥𝝎Δ𝑿𝑡∥2

)
+ 𝜆1

(
∥𝑅̂𝑟 −Δ𝑅𝑟∥2−

∥𝑿̂𝑡 −Δ𝑿𝑡∥2
)
+ 𝜆2

(
𝑧 − 𝑢2

)
. (42)

当𝜆2 = 0, 𝑢 ∕= 0时,问题 (42)的极小点与无 𝑧 > 0约

束条件的解是同一点,其解分别为

Δ𝑅𝑟 =
𝝎(1−

√
∥𝑅̂𝑟∥2/∥𝑿̂𝑡∥2)√

∥𝑅̂𝑟∥2/∥𝑿̂𝑡∥2(1 + 𝝎)
𝑅̂𝑟,

Δ𝑿𝑡 =

√
∥𝑅̂𝑟∥2/∥𝑿̂𝑡∥2 − 1

1 + 𝝎
𝑿̂𝑡,

则定位解为

𝑿𝑡 = 𝑿̂𝑡 −Δ𝑿𝑡. (43)

在定位过程中,若 𝑧 = 𝑿𝑡(3) < 0,则根据先验知识可

知目标高度不为负.为满足式 (41)的第 2项约束条件,

可令 𝑧 = 𝑿𝑡(3) = 𝑢2, 𝑢的取值可根据目标的先验知

识确定.

5 两两两种种种方方方法法法的的的性性性能能能分分分析析析

5.1 STLN与与与CTLS方方方法法法的的的定定定位位位误误误差差差分分分析析析

引引引理理理 1 基于时差的 STLN定位问题 (33)与基

于时差的CTLS问题 (23)定位精度相同.

证证证明明明 根据本文的应用环境,问题 (33)可写为

min
𝛼,𝛽,𝑿

𝛼T𝑫2
𝛼𝛼,

s.t. 𝑨𝑿𝑡 +𝑿𝐸𝛼 = 𝒃+ 𝑷1𝛼. (44)

利用Lagrange乘子法构建优化目标函数可得

𝐿(𝛼,𝑿𝑡, 𝜆) =

𝛼T𝑫2
𝛼𝛼+ 𝜆(𝒃+ 𝑷1𝛼−𝑨𝑿𝑡 −𝑿𝐸𝛼). (45)

分别对变量𝛼, 𝜆, 𝑿𝑡求导可得⎧⎨⎩
∂𝐿/∂𝛼 = 2𝑫2

𝛼𝛼− 𝜆(𝑿𝐸 − 𝑷1)
T = 0,

∂𝐿/∂𝑿𝑡 = −𝜆(𝑨−Δ𝑨)T = 0,

∂𝐿/∂𝜆 = 𝒃+ 𝑷1𝛼−𝑨𝑿𝑡 −𝑿𝐸𝛼 = 0.

(46)

则可分别求得𝛼和𝜆的值为⎧⎨⎩
𝛼 =

1

2
𝑫−2

𝛼 𝜆𝑪T
𝑠 ,

𝜆 = −2(𝑪𝑠𝑫
−2
𝛼 𝑪T

𝑠 )
−1[ 𝑨 𝒃 ]

[
𝑿𝑡

−1

]
,

(47)

其中

𝑪𝑠 = (𝑿𝐸 − 𝑷1). (48)

将式 (47)代入 (44),则优化问题的目标函数可写为

min
𝛼,𝑿

𝒚T[𝑨 𝒃]T[(𝑿̃𝐸 − 𝑷1)⋅

𝑫2
𝛼(𝑋̃𝐸 − 𝑃1)

T]−1[𝑨 𝒃]𝒚,

s.t. 𝑦(𝑛+ 1) = −1. (49)

其中

𝒚 = −𝑦(𝑛+ 1)[𝑿𝑡 −1]T,

𝑿̃𝐸 = −𝑦(𝑛+ 1)𝑿𝐸 ,

𝑷1 = −𝑦(𝑛+ 1)𝑷1,

因为𝛼是所有扰动项组成的扰动向量, 所以有𝛼 =

𝒖 = [Δ𝑨 Δ𝒃]. STLN问题中系数扰动矩阵和数据扰

动向量可分别表示为{
𝑷1𝛼 = 𝑭𝑛+1𝒖,

𝑿̃𝐸𝛼 = (𝑭1𝑥(1) + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑭𝑛𝑥(𝑛))𝒖.
(50)

由上式可知

(𝑿̃𝐸 − 𝑷1) =
( 𝑛∑
𝒊=1

𝑥𝒊𝑭𝒊 − 𝑭𝑛+1

)
. (51)

因为基于时差的CTLS定位问题 (22)与 STLN定

位问题 (33)的观测方程和优化目标函数相同,使其非

线性优化解相同,因此其定位误差相等. 2
由上述证明可知, 两种解法在定位精度上一致.

因此,求解任一方法的定位误差即可得出另一种定位

方法的定位误差,本文求解CTLS方法的单次定位误

差. 由 4.1节的推导过程可知, CTLS方法的性能指标

函数为

𝑓(𝑿) = (𝑨𝑋 −𝑩)T(𝑴𝑴T)−1(𝑨𝑿 −𝑩). (52)

未知向量𝑿在min ∥𝒖∥F条件下的最优估计为𝑿∗ =
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𝑿0 − Δ𝑿 . 其中: 𝑿0为真实值, Δ𝑿为误差项.则显

然存在

∂𝑓(𝑿)/∂𝑿∣𝑿=𝑿∗ = 0. (53)

将上式展开,忽略高阶项可得

Δ𝑿 = [𝑨T
0(𝑴𝑴T)−1𝑨0]

−1𝑨T
0(𝑴𝑴T)−1𝑴𝑢.

(54)

则有 {
E[Δ𝑿] = 0,

E[Δ𝑿Δ𝑿T] = 𝑫𝑡E[𝒖
T𝒖]𝑫T

𝑡 ,
(55)

其中

𝑫𝑡 = ((𝑨T
0(𝑴

T
𝑴 )−1𝑨0)

−1𝑨T
0(𝑴

T
𝑴 )−1𝑴). (56)

当各测量误差相互独立,且标准差为𝜎时,有

E[Δ𝑿Δ𝑿T] = (𝑨T
0(𝑴𝑴T)−1𝑨0)

−1𝜎2. (57)

5.2 STLN方方方法法法与与与CTLS方方方法法法的的的计计计算算算性性性能能能分分分析析析

CTLS方法和 STLN方法的求解主要是采用基于

Newton方法循环迭代求解非线性目标优化函数, 其

计算量主要体现在循环迭代中. 本文利用浮点操作数

(FLOPS)来表示算法的复杂度.设一次加法或乘法的

FLOPS为 1,对于两个大小分别为𝑚× 𝑛和𝑛× 𝑏的矩

阵相乘,其FLOPS为 (2𝑛− 1)𝑚𝑏. 本文设接收机的数

量为𝑁 ,雷达的数量为 1,则CTLS单次迭代的 FLOPS

数为 4𝑁3+𝑁2+9𝑁 −1, STLN单次迭代的 FLOPS数

为 40𝑁2 +104𝑁 +48. 由上述分析可知, CTLS方法和

STLN方法的计算复杂度分别为 𝑜(𝑁3)和 𝑜(𝑁2). 当

接收机数量较小时, CTLS方法的单次迭代计算性能

优于STLN方法的计算性能,随着接收机数量的增加,

STLN方法的单次迭代计算性能要优于CTLS方法.

6 仿仿仿真真真实实实验验验

仿真实验中距离单位均为 km, 设目标真实坐标

为𝑥𝑡 = [−150, 200, 0.02], UAV编队接收机载机数量

为 4, INS坐标测量误差和距离测量误差 (由时差测量

误差直接换算得出)均为高斯白噪声. 定义均方根误

差 (RMSE)如下:

RMSE =

√√√⎷ 1

𝑅mc

𝑅mc∑
𝑗=1

∥𝑋̂ −𝑋𝑡∥2
/
∥𝑋𝑡∥. (58)

其中: 𝑅mc为蒙特卡洛实验次数,本文𝑅mc = 10 000.

本文中改进的CTLS方法称为方法 1, STLN方法称为

方法 2.

UAV坐标如下：UAV1 = [20, 0, 3.25], UAV2 =

[0, 20, 3.5], UAV3 = [−20, 0, 3.75], UAV4 = [0,−20, 4],

雷达载机的坐标为𝑿𝑏 = [2, 10, 3.5], 观测站定位误

差标准差为𝜎𝜉 = 0.003,观测站距离测量误差标准差

由𝜎𝑒 = 0.001递增至𝜎𝑒 = 0.015 5,各种方法的定位性

能如图 1所示.

图 1可知,随着距离测量误差变大, 4种定位方法
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图 1 相同的距离测量误差对定位精度的影响

由的定位精度不断下降. 但方法 1和方法 2的性能明

显优化于文献 [4]方法, 且较文献 [6]方法有一定提

高. 其原因在于,由于观测点自身定位误差的引入导

致文献 [6]方法定位性能下降. 固定距离测量误差标

准差𝜎𝑒 = 0.02, 观测站定位误差由𝜎𝜉 = 0.001递增

至𝜎𝜉 = 0.007,各种方法的定位性能如图 2所示.
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图 2 不同的坐标测量误差对定位精度的影响

由图 2可知,随着观测站测量误差变大, 4种定位方法

的定位性能急剧下降,但方法 1和方法 2下降的幅度

较小, 其定位精度较文献 [4]方法和文献 [6]方法高.

仿真实验表明,本文所提的两种方法对观测机自定标

测量误差有较好的容忍性.

本文所用的仿真环境如下：CPU 1.6GHz, 内存

256MB,操作系统 linux-kernel-2.6.32-21. 不同的接收

机数量对 STLN方法和CTLS方法的计算性能影响如

表 1所示 (FLOPS经近似处理).

表 1 接收机数量对方法1和方法2计算性能的影响

算法 参数 𝑁 = 4 𝑁 = 5 𝑁 = 8 𝑁 = 7

方法 1
迭代次数 11.3 14.5 18.90 22.88

FLOPS 3 492 8 280 18 050 33 977

方法 2
迭代次数 2.0 2.0 2.30 2.70

FLOPS 2 208 3 136 4 858 7 387

由表 1可知, STLN迭代求解次数较少,且该方法

对观测点的数量不敏感. CTLS方法对观测点的数量

较敏感,随着观测点数量的增加其迭代计算量不断增

大. 由仿真实验结果可知, 方法 2的计算性能明显优

于方法 1.

7 结结结 论论论

本文主要研究了空基多平台协同对地面固定

目标定位问题. 根据UAV自定标测量误差较大的特
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点, 对已有的基于固定观测点的CTLS定位方法进

行改进,同时针对CTLS方法计算量大的特点提出一

种基于 STLN的时差定位方法. 仿真实验表明, 改进

的CTLS方法和 STLN方法对时差测量误差和UAV

自定标误差具有较好的容忍性, 且定位精度较传统

方法有所提高,尤其当UAV自定标误差较大时,本文

所提出的两种方法定位性能较好.同时, 仿真结果表

明STLN方法比CTLS方法具有更好的计算性能.
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