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摘 要: 针对一类非线性非高斯系统的滤波问题, 在分析均差滤波算法和高斯和滤波算法的基础上, 提出一种基于

均差滤波的高斯和滤波算法, 适于处理非线性非高斯系统的滤波问题. 对于似然密度位于条件转移概率密度拖尾处

的情况, 与传统的粒子滤波算法相比, 所提算法能提高滤波的精度和实时性. 仿真实验验证了新算法的有效性.
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Abstract: Based on analyzing divided difference filter(DDF) and Gaussian sum filter(GSF), a GSF-based DDF algorithm

is developed for nonlinear dynamic state space(DSS) models with non-Gaussian noise, which is suitable for the filtering

problem of nonlinear/non-Gaussian systems. When the likelihood function appeares at the tail of the transfer probability

density, the proposed algorithm can improve the precision of nonlinear/non-Gaussian filtering compared with the traditional

particle filter(PF). Experiments show that the proposed method works well in the filtering for DSS models with non-Gaussian

noise.
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1 引引引 言言言

滤波问题广泛存在于自动控制、信号处理、金融

统计、导航、目标跟踪、信息融合、故障检测等领域,

在过去的半个世纪中得到了较为深入的研究. 其基本

方法是通过含有噪声的观测值来递推估计系统的未

知状态, 这种方法中的系统模型被称为动态状态空间

模型 (DSSM). 根据贝叶斯统计理论, 后验密度包含了

状态变量的全部统计信息, 因此, 滤波问题可转变为

在每次获得新的量测值后, 如何根据现有的全部量测

信息递推地估计状态变量的后验密度.

当DSSM是线性的且与之相关的噪声满足高斯

分布时, 卡尔曼滤波算法 (KF)[1]是贝叶斯递推估计问

题的最优解. 当DSSM变为非线性非高斯时, 最优滤

波便失去了吸引力, 因此需要寻找新的次优滤波算法

来替代KF. 非线性非高斯滤波算法大致可分为两类:

一类是将后验密度视为高斯分布的局部逼近方法.

例如文献 [1]中提到的利用一阶或二阶Taylor级数展

开的扩展卡尔曼滤波算法 (EKF); [2-3]提到的应用无

味变换 (UT)的无味卡尔曼滤波算法 (UKF); [4-6]提

到的利用 Stiring内插公式的均差滤波算法 (DDF);

[7]提到的利用Gauss-Hermite积分的Gauss-Hermite

滤波算法 (GHQ-KF)等. 由于这些算法都假定后验密

度为高斯分布, 它们又被称为高斯滤波器. 另一类是

直接对后验密度进行分析的全局逼近方法. 例如 [8-

10]提到的综合Monte Carlo数值积分理论和序贯重

要性采样 (SIS)重采样思想的粒子滤波算法 (PF); [11]

提到的用一簇高斯分布之和来近似逼近后验密度的

高斯和滤波算法 (GSF)等. 因为概率密度函数 (PDF)
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通常维数高且不对称, 用高斯分布来逼近后验密度会

产生较大误差, 所以局部逼近方法不精确甚至会发

散; 而全局逼近方法精度高, 但需要较大的计算量, 尤

其是粒子滤波.

针对非线性非高斯滤波算法中局部逼近方法精

度低而全局逼近方法中粒子滤波算法计算量大, 并且

当似然密度位于先验转移密度的尾部时粒子滤波估

计不精确的问题, 本文提出一种基于DDF的高斯和

滤波算法, 用一簇高斯分布之和来逼近后验密度, 对

每一个高斯分量分别采用DDF算法进行时间更新和

量测更新; 针对高斯和滤波算法中高斯分量数目呈指

数增长的问题, 给出了一种简单的减少分量的方法,

在减小计算量的同时保证估计精度.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑如下非线性非高斯的离散DSSM系统:

𝒙𝑘 = 𝑓(𝒙𝑘−1) + 𝒗𝑘, (1)

𝒛𝑘 = 𝑔(𝒙𝑘) +𝒘𝑘. (2)

其中: 𝒙𝑘,𝒛𝑘, 𝒗𝑘,𝒘𝑘 分别为𝑛维状态向量, 𝑞维观测向

量, 𝑛维非高斯过程噪声以及 𝑞维非高斯观测噪声;

𝑓(⋅)和 𝑔(⋅)分别为已知的非线性状态函数和观测函

数. 不失一般性, 假设 𝒗𝑘, 𝒘𝑘 和𝒙𝑘 相互独立, 且𝒗𝑘,

𝒘𝑘 和初始状态𝒙0 的概率密度函数 (PDF)均已知.

滤波的目的是利用已知的观测量𝒁𝑘 = {𝒛1, 𝒛2,
⋅ ⋅ ⋅ , 𝒛𝑘}来求解后验密度 𝑝(𝒙𝑘∣𝒁𝑘), 从而求得 𝑘时刻

对𝒙𝑘 的估计值

𝒙̂𝑘∣𝑘 = 𝐸[𝒙𝑘∣𝒁𝑘] =
w
𝒙𝑘𝑝(𝒙𝑘∣𝒁𝑘)d𝒙𝑘, (3)

其估计误差协方差

𝑷𝑘∣𝑘 =
w
(𝒙𝑘 − 𝒙̂𝑘∣𝑘)(𝒙𝑘 − 𝒙̂𝑘∣𝑘)T𝑝(𝒙𝑘∣𝒛𝑘)d𝒙𝑘. (4)

根据贝叶斯理论, 假设𝒙𝑘 服从一阶Markov过程

且量测序列𝒁𝑘 之间相互独立, 则有如下结论:

𝑝(𝒙𝑘∣𝒁𝑘−1) =w
𝑝(𝒙𝑘∣𝒙𝑘−1)𝑝(𝒙𝑘−1∣𝒁𝑘−1)d𝒙𝑘−1, (5)

𝑝(𝒙𝑘∣𝒁𝑘) = 𝑐𝑘𝑝(𝒙𝑘∣𝒁𝑘−1)𝑝(𝒛𝑘∣𝒙𝑘), (6)

𝑐𝑘 = 𝑝(𝒛𝑘∣𝒁𝑘−1)
−1 =( w

𝑝(𝒛𝑘∣𝒙𝑘)𝑝(𝒙𝑘∣𝒁𝑘−1)d𝑥𝑘

)−1

. (7)

其中: 式 (5)被称为时间更新, 式 (6)被称为量测更新,

𝑐𝑘 为归一化常数.

在DSSM为非线性但噪声服从高斯分布的情况

下, 文献 [4]提出了一种利用差分思想的一阶次优滤

波算法, 该算法与UKF有相似的估计形式, 但精度略

低于UKF. 在文献 [4]的基础上, [5-6]提出了二阶均

差滤波算法, 其主要思想是用斯特林内插公式取代

Taylor级数, 对非线性状态过程和量测过程在条

件均值邻域内展开并截取一阶项和二阶项. 与EKF相

比, 该算法无需计算 Jacobian矩阵且具有更高的估计

精度; 而与UKF相比, 只需使用一个参数ℎ, 算法较为

简单.

首先给出二阶斯特林内插公式, 即

𝒚 = 𝑔(𝒙) = 𝑔(𝑺𝑥𝝃) ≜ 𝑔(𝝃) ≈

𝑔(𝝃) +

𝑛∑
𝑙=1

Δ𝜉𝑙
𝑔(𝝃 + ℎ𝒆𝑙)− 𝑔(𝝃 − ℎ𝒆𝑙)

2ℎ
+

𝑛∑
𝑙=1

Δ𝜉2𝑙
𝑔(𝝃 + ℎ𝒆𝑙) + 𝑔(𝝃 − ℎ𝒆𝑙)− 2𝑔(𝝃)

2ℎ2
. (8)

其中: 𝝃 = 𝑺−1
𝑥 𝒙, 𝑺𝑥 满足𝑷𝑥 = 𝑺𝑥𝑺

T
𝑥 , 𝑷𝑥 为对𝒙估计

值的方差; 𝒆𝑙 为单位矩阵的第 𝑙列; 𝝃为对 𝝃的估计值;

Δ𝜉𝑙 为Δ𝝃 = 𝝃 − 𝝃的第 𝑙个元素; ℎ为差分步长, 在高

斯假设下, ℎ的最佳选择是
√
3[6].

记 𝒙̂𝑘+1∣𝑘 为利用前一时刻滤波估计值 𝒙̂𝑘∣𝑘 对

𝒙𝑘+1 所作的一步预测, 其估计误差协方差记为

𝑷𝑘+1∣𝑘. 在二阶斯特林内插公式的基础上, 给出DDF

的详细算法[12].

1) 时间更新

𝒙̂𝑘+1∣𝑘 =
ℎ2 − 𝑛

ℎ2
𝑓(𝒙̂𝑘∣𝑘) +

1

2ℎ2

𝑛∑
𝑙=1

𝒂𝑘,𝑙, (9)

其估计误差协方差为

𝑷𝑘+1∣𝑘 =
1

4ℎ2

𝑛∑
𝑙=1

𝒃𝑘,𝑙𝒃
T
𝑘,𝑙 +

ℎ2 − 1

4ℎ4
×

𝑛∑
𝑙=1

[𝒂𝑘,𝑙 − 2𝑓(𝒙̂𝑘∣𝑘)][𝒂𝑘,𝑙 − 2𝑓(𝒙̂𝑘∣𝑘)]T.

(10)

其中

𝒂𝑘,𝑙 =

𝑓
(
𝒙̂𝑘∣𝑘 + ℎ

(√
𝑷𝑘∣𝑘

)
𝑙

)
+ 𝑓

(
𝒙̂𝑘∣𝑘 − ℎ

(√
𝑷𝑘∣𝑘

)
𝑙

)
,

𝒃𝑘,𝑙 =

𝑓
(
𝒙̂𝑘∣𝑘 + ℎ

(√
𝑷𝑘∣𝑘

)
𝑙

)
− 𝑓

(
𝒙̂𝑘∣𝑘 − ℎ

(√
𝑷𝑘∣𝑘

)
𝑙

)
,

(𝑴)𝑙 表示矩阵𝑴 的第 𝑙列.

2) 量测更新

记 𝒛𝑘+1∣𝑘 为利用估计值 𝒙̂𝑘+1∣𝑘 对 𝒛𝑘+1 所作预

测, 其估计误差协方差记为𝑷𝑧,𝑘+1∣𝑘, 则有

𝒛𝑘+1∣𝑘 =
ℎ2 − 𝑛

ℎ2
𝑔(𝒙̂𝑘+1∣𝑘) +

1

2ℎ2

𝑛∑
𝑙=1

𝒄𝑘+1,𝑙, (11)

𝑷𝑧,𝑘+1∣𝑘 =

1

4ℎ2

𝑛∑
𝑙=1

𝒅𝑘+1,𝑙𝒅
T
𝑘+1,𝑙 +

ℎ2 − 1

4ℎ4
×
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𝑛∑
𝑙=1

[𝒄𝑘+1,𝑙 − 2𝑔(𝒙̂𝑘+1∣𝑘)][𝒄𝑘+1,𝑙 − 2𝑔(𝒙̂𝑘+1∣𝑘)]T. (12)

𝒛𝑘+1∣𝑘 与 𝒙̂𝑘+1∣𝑘 的估计误差协方差为

𝑷𝑥𝑧,𝑘+1∣𝑘 =
1

2ℎ

𝑛∑
𝑙=1

(√
𝑷𝑘+1∣𝑘

)
𝑙
𝒅T
𝑘+1,𝑙. (13)

其中

𝒄𝑘+1,𝑙 = 𝑔
(
𝒙̂𝑘+1∣𝑘 + ℎ

(√
𝑷𝑘+1∣𝑘

)
𝑙

)
+

𝑔
(
𝒙̂𝑘+1∣𝑘 − ℎ

(√
𝑷𝑘+1∣𝑘

)
𝑙

)
,

𝒅𝑘+1,𝑙 = 𝑔
(
𝒙̂𝑘+1∣𝑘 + ℎ

(√
𝑷𝑘+1∣𝑘

)
𝑙

)
−

𝑔
(
𝒙̂𝑘+1∣𝑘 − ℎ

(√
𝑷𝑘+1∣𝑘

)
𝑙

)
.

因此, 得到 𝑘 + 1时刻对𝒙𝑘+1 的估计值及其估计误差

协方差为

𝒙̂𝑘+1∣𝑘+1 = 𝒙̂𝑘+1∣𝑘 +𝑲𝑘+1(𝒛𝑘+1 − 𝒛𝑘+1∣𝑘),

𝑷𝑘+1∣𝑘+1 = 𝑷𝑘+1∣𝑘 −𝑲𝑘+1𝑷𝑧,𝑘+1∣𝑘𝑲T
𝑘+1,

𝑲𝑘+1 = 𝑷𝑥𝑧,𝑘+1∣𝑘(𝑷𝑧,𝑘+1∣𝑘)−1.

3 主主主要要要结结结论论论

由于DDF是一种高斯滤波器, 在解决噪声为非

高斯情形的系统滤波问题时, 只能将噪声近似为高斯

分布, 滤波的精度大大降低. 为解决此类非高斯滤波

问题, 首先给出如下引理[1]:

引引引理理理 1 对于任意的概率密度 𝑝(𝒙), 都可以通

过一个形式为

𝑝(𝒙) =

𝑁𝑥∑
𝑖=1

𝛼(𝑖)𝒩 (𝒙 : 𝒙(𝑖),Σ (𝑖))

的函数来近似, 并且近似误差
w
∣𝑝(𝒙) − 𝑝(𝒙)∣d𝑥可

以任意小. 在 𝑝(𝒙)的高斯和形式中, 𝑁𝑥 为足够大的

整数; 𝛼(𝑖) 为各高斯分量的加权值且满足𝛼(𝑖) ⩾ 0,
𝑁𝑥∑
𝑖=1

𝛼(𝑖) = 1;

𝒩 (𝒙 : 𝒙(𝑖),Σ (𝑖)) =

1√
(2π)𝑛∣Σ (𝑖)∣

exp
[
− 1

2
(𝒙−𝒙(𝑖))T(Σ (𝑖))−1(𝒙−𝒙(𝑖))

]
是均值为𝒙(𝑖), 方差为Σ (𝑖) 的高斯分布函数; 当𝑁𝑥 →
∞时, 𝑝(𝒙)一致收敛于 𝑝(𝒙)且𝒙(𝑖) 和Σ (𝑖) 均趋于 0.

基于引理 1, 通过对每一个高斯分量分别应用高

斯滤波器, 便可得到高斯和滤波算法. 文献 [11]通过

EKF更新各高斯分量, 不可避免地引入了EKF的一

些缺点, 如需要计算 Jacobian矩阵并且不能保证全

局最优等; [13]通过平方根UKF更新各高斯分量, 一

般需要选取 2∼3个参数; [14]通过GHQ-KF更新各高

斯分量, 在状态维数为𝑛, Gauss-Hermite点为𝑚 ⩾ 3

的情况下, GHQ-KF共需选取𝑚𝑛 个采样点, 远大于

UKF和DDF算法选取的 2𝑛+ 1个点, 计算复杂.

为避免上述缺点, 采用DDF更新各高斯分量, 得

到一种新的高斯和滤波算法, 定义为GS-DDF.

1) 时间更新

根据引理 1, 在 𝑘时刻, 非高斯状态噪声 𝒗𝑘 和非

高斯观测噪声𝒘𝑘 的PDF可分别表示为

𝑝(𝒗𝑘) ≈
𝑁𝑣∑
𝑖=1

𝛽
(𝑖)
𝑘 𝒩 (𝒗𝑘 : 𝒗

(𝑖)
𝑘 ,𝑸

(𝑖)
𝑘 ), (14)

𝑝(𝒘𝑘) ≈
𝑁𝑤∑
𝑖=1

𝛾
(𝑖)
𝑘 𝒩 (𝒘𝑘 : 𝒘

(𝑖)
𝑘 ,𝑹

(𝑖)
𝑘 ). (15)

其中: 𝛽
(𝑖)
𝑘 和 𝛾

(𝑖)
𝑘 分别为两者第 𝑖个高斯分量的加权

值, 𝒗(𝑖)
𝑘 和𝒘

(𝑖)
𝑘 分别为两者第 𝑖个高斯分量的均值,

𝑸
(𝑖)
𝑘 和𝑹

(𝑖)
𝑘 分别为两者第 𝑖个高斯分量的方差, 𝑁𝑣 和

𝑁𝑤 以及各高斯分量的加权值、均值、方差可通过EM

(Expectation Maximization)算法求得[13]. 此时后验密

度可表示为

𝑝(𝒙𝑘∣𝒛𝑘) ≈
𝐺∑
𝑖=1

𝛼
(𝑖)
𝑘∣𝑘𝒩 (𝒙𝑘 : 𝒙̂

(𝑖)
𝑘∣𝑘,𝑷

(𝑖)
𝑘∣𝑘), (16)

其中 𝒙̂𝑘∣𝑘 和𝑷𝑘∣𝑘 为第 𝑘时刻对𝒙𝑘 的估计值和估计误

差协方差.

进而由式 (1)和 (14)得到条件转移密度

𝑝(𝒙𝑘+1∣𝒙𝑘) ≈
𝑁𝑣∑
𝑖=1

𝛽
(𝑖)
𝑘 𝒩 (𝒙𝑘+1 : 𝑓(𝒙𝑘) + 𝒗

(𝑖)
𝑘 ,𝑸

(𝑖)
𝑘 ).

(17)

从而根据式 (5), 预测密度为

𝑝(𝒙𝑘+1∣𝒛𝑘) ≈
𝑁𝑣∑
𝑗=1

𝐺∑
𝑖=1

𝛼
(𝑖)
𝑘∣𝑘𝛽

(𝑗)
𝑘

w
𝒩 (𝒙𝑘 : 𝒙̂

(𝑖)
𝑘∣𝑘,𝑷

(𝑖)
𝑘∣𝑘)×

𝒩 (𝒙𝑘+1 : 𝑓(𝒙𝑘) + 𝒗
(𝑗)
𝑘 ,𝑸

(𝑗)
𝑘 )d𝒙𝑘. (18)

式 (18)的积分部分可近似看作高斯分布, 其均值和方

差可通过DDF求得, 因此预测分布可近似为

𝑝(𝒙𝑘+1∣𝒛𝑘) ≈
𝑁𝑣𝐺∑
𝑟=1

𝛼
(𝑟)
𝑘+1∣𝑘𝒩 (𝒙𝑘+1 : 𝒙̂

(𝑟)
𝑘+1∣𝑘,𝑷

(𝑟)
𝑘+1∣𝑘). (19)

其中

𝛼
(𝑟)
𝑘+1∣𝑘 = 𝛼

(𝑖)
𝑘∣𝑘𝛽

(𝑗)
𝑘 ,

𝒙̂
(𝑟)
𝑘+1∣𝑘 =

ℎ2 − 𝑛

ℎ2
𝑓(𝒙̂

(𝑖)
𝑘∣𝑘) +

1

2ℎ2

𝑛∑
𝑙=1

𝒂
(𝑖)
𝑘,𝑙 + 𝒗

(𝑗)
𝑘 ,

𝑷
(𝑟)
𝑘+1∣𝑘 =

1

4ℎ2

𝑛∑
𝑙=1

𝒃
(𝑖)
𝑘,𝑙(𝒃

(𝑖)
𝑘,𝑙)

T +
ℎ2 − 1

4ℎ4
×

𝑛∑
𝑙=1

[𝒂
(𝑖)
𝑘,𝑙 − 2𝑓(𝒙̂

(𝑖)
𝑘∣𝑘)][𝒂

(𝑖)
𝑘,𝑙 − 2𝑓(𝒙̂

(𝑖)
𝑘∣𝑘)]

T +𝑸
(𝑗)
𝑘 ,
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𝒂
(𝑖)
𝑘,𝑙 =

𝑓
(
𝒙̂
(𝑖)
𝑘∣𝑘 + ℎ

(√
𝑷

(𝑖)
𝑘∣𝑘

)
𝑙

)
+ 𝑓

(
𝒙̂
(𝑖)
𝑘∣𝑘 − ℎ

(√
𝑷

(𝑖)
𝑘∣𝑘

)
𝑙

)
,

𝒃
(𝑖)
𝑘,𝑙 =

𝑓
(
𝒙̂
(𝑖)
𝑘∣𝑘 + ℎ

(√
𝑷

(𝑖)
𝑘∣𝑘

)
𝑙

)
− 𝑓

(
𝒙̂
(𝑖)
𝑘∣𝑘 − ℎ

(√
𝑷

(𝑖)
𝑘∣𝑘

)
𝑙

)
.

2) 量测更新

在收到新的观测值 𝒛𝑘+1 后, 根据式 (15), 似然密

度为

𝑝(𝒛𝑘+1∣𝒙𝑘+1) ≈
𝑁𝑤∑
𝑖=1

𝛾
(𝑖)
𝑘+1𝒩 (𝒛𝑘+1 : ℎ(𝒙𝑘+1) +𝒘

(𝑖)
𝑘+1,𝑹

(𝑖)
𝑘+1). (20)

根据式 (6), 后验密度为

𝑝(𝒙𝑘+1∣𝒛𝑘+1) ≈
𝑁𝑤∑
𝑗=1

𝑁𝑣𝐺∑
𝑖=1

𝛾
(𝑗)
𝑘+1𝛼

(𝑖)
𝑘+1∣𝑘𝑐𝑘+1𝒩 (𝒙𝑘+1 : 𝒙̂

(𝑖)
𝑘+1∣𝑘,𝑷

(𝑖)
𝑘+1∣𝑘)×

𝒩 (𝒛𝑘+1 : ℎ(𝒙𝑘+1) +𝒘
(𝑗)
𝑘+1,𝑹

(𝑗)
𝑘+1). (21)

此时, 根据引理 1中的一致收敛性, 归一化常数 𝑐𝑘+1

满足

(𝑐𝑘+1)
−1 = 𝑝(𝒛𝑘+1∣𝒛𝑘) =w

𝑝(𝒙𝑘+1∣𝒛𝑘)𝑝(𝒛𝑘+1∣𝒙𝑘+1)d𝒙𝑘+1 =

𝑁𝑤∑
𝑗=1

𝑁𝑣𝐺∑
𝑖=1

𝛾
(𝑗)
𝑘+1𝛼

(𝑖)
𝑘+1∣𝑘𝒩 (𝒛𝑘+1 : 𝒛

(𝑟)
𝑘+1∣𝑘,𝑷

(𝑟)
𝑧,𝑘+1∣𝑘). (22)

其中

𝒛
(𝑟)
𝑘+1∣𝑘 =

ℎ2 − 𝑛

ℎ2
𝑔(𝒙̂

(𝑖)
𝑘+1∣𝑘) +

1

2ℎ2

𝑛∑
𝑙=1

𝒄
(𝑖)
𝑘+1,𝑙 +𝒘

(𝑗)
𝑘+1,

𝑷
(𝑟)
𝑧,𝑘+1∣𝑘 =

1

4ℎ2

𝑛∑
𝑙=1

𝒅
(𝑖)
𝑘+1,𝑙(𝒅

(𝑖)
𝑘+1,𝑙)

T+

ℎ2 − 1

4ℎ4

𝑛∑
𝑙=1

[𝒄
(𝑖)
𝑘+1,𝑙 − 2𝑔(𝒙̂

(𝑖)
𝑘+1∣𝑘)]×

[𝒄
(𝑖)
𝑘+1,𝑙 − 2𝑔(𝒙̂

(𝑖)
𝑘+1∣𝑘)]

T +𝑹
(𝑗)
𝑘+1,

𝒄
(𝑖)
𝑘+1,𝑙 = 𝑔

(
𝒙̂
(𝑖)
𝑘+1∣𝑘 + ℎ

(√
𝑷

(𝑖)
𝑘+1∣𝑘

)
𝑙

)
+

𝑔
(
𝒙̂
(𝑖)
𝑘+1∣𝑘 − ℎ

(√
𝑷

(𝑖)
𝑘+1∣𝑘

)
𝑙

)
,

𝒅
(𝑖)
𝑘+1,𝑙 = 𝑔

(
𝒙̂
(𝑖)
𝑘+1∣𝑘 + ℎ

(√
𝑷

(𝑖)
𝑘+1∣𝑘

)
𝑙

)
−

𝑔
(
𝒙̂
(𝑖)
𝑘+1∣𝑘 − ℎ

(√
𝑷

(𝑖)
𝑘+1∣𝑘

)
𝑙

)
.

同理, 将后验密度看成是高斯和的形式, 即

𝑝(𝒙𝑘+1∣𝒛𝑘+1) ≈

𝑁𝑤∑
𝑗=1

𝑁𝑣𝐺∑
𝑖=1

𝛼
(𝑟)
𝑘+1∣𝑘+1𝒩 (𝒙𝑘+1 : 𝒙̂

(𝑟)
𝑘+1∣𝑘+1,𝑷

(𝑟)
𝑘+1∣𝑘+1) =

𝑁𝑤𝑁𝑣𝐺∑
𝑟=1

𝛼
(𝑟)
𝑘+1∣𝑘+1𝒩 (𝒙𝑘+1 : 𝒙̂

(𝑟)
𝑘+1∣𝑘+1,𝑷

(𝑟)
𝑘+1∣𝑘+1). (23)

其中

𝒙̂
(𝑟)
𝑘+1∣𝑘+1 = 𝒙̂

(𝑖)
𝑘+1∣𝑘 +𝑲

(𝑟)
𝑘+1(𝒛𝑘+1 − 𝒛

(𝑟)
𝑘+1∣𝑘),

𝑷
(𝑟)
𝑘+1∣𝑘+1 = 𝑷

(𝑖)
𝑘+1∣𝑘 −𝑲

(𝑟)
𝑘+1𝑷

(𝑟)
𝑧,𝑘+1∣𝑘(𝑲

(𝑟)
𝑘+1)

T,

𝛼
(𝑟)
𝑘+1∣𝑘+1 =

𝛼
(𝑖)
𝑘+1∣𝑘𝛾

(𝑗)
𝑘+1𝒩 (𝒛𝑘+1 : 𝒛

(𝑟)
𝑘+1∣𝑘,𝑷

(𝑟)
𝑧,𝑘+1∣𝑘)

𝑁𝑤∑
𝑗=1

𝑁𝑣𝐺∑
𝑖=1

𝛼
(𝑖)
𝑘+1∣𝑘𝛾

(𝑗)
𝑘+1𝒩 (𝒛𝑘+1 : 𝒛

(𝑟)
𝑘+1∣𝑘,𝑷

(𝑟)
𝑧,𝑘+1∣𝑘)

,

𝑲
(𝑟)
𝑘+1 = 𝑷

(𝑟)
𝑥𝑧,𝑘+1(𝑷

(𝑟)
𝑧,𝑘+1∣𝑘)

−1,

𝑷
(𝑟)
𝑥𝑧,𝑘+1∣𝑘 =

1

2ℎ

𝑛∑
𝑙=1

(√
𝑷

(𝑟)
𝑘+1∣𝑘

)
𝑙
(𝒅

(𝑟)
𝑘+1,𝑙)

T.

因此, 得到状态变量的滤波估计值[14]

𝒙̂𝑘+1∣𝑘+1 =

𝑁𝑤𝑁𝑣𝐺∑
𝑟=1

𝛼
(𝑟)
𝑘+1∣𝑘+1𝒙̂

(𝑟)
𝑘+1∣𝑘+1, (24)

𝑷𝑘+1∣𝑘+1 =

𝑁𝑤𝑁𝑣𝐺∑
𝑟=1

𝛼
(𝑟)
𝑘+1∣𝑘+1[𝑷

(𝑟)
𝑘+1∣𝑘+1+

(𝒙̂
(𝑟)
𝑘+1∣𝑘+1 − 𝒙̂𝑘+1∣𝑘+1)(𝒙̂

(𝑟)
𝑘+1∣𝑘+1 − 𝒙̂𝑘+1∣𝑘+1)

T].

(25)

注 1 在计算中可以看到, 高斯和算法的高斯分

量数目随时间呈指数增长, 但其中存在大量系数极小

的分量, 对非高斯噪声的逼近帮助不大, 却会使计算

量增加, 因此可以将高斯分量进行合并以减少分量数.

在文献 [15]中, Salmond提出了一种合并的方法, 即首

先定义一个Mahalonobis距离

𝑑2𝑖𝑗 =
𝛼𝑖𝛼𝑗

𝛼𝑖 + 𝛼𝑗
(𝒙̄𝑖 − 𝒙̄𝑗)

𝑇 (Σ)−1(𝒙̄𝑖 − 𝒙̄𝑗).

其中: 𝛼𝑖, 𝒙̄𝑖, 𝛼𝑗 , 𝒙̄𝑗 分别为高斯分量的系数和均值, Σ

为合并后的方差. 然后依次将距离最小的两个分量进

行合并, 直到得到所要求的分量数𝐺. 合并后的系数、

均值以及方差分别为[14]

𝛼𝑐 =𝛼𝑖 + 𝛼𝑗 ,

𝒙̄𝑐 =
1

𝛼𝑖 + 𝛼𝑗
(𝛼𝑖𝒙̄𝑖 + 𝛼𝑗𝒙̄𝑗),

Σ 𝑐 =
1

𝛼𝑖 + 𝛼𝑗

[
𝛼𝑖Σ 𝑖 + 𝛼𝑗Σ 𝑗+

𝛼𝑖𝛼𝑗

𝛼𝑖 + 𝛼𝑗
(𝒙̄𝑖 − 𝒙̄𝑗)(𝒙̄𝑖 − 𝒙̄𝑗)

T
]
.

针对高斯分量个数𝐺的选取问题, 人们更多地把

研究焦点放在如何将高斯分量个数降低的方法上, 而

针对粒子个数的选取, 正如粒子滤波算法一样, 在理
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论上还无法给出一个精确的表示方法, 只能在计算复

杂度和性能精确度之间作出一个折中. 根据仿真经

验, 𝐺的个数随着状态变量维数的增大而增加, 因此

𝐺取 20∼100之间的数可以在保证精确度的同时降低

复杂度. 尽管𝐺的值取得越大越好, 但𝐺的值过大时,

意味着计算量更大, 计算更复杂, 反倒得不偿失.

4 仿仿仿真真真实实实验验验

下面通过两个例子对GS-DDF, GS-EKF和PF三

种算法进行Monte Carlo仿真, 根据均方根误差

(RMSE)比较滤波性能. RMSE的计算公式为

RMSE𝑥𝑘
=

√√√⎷ 𝑁∑
𝑖=1

(𝒙𝑘(𝑖)− 𝒙̂𝑘∣𝑘(𝑖))2/𝑁.

其中: 𝑁 为Monte Carlo的仿真次数, 𝒙̂𝑘∣𝑘(𝑖)为第 𝑖次

Monte Carlo仿真时对𝒙𝑘(𝑖)的估计值.

下面的例 1是状态噪声为有拖尾的 gamma分布

的一维非平稳DSSM. 在用GSF算法时需通过EM算

法将 gamma分布近似成高斯和的形式. 例 2是量测噪

声为闪烁噪声的目标跟踪实例. 闪烁噪声可以用高斯

噪声和具有拖尾特性的叠加噪声之和来表示, 在本例

中, 采用两个高斯噪声表示闪烁噪声, 其中用方差较

大的高斯分布表示拖尾.

例 1 一维非线性非高斯DSSM为{
𝑥𝑘 = 0.2𝑥𝑘−1 + 0.01𝑥2

𝑘−1 + 8 cos(1.2𝑘) + 𝑣𝑘,

𝑦𝑘 = 𝑥2
𝑘 + 𝑤𝑘.

其中: 𝑣𝑘 ∼ Γ (3, 2), 𝑤𝑘 ∼ 𝒩 (0, 0.01), 用于Monte

Carlo仿真的数据点个数为 100, 仿真次数为 200. 在每

次仿真时, 真实初始状态𝑥0 取为区间 [0, 1]内的随机

数, 用于估计的初始状态满足𝑥0∣0 ∼ 𝒩 (0.5, 2). PF仿

真时选取的粒子数为 500, GS-DDF和GS-EKF仿真

时选取的高斯分量个数𝐺 = 90. 通过EM算法将

gamma分布近似为 3个高斯分布和的形式[13], 即

𝑝(𝑣𝑘) = 0.29𝒩 (2.14, 0.72)+0.18𝒩 (7.45, 8.05)+0.53×
𝒩 (4.31, 2.29). 图 1为 3种方法的RMSE比较. 从该图

可以看出, GS-EKF的仿真效果最差, GS-DDF算法

的RMSE小于 PF算法的RMSE, 即当似然密度位于

条件转移概率密度拖尾处时, GS-DDF的估计效果优

于PF算法.

0

2

4

20 40 60 80 100
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10
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E

PF
GS-EKF

GS-DDF

图 1 3种算法的RMSE比较

例 2 带闪烁噪声的跟踪实例.

考虑如下模型:⎧⎨⎩

𝒙𝑘=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 Δ𝑇 0 0

0 1 0 0

0 0 1 Δ𝑇

0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦𝒙𝑘−1+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(Δ𝑇 )2

2
0

Δ𝑇 0

0
(Δ𝑇 )2

2
0 Δ𝑇

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦𝒗𝑘,

𝒛𝑘=

[ √
𝑥2
𝑘+𝑦2𝑘

arctan(𝑦𝑘/𝑥𝑘)

]
+𝒘𝑘.

其中: 𝒙𝑘 = [𝑥𝑘, 𝑥̇𝑘, 𝑦𝑘, 𝑦̇𝑘], 𝑥𝑘 和 𝑦𝑘 为目标位移, 𝑥̇𝑘 和

𝑦̇𝑘 为对应的速度分量; 采样时间Δ𝑇 设为 0.5 s; 𝒗𝑘 ∼
𝒩 (0,𝑸𝑘); 量测噪声为 𝑝(𝒘𝑘) = (1 − 𝛽)𝒩 (0,𝑹1) +

𝛽𝒩 (0,𝑹2), 这里 𝛽为闪烁噪声概率, 此处取为 0.1; 初

始状态为𝒙0, 初始状态估计为 𝒙̂0, 方差为𝑷0.

各个参数值为

𝑸𝑘 = diag([1× 10−4 km2/s4, 1× 10−4 km2/s4]),

𝑹1 = diag([0.25 km2, 1mard2]),

𝑹2 = diag([2.5 km2, 10mard2]),

𝒙0 = [10km, 0.3 km/m, 10km,−0.04 km/m],

𝒙̂0 = [10.2 km, 0.285 km/m, 9.9 km,−0.035 km/m],

𝑷0 = diag[4× 10−2 km2/s2, 4× 10−4 km2/s2,

1× 10−2 km2/s2, 4× 10−2 km2/s2].

用于Monte Carlo仿真的数据点个数为 100, 仿真

次数为 100. 采用 PF算法进行仿真时选取的粒子数

为 300, GS-DDF和GS-EKF进行仿真时选取的高斯分

量个数𝐺 = 20. 图 2∼图 5分别表示基于 3种算法得

到的在𝑥和 𝑦轴方向上位置和速度分量的RMSE结

果比较.
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从仿真结果可以看出, 因为非线性只存在于量

测方程中, 所以GS-EKF的跟踪性能和GS-DDF相差

不大; 而由于闪烁噪声的影响, PF的提议分布 𝑝(𝒙𝑘∣
𝒙𝑘−1)与似然密度 𝑝(𝒛𝑘∣𝒙𝑘)的吻合性较差, 新的量测

值的统计信息并没有完全被利用, 同另两种算法相比

较, PF算法的跟踪性能变差[3]; 此外PF算法的计算量

远大于高斯和算法. 当然如果增加 PF算法的粒子个

数或采用改进的 PF算法, 跟踪效果可能会变得更好,

但这样会增加滤波的复杂度和计算量.

5 结结结 论论论

在高斯和滤波框架下, 本文提出了一种基于均差

滤波的高斯和滤波算法, 通过DDF完成每一步的时

间更新和量测更新, 从而可以处理噪声是非高斯分布

的模型. 针对高斯和滤波算法中高斯分量呈指数增长

的问题, 通过保留系数较大的分量, 舍去系数较小的

分量, 从而减少了计算量, 相较于传统的粒子滤波算

法, 提高了计算的实时性; 并且针对似然密度在条件

转移密度拖尾处的情况, 滤波效果优于传统的粒子滤

波.
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