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摘 要: 针对一类控制增益函数及符号均未知的不确定非线性系统,基于反推滑模设计方法,提出一种鲁棒自适应

神经网络控制方案.结合Nussbaum增益设计技术和神经网络逼近能力,取消了控制增益函数及符号已知的条件,应

用积分型Lyapunov函数避免了控制器奇异性问题,并通过引入神经网络逼近误差和不确定干扰上界的自适应补偿

项消除了建模误差和不确定干扰的影响.理论分析证明了闭环系统所有信号半全局一致终结有界,仿真结果验证了

该方法的有效性.

关键词: 不确定非线性系统；反推滑模控制；神经网络；鲁棒自适应控制
中图分类号: TP273 文献标识码: A

Robust adaptive control for uncertain nonlinear systems with unknown
control gain signs
WANG Jian-hao, HU Jian-bo
(Engineering College，Air Force Engineering University，Xi’an 710038，China. Correspondent：WANG Jian-hao,

E-mail：hamilton wang@sina.com)

Abstract: A robust adaptive neural network control scheme for a class of uncertain nonlinear systems with unknown control

gain function and its signs is proposed based on backstepping sliding mode control design. The control scheme eliminates

the condition that a priori knowledge of the control gain function and its signs to be known by combination of Nussbaum

gain design technique and the approximation capability of neural networks. The controller singularity problem is avoided by

employing the integral Lyapunov functions, and the influence of modeling error and uncertain disturbances is minimized by

introducing the adaptive compensation term for the upper bound of both neural networks approximation error and uncertain

disturbances. By theoretical analysis, all the signals in the closed loop systems are guaranteed to be semi-globally uniformly

ultimately bounded. Finally, the simulation results show the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引 言言言

近年来, 随着反推 (backstepping)设计方法的发

展[1,2],基于非线性 backstepping设计技术的自适应神

经网络控制问题引起了众多学者的关注[3-7]. 自适应

神经网络 backstepping控制不要求非线性函数与不确

定参数具有线性关系,而且解决了一般自适应神经网

络控制要求非线性系统必须满足匹配条件的限制.然

而, 在实际应用中仍然存在一些问题, 例如: 文献 [3-

5]为了避免控制器奇异性问题,要求控制增益 𝑔𝑖(⋅)为
常数或已知函数; [6-7]取消了上述限制, 针对一类

具有未知非线性函数 𝑓𝑖(⋅)及控制增益函数 𝑔𝑖(⋅)未
知的严格反馈非线性系统, 基于 backstepping设计方

法提出了自适应神经网络控制方案, 但要求控制增

益 𝑔𝑖(⋅)的一阶导数上界已知; [8-9]针对一类控制增

益 𝑔𝑖(⋅)为未知非线性函数的严格反馈非线性系统,

利用一种积分型Lyapunov函数取消了对控制增益

𝑔𝑖(⋅)的一阶导数上界已知的要求,并避免了控制器奇

异性问题.

然而, 文献 [3-9]都是针对控制增益符号已知的

情况, 若控制增益符号未知, 则控制器的设计便显得

较为困难, 而 [10]提出的Nussbaum增益技术为处理

控制增益符号未知系统提供了一种有效的设计方法.

在此基础上, [11]针对一类控制增益为未知定常数的

不确定非线性系统,利用神经网络逼近未知非线性函
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数 𝑓𝑖(⋅),并结合Nussbaum增益和 backstepping设计技

术, 提出了鲁棒自适应神经网络控制方案; [12]研究

了一类具有未知函数控制增益的非线性时滞系统的

自适应神经网络控制问题.

本文在文献 [11]的基础上,针对一类控制增益为

未知非线性函数且控制增益符号未知的不确定非线

性系统,基于反推滑模设计方法, 提出了一种鲁棒自

适应神经网络控制方案. 与文献 [11]相比, 该方案结

合Nussbaum增益技术和神经网络逼近能力处理未知

控制增益函数及符号, 应用积分型Lyapunov函数避

免控制器奇异性问题,并通过引入神经网络逼近误差

和不确定干扰上界的自适应补偿项消除建模误差和

不确定干扰的影响.采用Lyapunov综合方法,证明了

闭环系统所有信号半全局一致终结有界,跟踪误差收

敛到原点附近的一个小领域内.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑如下严格反馈型不确定非线性系统:⎧⎨⎩

𝑥̇𝑖 = 𝑓𝑖(𝑥̄𝑖) + 𝑔𝑖(𝑥̄𝑖)𝑥𝑖+1 +Δ𝑖(𝑡, 𝑥),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1;

𝑥̇𝑛 = 𝑓𝑛(𝑥) + 𝑔𝑛(𝑥)𝑢+Δ𝑛(𝑡, 𝑥);

𝑦 = 𝑥1.

(1)

其中: 𝑥̄𝑖 = [𝑥1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖]T ∈ R𝑖, 𝑥 = [𝑥1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛]T ∈
R𝑛为可测状态向量; 𝑢, 𝑦 ∈ R分别为系统控制输入和
输出; 𝑓𝑖(⋅), 𝑔𝑖(⋅)为未知光滑非线性函数; Δ𝑖(𝑡, 𝑥)为未

知外界扰动不确定项.

假假假设设设 1 对于 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛,存在未知正常数 𝑝∗𝑖 ,使

得 ∀(𝑡, 𝑥) ∈ R+ × R𝑛,有

∣Δ𝑖(𝑡, 𝑥)∣ ⩽ 𝑝∗𝑖𝜙𝑖(𝑥̄𝑖),

其中𝜙𝑖(𝑥̄𝑖)为已知非负光滑函数.

假假假设设设 2 对于 ∀𝑥̄𝑖 ∈ R𝑖, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛, 控制增益

𝑔𝑖(𝑥̄𝑖)及其符号均未知,但存在未知常数 𝑔𝑖0, 𝑔𝑖1,使得

0 < 𝑔𝑖0 ⩽ ∣𝑔𝑖(𝑥̄𝑖)∣ ⩽ 𝑔𝑖1.

定义参考轨迹向量 𝑥̄𝑑(𝑖+1) = [𝑦𝑑, 𝑦̇𝑑, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦(𝑖)𝑑 ]T, 𝑖

= 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1, 𝑦(𝑖)𝑑 为参考轨迹 𝑦𝑑的第 𝑖阶导数.

假假假设设设 3 参考轨迹向量 𝑥̄𝑑𝑖(𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)光滑
可测且 𝑥̄𝑑𝑖 ∈ Ω𝑑𝑖 ∈ R𝑖, Ω𝑑𝑖为已知有界紧集.

采用RBF神经网络 (RBFNN)逼近系统未知非线

性函数, RBF神经网络是一个线性参数化的神经网

络,并可表示为

ℎ𝑛𝑛(𝑍) =𝑊T𝜉(𝑍).

其中: 输入向量𝑍 ∈ Ω𝑍 ⊂ R𝑛, 𝑛为神经网络的输入

维数, 𝑊 = [𝑊1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑊𝑙]
T ∈ R𝑙为神经网络权值向

量, 𝑙 > 1为网络节点数, 𝜉(𝑍) = [𝜉1(𝑍), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜉𝑙(𝑍)]T ∈
R𝑙为基函数向量.

引引引理理理 1 ℎ(𝑍)为紧集Ω𝑍 ⊂ R𝑛内任意连续函

数,则 ∀𝜀∗ > 0存在上述RBF神经网络使得

sup
𝑍∈Ω𝑍

∣ℎ(𝑍)−𝑊 ∗T𝜉(𝑍)∣ ⩽ 𝜀∗.

式中ℎ(𝑍)−𝑊 ∗T𝜉(𝑍) = 𝜀为神经网络逼近误差,最优

权值向量𝑊 ∗定义如下:

𝑊 ∗ = arg min
𝑊∈R𝑙

{ sup
𝑍∈Ω𝑍

∣ℎ(𝑍)−𝑊T𝜉(𝑍)∣}.

为了处理未知控制增益符号,引入Nussbaum函

数[10].

定定定义义义 1 如果连续函数𝑁(𝜁) : R → R满足条
件:

1) lim
𝑘→+∞

sup
1

𝑘

w 𝑘

0
𝑁(𝜁)d𝜁 = +∞,

2) lim
𝑘→+∞

inf
1

𝑘

w 𝑘

0
𝑁(𝜁)d𝜁 = −∞,

则称𝑁(𝜁)为Nussbaum函数.

引引引理理理 2 已知𝑉 (⋅), 𝜁(⋅)都是 [0, 𝑡𝑓 )上的光滑函

数, 且𝑉 (𝑡) ⩾ 0,∀𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑓 ), 𝑁(⋅)是Nussbaum函数,

如果下列不等式成立:

𝑉 (𝑡) ⩽ 𝑐0 + e−𝑐1𝑡
w 𝑡

0
(𝑔𝑥(𝜏)𝑁(𝜁) + 1)𝜁e𝑐1𝜏d𝜏, (2)

则𝑉 (𝑡), 𝜁(𝑡)和
w 𝑡

0
𝑔𝑥(𝜏)𝑁(𝜁)𝜁d𝜏在 区 间 [0, 𝑡𝑓 )上 有

界.其中:常数 𝑐1 > 0, 𝑔𝑥(𝑡)为一个取值在未知闭区间

𝐼 := [𝑙−, 𝑙+], 0 /∈ 𝐼上的函数, 𝑐0为适当的常数.

在反推设计过程中, 虚拟控制函数要保证至少

是𝐶1连续的函数. 此外,滑模变结构控制的不连续性

是由不连续的符号函数引起的,从而使得控制系统存

在高频抖振现象,为了削弱抖振, 通常采用连续但不

可导的饱和函数来近似表示符号函数. 在本文控制器

设计过程的每一步需要对虚拟控制函数求导,必须保

证虚拟控制函数连续且可导. 因此,引入如下一类连

续且可导的平滑函数[13]

[𝑔(𝜔)]𝑐𝑑 =
1− exp(−𝜐𝜔)
1 + exp(−𝜐𝜔) , ∀𝜐 > 0.

引引引理理理 3 对于 ∀𝜐 > 0,且𝜔 ∈ R,连续可导函数

[𝑔(𝜔)]𝑐𝑑满足如下不等式:

0 ⩽ ∣𝜔∣ − 𝜔
1− exp(−𝜐𝜔)
1 + exp(−𝜐𝜔) ⩽ 1

𝜐
.

控制目标:针对不确定非线性系统 (1),在满足假

设 1∼假设 3的条件下,利用神经网络构造反推滑模鲁

棒自适应控制器和自适应律,使得闭环系统所有信号

半全局一致终结有界,且系统跟踪误差 𝑒 = 𝑦 − 𝑦𝑑收

敛到原点附近的一个小领域内.

文中: ∥ ∙ ∥表示 ∙的 2-范数, ∙̂表示 ∙∗的估计值,

∙̃ = ∙̂ − ∙∗, 𝜆max(𝐴), 𝜆min(𝐴)分别表示矩阵𝐴的最大

和最小特征值.此外,取𝑁(𝜁) = e𝜁
2

cos((π/2)𝜁).

3 控控控制制制器器器设设设计计计及及及稳稳稳定定定性性性分分分析析析

定义系统 (1)的状态跟踪误差为 𝑒1 = 𝑥1 − 𝑦𝑑,
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𝑒𝑖+1 = 𝑥𝑖+1 − 𝛼𝑖(𝑥̄𝑖), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛 − 1. 𝛼𝑖(𝑥̄𝑖)为第

𝑖阶子系统的期望虚拟控制.反推滑模鲁棒自适应控

制器设计包含𝑛步, 在设计过程中, 由于神经网络的

逼近特性只在某一紧集内成立,因此本文得到的稳定

性结论是半全局意义下的. 具体设计步骤如下:

Step 1 由闭环系统 (1)的第 1阶子系统和状态

跟踪误差 𝑒1 = 𝑥1 − 𝑦𝑑, 𝑒2 = 𝑥2 − 𝛼1,则 𝑒1的动态系

统

𝑒̇1 = 𝑓1(𝑥1) + 𝑔1(𝑥1)(𝑒2 + 𝛼1) +Δ1(𝑡, 𝑥)− 𝑦̇𝑑. (3)

由积分Lyapunov设计方法[8], 令𝛽1(𝑥1) = 1/∣𝑔1(𝑥1)∣,
选择如下的积分型Lyapunov函数:

𝑉𝑒1 =
w 𝑒1

0
𝜎𝛽1(𝜎 + 𝑦𝑑)d𝜎. (4)

通过变量替换𝜎 = 𝜃𝑒1, 𝑉𝑒1可转化为

𝑉𝑒1 = 𝑒21

w 1

0
𝜃𝛽1(𝜃𝑒1 + 𝑦𝑑)d𝜃. (5)

由假设 2可知, 1/𝑔11 ⩽ 𝛽1(𝜃𝑒1 + 𝑦𝑑) ⩽ 1/𝑔10,则有

𝑒21/2𝑔11 ⩽ 𝑉𝑒1 ⩽ 𝑒21/2𝑔10. (6)

对𝑉𝑒1沿着式 (3)求导得

𝑉̇𝑒1 =

𝑒1𝛽1(𝑥1)𝑒̇1 +
w 𝑒1

0
𝜎
∂𝛽1(𝜎 + 𝑦𝑑)

∂𝑦𝑑
𝑦̇𝑑d𝜎 =

𝑒1𝛽1(𝑥1)[𝑓1(𝑥1) + 𝑔1(𝑥1)(𝑒2 + 𝛼1) +Δ1−
𝑦̇𝑑] + 𝑦̇𝑑

[
𝜎𝛽1(𝜎 + 𝑦𝑑)∣𝑒10 −

w 𝑒1

0
𝛽1(𝜎 + 𝑦𝑑)d𝜎

]
=

𝑒1𝛽1(𝑥1)[𝑓1(𝑥1) + 𝑔1(𝑥1)(𝑒2 + 𝛼1) +Δ1]−
𝑒1𝑦̇𝑑

w 1

0
𝛽1(𝜃𝑒1 + 𝑦𝑑)d𝜃 =

𝑒1𝛽1(𝑥1)𝑔1(𝑥1)𝑒2 + 𝑒1𝛽1(𝑥1)𝑔1(𝑥1)𝛼1+

𝑒1𝛽1(𝑥1)Δ1 + 𝑒1ℎ1(𝑍1). (7)

式中

ℎ1(𝑍1) = 𝛽1(𝑥1)𝑓1(𝑥1)− 𝑦̇𝑑
w 1

0
𝛽1(𝜃𝑒1 + 𝑦𝑑)d𝜃,

𝑍1 = [𝑥1, 𝑦𝑑, 𝑦̇𝑑]
T ∈ Ω𝑍1 ⊂ R3,

Ω𝑍1为一个紧集.

在紧集Ω𝑍1 ⊂ R3上, 应用RBF神经网络来逼

近未知非线性函数ℎ1(𝑍1), 且由引理 1, 令 ∣𝜀1∣ ⩽ 𝜀∗1,

𝜀∗1为未知正常数,并利用假设 1和假设 2,可得

𝑉̇𝑒1 ⩽

𝑒1𝛽1(𝑥1)𝑔1(𝑥1)𝑒2 + 𝑒1𝛽1(𝑥1)𝑔1(𝑥1)𝛼1+

𝑒1𝑊
∗𝑇
1 𝜉1(𝑍1) + ∣𝑒1∣(𝜀∗1 + 𝑝∗1𝜙1(𝑥1)/𝑔10) ⩽

𝑒1𝛽1(𝑥1)𝑔1(𝑥1)𝑒2 + 𝑒1𝛽1(𝑥1)𝑔1(𝑥1)𝛼1+

𝑒1𝑊
∗T
1 𝜉1(𝑍1) + ∣𝑒1∣𝛿∗1𝜙1(𝑥1). (8)

式中: 𝛿∗1 = max{𝜀∗1, 𝑝∗1/𝑔10}为未知的正常数, 𝜙1(𝑥1)

= 1 + 𝜙1(𝑥1)为已知光滑函数.

定义第 1阶子系统的Lyapunov函数为

𝑉1 = 𝑉𝑒1 +
1

2
𝑊̃T

1 Γ−1
1 𝑊̃1 +

1

2𝛾1
𝛿21 . (9)

式中: Γ1 = ΓT
1 > 0为自适应增益矩阵, 𝛾1 > 0为自适

应增益系数.

对𝑉1求导,并将式 (8)代入,可得

𝑉̇1 ⩽ 𝑒1𝛽1(𝑥1)𝑔1(𝑥1)𝑒2 + 𝑒1𝛽1(𝑥1)𝑔1(𝑥1)𝛼1+

𝑒1𝑊
∗T
1 𝜉1(𝑍1) + ∣𝑒1∣𝛿∗1𝜙1(𝑥1)+

𝑊̃T
1 Γ−1

1
˙̂
𝑊1 + Γ−1

1 𝛿1
˙̂
𝛿1. (10)

选取如下虚拟控制函数和自适应律:⎧⎨⎩

𝛼1 = 𝑁(𝜁1)
[
𝑘1𝑒1 + 𝑊̂T

1 𝜉1+

𝛿1𝜙1
1− exp(−𝜐1𝛿1𝜙1𝑒1)
1 + exp(−𝜐1𝛿1𝜙1𝑒1)

]
,

𝜁1 = 𝑘1𝑒
2
1 + 𝑊̂T

1 𝜉1𝑒1+

𝑒1𝛿1𝜙1
1− exp(−𝜐1𝛿1𝜙1𝑒1)
1 + exp(−𝜐1𝛿1𝜙1𝑒1)

,

˙̂
𝑊1 = 𝑒1Γ1𝜉1 − 𝜎1Γ1𝑊̂1,

˙̂
𝛿1 = Γ1∣𝑒1∣𝜙1 − 𝜏1𝛾1𝛿1.

(11)

式中: 𝑘1 > 0, 𝜐1 > 0, 𝜎1 > 0, 𝜏1 > 0为设计参数.

将虚拟控制函数𝛼1代入式 (10), 并在其右边同

时加减 𝜁1,可得

𝑉̇1 ⩽

𝑒1𝛽1(𝑥1)𝑔1(𝑥1)𝑒2 + 𝛽1(𝑥1)𝑔1(𝑥1)𝑁(𝜁1)𝜁1 + 𝜁1−

𝑘1𝑒
2
1 + ∣𝑒1∣𝛿1𝜙1 − 𝑒1𝛿1𝜙1

1− exp(−𝜐1𝛿1𝜙1𝑒1)
1 + exp(−𝜐1𝛿1𝜙1𝑒1)

+

𝑊̃T
1 Γ−1

1 (
˙̂
𝑊1 − 𝑒1Γ1𝜉1) + 𝛾−1

1 𝛿1(
˙̂
𝛿1 − 𝛾1∣𝑒1∣𝜙1). (12)

将自适应律
˙̂
𝑊1和

˙̂
𝛿1代入式 (12), 并由引理 3可

得

𝑉̇1 ⩽ 𝑒1𝛽1(𝑥1)𝑔1(𝑥1)𝑒2 + 𝛽1(𝑥1)𝑔1(𝑥1)𝑁(𝜁1)𝜁1+

𝜁1 − 𝑘1𝑒
2
1 +

1

𝜐1
− 𝜎1𝑊̃

T
1 𝑊̂1 − 𝜏1𝛿1𝛿1. (13)

配平方可得如下Cauchy-Schwarz不等式:

− 𝜎1𝑊̃
T
1 𝑊̂1 ⩽ 𝜎1

2
∥𝑊 ∗

1 ∥2 −
𝜎1
2
∥𝑊̃1∥2, (14)

− 𝜏1𝛿1𝛿1 ⩽ 𝜏1
2
∥𝛿∗1∥2 −

𝜏1
2
∥𝛿1∥2. (15)

将不等式 (14)和 (15)及Young’s不等式 𝑒1𝛽1𝑔1𝑒2

⩽ 1

4
𝑒21 + 𝛽2

1𝑔
2
1𝑒

2
2 =

1

4
𝑒21 + 𝑒22代入式(13),可得

𝑉̇1 ⩽ 𝑒22 + 𝛽1(𝑥1)𝑔1(𝑥1)𝑁(𝜁1)𝜁1 + 𝜁1−
𝑘∗1𝑒

2
1 −

𝜎1
2
∥𝑊̃1∥2 − 𝜏1

2
∥𝛿1∥2 + 𝐶10 ⩽

− 𝐶11𝑉1 + 𝐶10 + 𝑒22+

(𝛽1(𝑥1)𝑔1(𝑥1)𝑁(𝜁1) + 1)𝜁1. (16)

式中: 𝑘∗1 , 𝐶10, 𝐶11为正常数,定义如下:

𝑘∗1 := 𝑘1 − 1

4
,



第 2期 王坚浩等: 控制增益符号未知的不确定非线性系统鲁棒自适应控制 255

𝐶10 :=
𝜎1
2
∥𝑊 ∗

1 ∥2 +
𝜏1
2
∥𝛿∗1∥2 +

1

𝜐1
,

𝐶11 := min
{
2𝑔10𝑘

∗
1 ,

𝜎1

𝜆max(Γ
−1
1 )

, 𝜏1𝛾1

}
.

定义𝜑1 := 𝐶10/𝐶11, 对式 (16)两边同乘以 e𝐶11𝑡, 再

对 𝑡积分得

𝑉1(𝑡) ⩽

𝜑1 + [𝑉1(0)− 𝜑1]e
−𝐶11𝑡+

e−𝐶11𝑡
w 𝑡

0
[(𝛽1(𝑥1)𝑔1(𝑥1)𝑁(𝜁1) + 1)e𝐶11𝜏 ]𝜁1d𝜏+

e−𝐶11𝑡
w 𝑡

0
𝑒22e

𝐶11𝜏d𝜏 ⩽

𝜑1 + 𝑉1(0)+

e−𝐶11𝑡
w 𝑡

0
[(𝛽1(𝑥1)𝑔1(𝑥1)𝑁(𝜁1) + 1)e𝐶11𝜏 ]𝜁1d𝜏+

e−𝐶11𝑡
w 𝑡

0
𝑒22e

𝐶11𝜏d𝜏. (17)

又由

e−𝐶11𝑡
w 𝑡

0
𝑒22e

𝐶11𝜏d𝜏 ⩽

e−𝐶11𝑡 sup
𝜏∈[0,𝑡]

[𝑒22(𝜏)]
w 𝑡

0
e𝐶11𝜏d𝜏 ⩽

1

𝐶11
sup

𝜏∈[0,𝑡]

[𝑒22(𝜏)] (18)

可知,若系统状态跟踪误差 𝑒2有界,则式 (17)中的多

余项 e−𝐶11𝑡
w 𝑡

0
𝑒22e

𝐶11𝜏d𝜏亦有界. 则由引理 2可知, 𝜁1,

𝑉1(𝑡)及
w 𝑡

0
𝛽1𝑔1𝑁(𝜁1)𝜁1d𝜏在区间 [0, 𝑡𝑓 )上有界.

Step i(2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 1) 由闭环系统 (1)的第 𝑖阶

子系统和状态跟踪误差 𝑒𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝛼𝑖−1, 得 𝑒𝑖的动态

系统

𝑒̇𝑖 = 𝑓𝑖(𝑥̄𝑖) + 𝑔𝑖(𝑥̄𝑖)(𝑒𝑖+1 + 𝛼𝑖) +Δ𝑖 − 𝛼̇𝑖−1. (19)

令 𝛽𝑖(𝑥̄𝑖) = 1/∣𝑔𝑖(𝑥̄𝑖)∣, 选择积分型Lyapunov函

数如下:

𝑉𝑒𝑖 =
w 𝑒𝑖

0
𝜎𝛽𝑖(𝑥̄𝑖−1, 𝜎 + 𝛼𝑖−1)d𝜎, (20)

对𝑉𝑒𝑖沿着式 (19)求导得

𝑉̇𝑒𝑖 =
∂𝑉𝑒𝑖
∂𝑒𝑖

𝑒̇𝑖 +
∂𝑉𝑒𝑖
∂𝑥̄𝑖−1

˙̄𝑥𝑖−1 +
∂𝑉𝑒𝑖
∂𝛼𝑖−1

𝛼̇𝑖−1 =

𝑒𝑖𝛽𝑖(𝑥̄𝑖)𝑒̇𝑖 +
w 𝑒𝑖

0
𝜎
∂𝛽𝑖(𝑥̄𝑖−1, 𝜎 + 𝛼𝑖−1)

∂𝑥̄𝑖−1

˙̄𝑥𝑖−1d𝜎+

w 𝑒𝑖

0
𝜎
∂𝛽𝑖(𝑥̄𝑖−1, 𝜎 + 𝛼𝑖−1)

∂𝛼𝑖−1
𝛼̇𝑖−1d𝜎 =

𝑒𝑖

[
𝛽𝑖(𝑥̄𝑖)𝑓𝑖(𝑥̄𝑖) + 𝛽𝑖(𝑥̄𝑖)𝑔𝑖(𝑥̄𝑖)(𝑒𝑖+1 + 𝛼𝑖)+

𝛽𝑖(𝑥̄𝑖)Δ𝑖 + 𝑒𝑖 ˙̄𝑥
T
𝑖−1

w 1

0
𝜃
∂𝛽𝑖(𝑥̄𝑖−1, 𝜃𝑒𝑖 + 𝛼𝑖−1)

∂𝑥̄𝑖−1
d𝜃−

𝛼̇𝑖−1

w 1

0
𝛽𝑖(𝑥̄𝑖−1, 𝜃𝑒𝑖 + 𝛼𝑖−1)d𝜃

]
. (21)

式中

𝛼𝑖−1 = 𝛼𝑖−1(𝑥̄𝑖−1,
¯̂
𝑊𝑖−1,

¯̂
𝛿𝑖−1, 𝑥̄𝑑𝑖, 𝜁𝑖−1),

¯̂
𝑊𝑖−1 = [𝑊̂T

1 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑊̂T
𝑖−1]

T,

¯̂
𝛿𝑖−1 = [𝛿1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛿𝑖−1]

T.

虚拟控制函数𝛼𝑖−1的导数为

𝛼̇𝑖−1 =

𝑖−1∑
𝑗=1

∂𝛼𝑖−1

∂𝑥𝑗
[𝑓𝑗(𝑥̄𝑗) + 𝑔𝑗(𝑥̄𝑗)𝑥𝑗+1 +Δ𝑗 ] +𝜛𝑖−1. (22)

式中𝜛𝑖−1是可以计算的中间变量,可表示为

𝜛𝑖−1 =

𝑖−1∑
𝑗=1

∂𝛼𝑖−1

∂𝑊̂𝑗

˙̂
𝑊𝑗 +

𝑖−1∑
𝑗=1

∂𝛼𝑖−1

∂𝛿𝑗

˙̂
𝛿𝑗 +

∂𝛼𝑖−1

∂𝑥̄𝑑𝑖
˙̄𝑥𝑑𝑖 +

∂𝛼𝑖−1

∂𝜁𝑖−1
𝜁𝑖−1.

式 (21)可进一步表示为

𝑉̇𝑒𝑖 = 𝑒𝑖𝛽𝑖(𝑥̄𝑖)𝑔𝑖(𝑥̄𝑖)𝑒𝑖+1 + 𝑒𝑖𝛽𝑖(𝑥̄𝑖)𝑔𝑖(𝑥̄𝑖)𝛼𝑖+

𝑒𝑖𝛽𝑖(𝑥̄𝑖)Δ𝑖 + 𝑒𝑖ℎ𝑖(𝑍𝑖). (23)

式中

ℎ𝑖(𝑍𝑖) =

𝛽𝑖(𝑥̄𝑖)𝑓𝑖(𝑥̄𝑖)− 𝛼̇𝑖−1

w 1

0
𝛽𝑖(𝑥̄𝑖−1, 𝜃𝑒𝑖 + 𝛼𝑖−1)d𝜃+

𝑒𝑖 ˙̄𝑥
T
𝑖−1

w 1

0
𝜃
∂𝛽𝑖(𝑥̄𝑖−1, 𝜃𝑒𝑖 + 𝛼𝑖−1)

∂𝑥̄𝑖−1
d𝜃,

𝑍𝑖 =[
𝑥̄T𝑖 , 𝛼𝑖−1,

∂𝛼𝑖−1

∂𝑥1
, ⋅ ⋅ ⋅ , ∂𝛼𝑖−1

∂𝑥𝑖−1)
, 𝜛𝑖−1

]T
∈ Ω𝑍𝑖 ⊂ R2𝑖+1.

将式 (23)和 (7)相对照,不难发现,以下设计过程

可参考 Step 1的设计步骤和方法. 限于篇幅, 这里只

给出主要结果:

设计如下虚拟控制律和自适应律:⎧⎨⎩

𝛼𝑖 = 𝑁(𝜁𝑖)
[
𝑘𝑖𝑒𝑖+ 𝑊̂T

𝑖 𝜉𝑖+ 𝛿𝑖𝜙𝑖
1− exp(−𝜐𝑖𝛿𝑖𝜙𝑖𝑒𝑖)
1+ exp(−𝜐𝑖𝛿𝑖𝜙𝑖𝑒𝑖)

]
,

𝜁𝑖 = 𝑘𝑖𝑒
2
𝑖 + 𝑊̂T

𝑖 𝜉𝑖𝑒𝑖 + 𝑒𝑖𝛿𝑖𝜙𝑖
1− exp(−𝜐𝑖𝛿𝑖𝜙𝑖𝑒𝑖)
1+ exp(−𝜐𝑖𝛿𝑖𝜙𝑖𝑒𝑖)

,

˙̂
𝑊𝑖 = 𝑒𝑖Γ𝑖𝜉𝑖 − 𝜎𝑖Γ𝑖𝑊̂𝑖,

˙̂
𝛿𝑖 = 𝛾𝑖∣𝑒𝑖∣𝜙𝑖 − 𝜏𝑖𝛾𝑖𝛿𝑖.

(24)

式中: 𝑘𝑖 > 0, 𝜐𝑖 > 0, 𝜎𝑖 > 0, 𝜏𝑖 > 0为设计参数; 𝛿𝑖
为未知正常数 𝛿∗𝑖 = max{𝜀∗𝑖 , 𝑝∗𝑖 /𝑔𝑖0}的估计值; 𝜙𝑖(𝑥̄𝑖)

= 1 + 𝜙𝑖(𝑥̄𝑖)为已知光滑函数; Γ𝑖 = ΓT
𝑖 > 0为自适应

增益矩阵; 𝛾𝑖 > 0为自适应增益系数.

定义第 𝑖阶子系统的Lyapunov函数为

𝑉𝑖 = 𝑉𝑒𝑖 +
1

2
𝑊̃T

𝑖 Γ−1
𝑖 𝑊̃𝑖 +

1

2𝛾𝑖
𝛿2𝑖 . (25)

对𝑉𝑖求导,并将虚拟控制律和自适应律 (24)代入,类

似于 Step 1中设计步骤和方法,可得

𝑉𝑖(𝑡) ⩽𝜑𝑖 + 𝑉𝑖(0)+

e−𝐶𝑖1𝑡
w 𝑡

0
[(𝛽𝑖(𝑥̄𝑖)𝑔𝑖(𝑥̄𝑖)𝑁(𝜁𝑖) + 1)e𝐶𝑖1𝜏 ]𝜁𝑖d𝜏+
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e−𝐶𝑖1𝑡
w 𝑡

0
𝑒2𝑖+1e

𝐶𝑖1𝜏d𝜏. (26)

式中

𝜑𝑖 = 𝐶𝑖0/𝐶𝑖1, 𝐶𝑖0 =
𝜎𝑖
2
∥𝑊 ∗

𝑖 ∥2 +
𝜏𝑖
2
∥𝛿∗𝑖 ∥2 +

1

𝜐𝑖
,

𝐶𝑖1 = min
{
2𝑔𝑖0𝑘

∗
𝑖 ,

𝜎𝑖

𝜆max(Γ
−1
𝑖 )

, 𝜏𝑖𝛾𝑖

}
, 𝑘∗𝑖 = 𝑘𝑖 − 1

4
.

类似 Step 1,若状态跟踪误差 𝑒𝑖+1有界,则式 (26)

中的多余项 e−𝐶𝑖1𝑡
w 𝑡

0
𝑒2𝑖+1e

𝐶𝑖1𝜏d𝜏亦有界. 则由引理 2

可知, 𝜁𝑖, 𝑉𝑖(𝑡)及
w 𝑡

0
𝛽𝑖𝑔𝑖𝑁(𝜁𝑖)𝜁𝑖d𝜏在区间 [0, 𝑡𝑓 )上有

界.

经过上述𝑛− 1步设计过程,得到𝑛− 1个期望虚

拟控制𝛼𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1. 根据标准反推控制算法

可设计最终的控制律𝑢 = 𝛼𝑛. 然而,控制器长期频繁

地执行控制任务,极易给系统引入附加的扰动和不确

定性. 因此,本文在前𝑛− 1步反推设计的基础上结合

滑模变结构控制以提高系统的鲁棒性.

Step n 由闭环系统 (1)的第𝑛阶子系统和状态

跟踪误差 𝑒𝑛 = 𝑥𝑛 − 𝛼𝑛−1,有 𝑒𝑛的动态系统

𝑒̇𝑛 = 𝑓𝑛(𝑥) + 𝑔𝑛(𝑥)𝑢+Δ𝑛(𝑡, 𝑥)− 𝛼̇𝑛−1. (27)

定义滑模面 𝑠 = 𝑐1𝑒1 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑐𝑛−1𝑒𝑛−1 + 𝑒𝑛.

选择系数 𝑐1, 𝑐2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐𝑛−1, 使得多项式 𝑝𝑛−1 +

𝑐𝑛−1𝑝
𝑛−2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑐2𝑝+ 𝑐1为Hurwitz稳定.

对 𝑠求导得

𝑠̇ = 𝑓𝑛(𝑥) + 𝑔𝑛(𝑥)𝑢+Δ𝑛 + 𝜓, (28)

式中𝜓 =

𝑛−1∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒̇𝑖 − 𝛼̇𝑛−1.

令 𝛽𝑛(𝑥) = 1/∣𝑔𝑛(𝑥)∣,选择如下积分型Lyapunov

函数:

𝑉𝑠 =
w 𝑠

0
𝜎𝛽𝑛(𝑥̄𝑛−1, 𝜎 + 𝜓1)d𝜎, (29)

式中𝜓1 = 𝛼𝑛−1 −
𝑛−1∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝑒𝑖.

对𝑉𝑠沿着式 (28)求导得

𝑉̇𝑠 =
∂𝑉𝑠
∂𝑠

𝑠̇+
∂𝑉𝑠
∂𝑥̄𝑛−1

˙̄𝑥𝑛−1 +
∂𝑉𝑠
∂𝜓1

𝜓̇1 =

𝑠𝛽𝑛(𝑥)𝑠̇+
w 𝑠

0
𝜎
∂𝛽𝑛(𝑥̄𝑛−1, 𝜎 + 𝜓1)

∂𝑥̄𝑛−1

˙̄𝑥𝑛−1d𝜎+

w 𝑠

0
𝜎
∂𝛽𝑛(𝑥̄𝑛−1, 𝜎 + 𝜓1)

∂𝜓1
𝜓̇1d𝜎. (30)

由𝜓 = −𝜓̇1,
∂𝛽𝑛(𝑥̄𝑛−1, 𝜎 + 𝜓1)

∂𝜎
=
∂𝛽𝑛(𝑥̄𝑛−1, 𝜎 + 𝜓1)

∂𝜓1
,

可得 w 𝑠

0
𝜎
∂𝛽𝑛(𝑥̄𝑛−1, 𝜎 + 𝜓1)

∂𝜓1
𝜓̇1d𝜎 =

− 𝑠𝜓𝛽𝑛(𝑥) + 𝜓
w 𝑠

0
𝛽𝑛(𝑥̄𝑛−1, 𝜎 + 𝜓1)d𝜎, (31)

则式 (30)可进一步表示为

𝑉̇𝑠 =

𝑠[𝛽𝑛(𝑥)𝑓𝑛(𝑥) + 𝛽𝑛(𝑥)𝑔𝑛(𝑥)𝑢+ 𝛽𝑛(𝑥)Δ𝑛+

𝛽𝑛(𝑥)𝜓] + 𝑠2 ˙̄𝑥T𝑛−1

w 1

0
𝜃
∂𝛽𝑛(𝑥̄𝑛−1, 𝜃𝑠+ 𝜓1)

∂𝑥̄𝑛−1
d𝜃−

𝑠𝜓𝛽𝑛(𝑥) + 𝑠𝜓
w 1

0
𝛽𝑛(𝑥̄𝑛−1, 𝜃𝑠+ 𝜓1)d𝜃 =

𝑠𝛽𝑛(𝑥)𝑔𝑛(𝑥)𝑢+ 𝑠𝛽𝑛(𝑥)Δ𝑛 + 𝑠ℎ𝑛(𝑍𝑛). (32)

式中

ℎ𝑛(𝑍𝑛) = 𝛽𝑛(𝑥)𝑓𝑛(𝑥) + 𝜓
w 1

0
𝛽𝑛(𝑥̄𝑛−1, 𝜃𝑠+ 𝜓1)d𝜃+

𝑠 ˙̄𝑥T𝑛−1

w 1

0
𝜃
∂𝛽𝑛(𝑥̄𝑛−1, 𝜃𝑠+ 𝜓1)

∂𝑥̄𝑛−1
d𝜃.

𝑍𝑛 = [𝑥T, 𝑠, 𝜓, 𝜓1]
T ∈ Ω𝑍𝑛 ⊂ R𝑛+3.

在紧集Ω𝑍𝑛
⊂ R𝑛+3上,应用RBF神经网络来逼

近未知非线性函数ℎ𝑛(𝑍𝑛),且由引理 1,令 ∣𝜀𝑛∣ ⩽ 𝜀∗𝑛,

𝜀∗𝑛为未知正常数,并利用假设 1和假设 2,可得

𝑉̇𝑠 ⩽ 𝑠𝛽𝑛(𝑥)𝑔𝑛(𝑥)𝑢+ 𝑠𝑊 ∗T
𝑛 𝜉𝑛(𝑍𝑛)+

∣𝑠∣(𝜀∗𝑛 + 𝑝∗𝑛𝜙𝑛(𝑥)/𝑔𝑛0) ⩽

𝑠𝛽𝑛(𝑥)𝑔𝑛(𝑥)𝑢+ 𝑠𝑊 ∗T
𝑛 𝜉𝑛(𝑍𝑛) + ∣𝑠∣𝛿∗𝑛𝜙𝑛(𝑥).

(33)

式中: 𝛿∗𝑛 = max{𝜀∗𝑛, 𝑝∗𝑛/𝑔𝑛0}为未知的正常数, 𝜙𝑛(𝑥)

= 1 + 𝜙𝑛(𝑥)为已知光滑函数.

定义第𝑛阶子系统的Lyapunov函数为

𝑉𝑛 = 𝑉𝑠 +
1

2
𝑊̃T

𝑛 Γ−1
𝑛 𝑊̃𝑛 +

1

2𝛾𝑛
𝛿2𝑛. (34)

式中: Γ𝑛 = ΓT
𝑛 > 0为自适应增益矩阵, 𝛾𝑛 > 0为自

适应增益系数.

设计如下实际控制律和自适应律:⎧⎨⎩

𝑢 = 𝑁(𝜁𝑛)
[
𝑘𝑛𝑠+𝑊̂

T
𝑛 𝜉𝑛+𝛿𝑛𝜙𝑛

1−exp(−𝜐𝑛𝛿𝑛𝜙𝑛𝑠)
1+exp(−𝜐𝑛𝛿𝑛𝜙𝑛𝑠)

]
,

𝜁𝑛 = 𝑘𝑛𝑠
2 + 𝑊̂T

𝑛 𝜉𝑛𝑠+ 𝑠𝛿𝑛𝜙𝑛
1− exp(−𝜐𝑛𝛿𝑛𝜙𝑛𝑠)
1 + exp(−𝜐𝑛𝛿𝑛𝜙𝑛𝑠)

,

˙̂
𝑊𝑛 = 𝑠Γ𝑛𝜉𝑛 − 𝜎𝑛Γ𝑛𝑊̂𝑛,

˙̂
𝛿𝑛 = 𝛾𝑛∣𝑠∣𝜙𝑛 − 𝜏𝑛𝛾𝑛𝛿𝑛.

(35)

式中: 𝑘𝑛 > 0, 𝜐𝑛 > 0, 𝜎𝑛 > 0, 𝜏𝑛 > 0为设计参数.

对𝑉𝑛求导,并将式 (33)和实际控制律𝑢代入,在

式 (34)右边同时加减 𝜁𝑛,可得

𝑉̇𝑛 ⩽

− 𝑘𝑛𝑠
2 + 𝛽𝑛(𝑥)𝑔𝑛(𝑥)𝑁(𝜁𝑛)𝜁𝑛 + 𝜁𝑛+

∣𝑠∣𝛿𝑛𝜙𝑛 − 𝑠𝛿𝑛𝜙𝑛
1− exp(−𝜐𝑛𝛿𝑛𝜙𝑛𝑠)
1 + exp(−𝜐𝑛𝛿𝑛𝜙𝑛𝑠)

+

𝑊̃T
𝑛 Γ−1

𝑛 (
˙̂
𝑊𝑛 − 𝑠Γ𝑛𝜉𝑛) + 𝛾−1

𝑛 𝛿𝑛(
˙̂
𝛿𝑛 − 𝛾𝑛∣𝑠∣𝜙𝑛). (36)
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将自适应律
˙̂
𝑊𝑛和

˙̂
𝛿𝑛代入式 (36),并由引理 3可得

𝑉̇𝑛 ⩽− 𝑘𝑛𝑠
2 + 𝛽𝑛(𝑥)𝑔𝑛(𝑥)𝑁(𝜁𝑛)𝜁𝑛 + 𝜁𝑛+

1

𝜐𝑛
− 𝜎𝑛𝑊̃

T
𝑛 𝑊̂𝑛 − 𝜏𝑛𝛿𝑛𝛿𝑛. (37)

应用类似Step 1中的Cauchy-Schwarz不等式,可得

𝑉̇𝑛 ⩽

− 𝑘∗𝑛𝑠
2 + 𝛽𝑛(𝑥)𝑔𝑛(𝑥)𝑁(𝜁𝑛)𝜁𝑛 + 𝜁𝑛−

𝜎𝑛
2
∥𝑊̃𝑛∥2 − 𝜏𝑛

2
∥𝛿𝑛∥2 + 𝐶𝑛0 ⩽

− 𝐶𝑛1𝑉𝑛 + 𝐶𝑛0 + (𝛽𝑛(𝑥)𝑔𝑛(𝑥)𝑁(𝜁𝑛) + 1)𝜁𝑛. (38)

式中: 𝑘∗𝑛, 𝐶𝑛0, 𝐶𝑛1为正常数,定义如下:

𝑘∗𝑛 := 𝑘𝑛, 𝐶𝑛0 :=
𝜎𝑛
2
∥𝑊 ∗

𝑛∥2 +
𝜏𝑛
2
∥𝛿∗𝑛∥2 +

1

𝜐𝑛
,

𝐶𝑛1 := min
{
2𝑔𝑛0𝑘

∗
𝑛,

𝜎𝑛

𝜆max(Γ
−1
𝑛 )

, 𝜏𝑛𝛾𝑛

}
.

定义𝜑𝑛 := 𝐶𝑛0/𝐶𝑛1, 对式 (38)两边同乘 e𝐶𝑛1𝑡,

再对 𝑡积分得

𝑉𝑛(𝑡) ⩽

𝜑𝑛 + [𝑉𝑛(0)− 𝜑𝑛]e
−𝐶𝑛1𝑡+

e−𝐶𝑛1𝑡
w 𝑡

0
[(𝛽𝑛(𝑥)𝑔𝑛(𝑥)𝑁(𝜁𝑛) + 1)e𝐶𝑛1𝜏 ]𝜁𝑛d𝜏 ⩽

𝜑𝑛 + 𝑉𝑛(0)+

e−𝐶𝑛1𝑡
w 𝑡

0
[(𝛽𝑛(𝑥)𝑔𝑛(𝑥)𝑁(𝜁𝑛) + 1)e𝐶𝑛1𝜏 ]𝜁𝑛d𝜏. (39)

将式 (39)应用引理 2可知, 𝜉𝑛, 𝑉𝑛(𝑡)在区间 [0, 𝑡𝑓 )上

有界,则 𝑠, 𝑊̃𝑛, 𝛿𝑛在区间 [0, 𝑡𝑓 )上半全局一致终结有

界.由 𝑠有界,则 𝑒𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)均有界;由 𝑒𝑛有界,

则式 (26)中的多余项 e−𝐶𝑛−1,1𝑡
w 𝑡

0
𝑒2𝑛e

𝐶𝑛−1,1𝜏d𝜏亦有

界. 因此,如此应用引理 2,向前 (𝑛 − 1)次可知, 𝑉𝑖(𝑡),

𝑒𝑖, 𝑊̃𝑖, 𝛿𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛 − 1)在区间 [0, 𝑡𝑓 )均为半全

局一致终结有界.

基于以上设计过程,可以提出如下定理:

定定定理理理 1 在假设 1∼假设 3的条件下, 考虑一类

具有未知控制增益函数及符号的不确定非线性系

统 (1), 对于给定的有界初始条件, 基于反推滑模设

计方法, 设计鲁棒自适应神经网络控制律和自适应

律 (11), (24)和 (35), 使得闭环系统所有信号半全局

一致终结有界, 并且对于任意给定的𝜅 > 0和选择

适当的设计参数, 跟踪误差最终收敛到 lim
𝑡→∞

∣𝑒∣ ⩽
𝜅, 向量𝑍 = [𝑍T

1 , 𝑍
T
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑍T

𝑛 ]收敛到紧集Ω𝑍 =

Ω𝑍1

∪
Ω𝑍2

∪
⋅ ⋅ ⋅

∪
Ω𝑍𝑁

:=
{
𝑍 ∣ ∣𝑒𝑖∣ ⩽ 𝜌𝑖, ∣𝑠∣ ⩽ 𝜌𝑛,

∥𝑊̃𝑖∥2 ⩽ 2𝐶𝑖

𝜆min(Γ
−1
𝑖 )

, ∥𝛿𝑖∥2 ⩽ 2𝛾𝑖𝐶𝑖, 𝑥̄𝑑𝑖 ∈ Ω𝑑𝑖

}
. 其

中 𝜌𝑖 > 0, 𝐶𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,依赖于初始条件且

可通过选择适当的设计参数进行调节.

证证证明明明 由式 (39)应用引理 2可知, 存在上界 𝑐𝛽𝑛

为

w 𝑡

0
∣𝛽𝑛(𝑥)𝑔𝑛(𝑥)𝑁(𝜁𝑛) + 1∣𝜁𝑛e−𝐶𝑛1(𝑡−𝜏)d𝜏 ⩽ 𝑐𝛽𝑛 .

(40)

由式 (39)和 (40)可得
1

2𝑔𝑛1
𝑠2 ⩽ 𝑉𝑛(𝑡) ⩽ 𝜑𝑛 + 𝑐𝛽𝑛

+ 𝑉𝑛(0) = 𝐶𝑛, (41)

∥𝑊̃𝑛∥2 ⩽ 2𝐶𝑛

𝜆min(Γ
−1
𝑛 )

, ∥𝛿𝑛∥2 ⩽ 2𝛾𝑛𝐶𝑛. (42)

由式 (41)和 (42)可知𝑉𝑛(𝑡)有界, 则 𝑠, 𝑊̃𝑛, 𝛿𝑛有

界. 由 𝑠有界,则 𝑒𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)均有界,定义上界

𝑐𝛽𝑖为 w 𝑡

0
∣𝛽𝑖(𝑥̄𝑖)𝑔𝑖(𝑥̄𝑖)𝑁(𝜁𝑖) + 1∣𝜁𝑖e−𝐶𝑖1(𝑡−𝜏)d𝜏+w 𝑡

0
∣𝑒2𝑖+1∣e−𝐶𝑖1(𝑡−𝜏)d𝜏 ⩽ 𝑐𝛽𝑖 . (43)

由式 (25), (26)和 (43)可得
1

2𝑔𝑖1
𝑒2𝑖 ⩽ 𝑉𝑖(𝑡) ⩽ 𝜑𝑖 + 𝑐𝛽𝑖

+ 𝑉𝑖(0) = 𝐶𝑖, (44)

∥𝑊̃𝑖∥2 ⩽ 2𝐶𝑖

𝜆min(Γ
−1
𝑖 )

, ∥𝛿𝑖∥2 ⩽ 2𝛾𝑖𝐶𝑖. (45)

由式 (44)和 (45)可知𝑉𝑖, 𝑊̂𝑖, 𝛿𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛 −
1)有界.

令 𝜌𝑖 =
√

2𝑔𝑖1(𝜑𝑖 + 𝑐𝛽𝑖 + 𝑉𝑖(0)) =
√
2𝑔𝑖1𝐶𝑖, 𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,则有 ∣𝑒𝑖∣ ⩽ 𝜌𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1, ∣𝑠∣ ⩽ 𝜌𝑛.

由 𝑒1 = 𝑥1 − 𝑦𝑑和 𝑦𝑑有界, 可知状态𝑥1有界,

根据式 (11)可知𝛼1为有界信号 𝑒1, 𝑊̂1, 𝛿1的函数, 则

𝛼1有界; 又根据式 𝑒2 = 𝑥2 − 𝛼1有界, 可知状态𝑥2

有界,以此类推,闭环系统所有状态均有界.

由式 (4), (6)和 (44)可得

𝑒21 ⩽ 2𝑔11
w 𝑒1

0
𝜎𝛽1(𝜎 + 𝑦𝑑)d𝜎 ⩽ 2𝑔11𝑉1 ⩽ 2𝑔11𝐶1.

(46)

注意到 𝑘𝑖, 𝜐𝑖, 𝜎𝑖,Γ𝑖, 𝜏𝑖和Γ𝑖为给定的设计参数,

因此对于任意给定的𝜅 > 0,可以通过选择适当的设

计参数使得对于所有 𝑡 ⩾ 𝑡0 + 𝑇 和正常数𝑇 ,跟踪误

差 𝑒 = 𝑦 − 𝑦𝑑 = 𝑥1 − 𝑦𝑑 = 𝑒1满足 lim
𝑡→∞

∣𝑒∣ ⩽ 𝜅. 2
4 仿仿仿真真真算算算例例例

考虑如下不确定非线性系统:⎧⎨⎩
𝑥̇1 = 𝑥1e

−0.5𝑥1 + (1 + 𝑥21)𝑥2 + 0.7𝑥21 sin(1.5𝑡),

𝑥̇2 = 𝑥1𝑥
2
2 + [3 + cos(𝑥1𝑥2)]𝑢+ 0.5(𝑥21 + 𝑥22) sin

3 𝑡,

𝑦 = 𝑥1.

仿真中选取径向基函数为如下的高斯函数:

𝜉𝑖(𝑍) = e−(𝑍−𝜇𝑖)
T(𝑍−𝜇𝑖)/𝜂

2
𝑖 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙.

径向基函数中心和宽度的选择极大地影响自适

应神经网络控制器的性能,已知均匀分布在R𝑛维空

间的规则网格的高斯径向基函数能够充分逼近紧解

上的光滑函数[14].因此,仿真中选择RBF神经网络为:
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𝑊̂T
1 𝜉1(𝑍1)包含 𝑙1 = 27个节点, 中心𝜇𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑙1)均匀分布于 [−4, 4] × [−4, 4] × [−4, 4], 宽度 𝜂𝑖 =

2(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙1); 𝑊̂T
2 𝜉2(𝑍2)包含 𝑙2 = 243个节点,

中心𝜇𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙2)均匀分布于 [−4, 4]× [−4, 4]×
[−4, 4]× [−6, 6]× [−6, 6],宽度 𝜂𝑖 = 2(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙2).

系统参考轨迹 𝑦𝑑 = 0.5[sin 𝑡 + sin(0.5𝑡)], 初始

状态𝑥0 = [0, 0]T. 选择系统设计参数Γ1 = Γ2 =

diag[0.2], 𝛾1 = 𝛾2 = 0.2, 𝜎1 = 𝜎2 = 𝜏1 = 𝜏2 = 0.5,

𝑘1 = 𝑘2 = 1, 𝜐1 = 𝜐2 = 10, 𝑐1 = 2.5, 神经网

络权值初值 𝑊̂1(0), 𝑊̂2(0)和自适应参数初值 𝛿1(0),

𝛿2(0), 𝜁1(0), 𝜁2(0)在区间 [−0.5, 0.5]随机选取. 仿真结

果如图 1∼图 5所示. 图 1为状态变量𝑥1, 𝑥2和跟踪误

差 𝑒有界轨迹,可以看出,当 𝑡 = 2 s左右时,跟踪误差
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图 1 状态变量𝒙1, 𝒙2和跟踪误差𝒆
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图 3 神经网络权值范数∥𝑾̂1∥和∥𝑾̂2∥
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图 4 自适应参数 𝜹1和 𝜹2
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图 5 自适应参数 𝜻1, 𝜻2和Nussbaum增益𝑵(𝜻1),𝑵(𝜻2)

达到稳态收敛, 且稳态跟踪误差较小, 达到了良好的

跟踪效果.图 2为控制输入有界轨迹. 图 3和图 4分别

为神经网络权值范数 ∥𝑊̂1∥, ∥𝑊̂2∥和自适应参数 𝛿1,

𝛿2有界轨迹. 图 5为自适应参数 𝜁1, 𝜁2和Nussbaum

增益𝑁(𝜁1),𝑁(𝜁2)的有界轨迹.

5 结结结 论论论

本文基于反推滑模设计方法, 研究了一类具有

未知控制增益函数及符号的不确定非线性系统自适

应神经网络鲁棒跟踪问题. 结合Nussbaum增益技术

和神经网络逼近能力处理未知控制增益函数及符号,

应用积分型Lyapunov函数避免了控制器奇异性问题,

并通过引入神经网络逼近误差和不确定干扰上界的

自适应补偿项消除建模误差和不确定干扰的影响.仿

真结果表明,本文所提控制方法对未知非线性和不确

定干扰具有鲁棒性, 通过选择适当的设计参数, 跟踪

误差可收敛到原点附近的一个小领域内.
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