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摘 要: 研究 𝛿算子系统滑模变结构控制的综合问题.首先,利用线性矩阵不等式方法给出了切换面存在的充分条

件,分析了 𝛿算子变结构控制系统的到达条件,将连续系统和离散系统统一到 𝛿算子系统.基于指数趋近律,给出滑模

变结构控制一般方法. 其次,给出一类 𝛿算子不确定系统的滑模控制器设计,分析了准滑动模态的渐近稳定性,使得

系统具有良好的动态性能.最后,用一个仿真实例说明在采样周期取值非常小的前提下,该方法设计的滑模变结构控

制仍具有可行性和有效性.
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Abstract: The synthesis problem of designing sliding mode variable structure control(VSC) is considered for Delta operator

systems. First of all, a sufficient condition for the existence of linear sliding surface in terms of linear matrix inequality(LMI)

approach is given, and the proposed approach brings previous related conclusions of continuous systems and discrete-time

systems into unified Delta operator systems. Sliding mode VSC strategy for Delta operator systems is obtained by employing

exponential reaching law. Then, variable structure controller for a class of uncertain Delta operator systems with internal

parameter perturbation and external disturbance is designed, and the asymptotic stability of quasi-sliding mode is proved.

Good dynamic properties can be obtained at the same time. Finally, under the premise of the very small sampling period, the

simulation result shows the feasibility and effectiveness of the proposed approach.
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1 引引引 言言言

𝛿算子是一种新离散化方法,可统一描述连续时

间系统和离散时间系统[1]. 𝛿算子采样周期是显式参

数,便于观察和分析,在有限字长特性、系数灵敏度等

方面具有良好的数字特性[2]. 当采样周期趋于零时,

𝛿算子系统模型趋于相应的连续时间系统. 𝛿算子理

论在自动控制和信号处理等领域取得了许多成果[3-4].

滑模变结构控制是一种非线性反馈控制,在一定

条件下对系统内部参数摄动和外部干扰均具有完全

鲁棒性. 滑模变结构控制的理论取得了很大进展,所

研究领域已涉及离散系统[5]、滞后随机系统[6]、混沌

系统[7]等复杂系统. 同时, 变结构控制广泛应用于卫

星姿态控制[8]、经济系统[9]等实际问题. 趋近律方法

是设计滑模变结构控制的常用方法, 文献 [5]给出了

设计离散变结构控制的指数趋近律方法, 实现简单,

鲁棒性强; [10]修正了 [5]的离散趋近律; [11]给出了

比例-等速-变速控制的趋近律,理论分析系统最终稳

定于原点, 但进入切换带之前抖振幅度较大; [12]采
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取指数趋近律系数为时变参数, 提出了两个改进方

案; [13]给出了离散时变趋近律, 改善了系统动态品

质. 基于 𝛿算子控制理论和滑模变结构控制的研究

已经取得了一些成果: [14]研究了单输入 𝛿算子系统

变结构控制; [15]给出了有关 𝛿算子系统的控制理论

和𝐻∞控制; [16]设计了 𝛿算子系统的全程滑模变结

构控制; [17]研究了 𝛿算子系统滑模变结构控制的状

态观测器设计问题.

本文研究了一类含有系统内部参数摄动和外部

干扰的 𝛿算子滑模变结构控制系统综合问题. 首先,

利用LMI方法给出了 𝛿算子滑模变结构控制系统切

换面存在的充分条件,并分析了 𝛿算子滑模变结构控

制系统的到达条件.基于 𝛿算子滑模变结构控制系统

的指数趋近律,给出了滑模变结构控制设计的一般方

法. 其次,给出了 𝛿算子不确定系统滑模控制器设计,

分析了系统准滑动模态的渐近稳定性,有效地削弱了

系统抖振,改善了系统动态品质. 最后,用一个仿真实

例说明了在采样周期取值非常小的前提下,该方法设

计的滑模变结构控制没有引起病态问题,仍然是有效

的.

2 𝜹算算算子子子系系系统统统描描描述述述及及及准准准备备备知知知识识识

𝛿算子也称增量差分算子,定义如下:

𝛿𝑥(𝑡) =

⎧⎨⎩
d

d𝑡
𝑥(𝑡), 𝑇 = 0;

𝑥(𝑡+ 𝑇 )− 𝑥(𝑡)

𝑇
, 𝑇 ∕= 0.

其中: 𝑇 为采样周期, 𝑇 = 0时为连续系统, 𝑇 ∕= 0时

为离散系统. 𝛿算子将连续系统和离散系统统一起来.

在控制理论中, 𝛿算子又称Euler算子,定义如下:

𝛿 =
𝑞 − 1

𝑇
,

其中 𝑞为前向移位算子,即 𝑞𝑥(𝑘) = 𝑥(𝑘 + 1).

考虑如下 𝛿算子不确定系统:

𝛿𝑥̄(𝑘) = (𝐴+Δ𝐴(𝑘))𝑥̄(𝑘) + 𝐵̄(𝑢(𝑘) + 𝑑(𝑘)). (1)

其中: 𝑥̄(𝑘) ∈ R𝑛为状态向量; 𝑢(𝑘) ∈ R𝑚为控制输入;

𝑑(𝑘) ∈ R𝑚为外部干扰; 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵̄ ∈ R𝑛×𝑚为常值

矩阵; Δ𝐴(𝑘) ∈ R𝑛×𝑛为非匹配系统内部参数摄动.

规定: 𝑃 ⩾ 𝑄,其中𝑃 = (𝑝𝑖𝑗)𝑚×𝑛, 𝑄 = (𝑞𝑖𝑗)𝑚×𝑛,

表示 𝑝𝑖𝑗 ⩾ 𝑞𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
假假假设设设 1 (𝐴 𝐵̄)可控, rank(𝐵̄) = 𝑚 < 𝑛.

假假假设设设 2 外部干扰 𝑑(𝑘)有界,即存在𝑀 > 0,使

得 ∥𝑑(𝑘)∥ < 𝑀 . 若无特别说明, ∥ ∗ ∥表示 ∗的 2-范数.

假假假设设设 3 非匹配项Δ𝐴(𝑘)有界, 满足Δ𝐴(𝑘) =

𝐸̄𝐹 (𝑘)𝐺̄. 其中: 𝐹 (𝑘) ∈ Γ = {𝐹 (𝑘)∣ 𝐹T(𝑘)𝐹 (𝑘) ⩽ 𝐼},
𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐼为𝑛× 𝑛维单位矩阵; 𝐸̄, 𝐺̄为适维常值

矩阵. 假定所有元素Lebesgue可测,且矩阵𝐴满秩.

由假设 1知, 存在非奇异矩阵𝐻 , 使得𝐻𝐵̄ = 𝐵

= [0(𝑛−𝑚)×𝑚 𝐵𝑚]T,其中 rank(𝐵𝑚) = 𝑚. 利用非奇异

变换𝑥(𝑘) = 𝐻𝑥̄(𝑘),系统 (1)可化为

𝛿𝑥(𝑘) = 𝐴𝑥(𝑘) +𝐵𝑢(𝑘) + 𝑔(𝑘). (2)

其中: 𝑔(𝑘) ≜ Δ𝐴(𝑘)𝑥(𝑘) +𝐵𝑑(𝑘)为不确定项,而

𝛿𝑥(𝑘) =

[
𝛿𝑥1(𝑘)

𝛿𝑥2(𝑘)

]
, 𝑥(𝑘) =

[
𝑥1(𝑘)

𝑥2(𝑘)

]
,

𝐴 = 𝐻𝐴𝐻−1 =

[
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22

]
, 𝐵 =

[
0(𝑛−𝑚)×𝑚

𝐵𝑚

]
,

Δ𝐴(𝑘) = 𝐻Δ𝐴(𝑘)𝐻−1 =

[
Δ𝐴11(𝑘) Δ𝐴12(𝑘)

Δ𝐴21(𝑘) Δ𝐴22(𝑘)

]
.

令𝐸 = 𝐻𝐸̄,𝐺 = 𝐺̄𝐻−1,有

Δ𝐴 = 𝐸𝐹 (𝑘)𝐺, 𝐹T(𝑘)𝐹 (𝑘) ⩽ 𝐼.

系统 (2)的标称系统如下:

𝛿𝑥(𝑘) = 𝐴𝑥(𝑘) +𝐵𝑢(𝑘). (3)

引引引理理理 1 (PBH判据[2]) 系统 (3)可控的充分必要

条件是, ∀𝑠 ∈ C,且 𝑠为有限数, C为复数域,有

rank(𝑠𝐼 −𝐴 𝐵) = 𝑛.

引引引理理理 2 (Lyapunov间接法[2]) 𝛿算子线性时不

变系统 𝛿𝑥(𝑘) = 𝐴𝑥(𝑘)渐近稳定的充分必要条件是,

所有极点在以 (−1/𝑇 , j0)为圆心, 以 1/𝑇 为半径的左

复平面的稳定圆域𝐷𝛿内.

引引引理理理 3 (Lyapunov方程[15]) 系统 𝛿𝑥(𝑘)=𝐴𝑥(𝑘)

渐近稳定的充分必要条件是, 对给定的任一个对称

正定矩阵𝑄, 都存在唯一的对称正定矩阵𝑃 , 满足如

下Lyapunov方程:

𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴+ 𝑇𝐴T𝑃𝐴+𝑄 = 0. (4)

引引引理理理 4 (Lyapunov直接法[15]) 𝛿算子非线性系

统 𝛿𝑥(𝑘) = 𝑓(𝑥(𝑘)), 其中 𝑓(0) = 0. 若存在正定函数

𝑉 (𝑥(𝑘)),对任意𝑥(𝑘)满足

𝛿𝑉 (𝑥(𝑘)) =
𝑉 (𝑥(𝑘 + 1))− 𝑉 (𝑥(𝑘))

𝑇
< 0, (5)

则系统平衡态渐近稳定.

引引引理理理 5 (Schur补引理[18]) 假设 (𝑛+𝑚)维对称

矩阵𝐹 的分块表示为

𝐹 =

[
𝐴 𝐵T

𝐵 𝐶

]
.

其中: 𝐴 = 𝐴T ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑚×𝑛, 𝐶 = 𝐶T ∈ R𝑚×𝑚.

若𝐶非奇异,则𝐹 < 0的充分必要条件是𝐶 < 0, 𝐴 −
𝐵T𝐶−1𝐵 < 0; 若𝐴非奇异, 则𝐹 < 0的充分必要条

件是𝐴 < 0, 𝐶 −𝐵T𝐴−1𝐵 < 0.

3 滑滑滑模模模变变变结结结构构构控控控制制制综综综合合合问问问题题题

𝛿算子系统的滑模变结构控制设计可分为两步:

1)选取切换函数 𝑠(𝑘),使系统在切换带内的准滑动模
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态渐近稳定; 2) 设计合适的滑模变结构控制律𝑢(𝑘),

保证从任意初始状态出发的系统运动轨线均能在有

限时间内到达切换带内.

3.1 切切切换换换函函函数数数选选选取取取

在连续时间系统中,切换函数一般选取为

𝑠(𝑥, 𝑡) =
( d

d𝑡
+ 𝜆

)
𝑥̃, 𝜆 > 0,

其中 𝑥̃可以是误差向量或状态分量等. 通常取𝑛 = 2,

𝑠(𝑥, 𝑡) = ˙̃𝑥 + 𝜆𝑥̃. 考虑标称系统 (3)的滑模变结构控

制,相应地,可选取切换函数

𝑠(𝑘) = 𝐶𝑥(𝑘) = 𝐶𝑚𝑥1(𝑘) + 𝑥2(𝑘). (6)

其中: 𝐶 = [𝐶𝑚 𝐼(𝑚×𝑚)], 𝐶𝑚 ∈ R𝑚×(𝑛−𝑚). 切换面共

有𝑚个,下面给出 𝛿算子滑模变结构控制系统的准滑

动模态定义.

设切换面𝑆 = {𝑥(𝑘)∣ 𝐶𝑚𝑥1(𝑘) + 𝑥2(𝑘) = 0};切
换带𝑆Δ = {𝑥(𝑘)∣ ∥𝐶𝑚𝑥1(𝑘) + 𝑥2(𝑘)∥ < Δ}.

定定定义义义 1 从任意初态出发的系统运动轨线, 或

者于有限时间内到达切换面, 并在其上滑动,称之为

理想准滑动模态; 或者于有限时间内到达切换带,并

在其内运动,来回穿越切换面, 称之为非理想准滑动

模态. 其数学表示: 存在正整数𝑁 ,当 𝑘 > 𝑁时,有⎧⎨⎩ ∥𝐶𝑚𝑥1(𝑘) + 𝑥2(𝑘)∥ < Δ,

sgn𝛿𝑠(𝑘) = −sgn𝑠(𝑘).

由切换面方程知, 𝑥2(𝑘) = −𝐶𝑚𝑥1(𝑘),得

𝛿𝑥1(𝑘) = (𝐴11 −𝐴12𝐶𝑚)𝑥1(𝑘) ≜ 𝐴̊𝑥1(𝑘). (7)

引引引理理理 6 若 (𝐴 𝐵̄)可控,则 (𝐴11 𝐴12)可控.

证证证明明明 由引理 1知, ∀𝜆 ∈ C,且𝜆有限,只需证明

rank(𝜆𝐼 −𝐴11 𝐴12) = 𝑛−𝑚.

由 (𝐴 𝐵̄)可控知, rank(𝜆𝐼 −𝐴 𝐵̄) = 𝑛,而

rank(𝜆𝐼 −𝐴 𝐵̄) =

rank(𝜆𝐼 −𝐻𝐴𝐻−1 𝐻𝐵̄) =

rank

[
𝜆𝐼𝑛−𝑚 −𝐴11 −𝐴12 0

−𝐴21 𝜆𝐼𝑚 −𝐴22 𝐵𝑚

]
=

rank(𝜆𝐼𝑛−𝑚 −𝐴11 𝐴12) +𝑚.

所以, rank(𝜆𝐼 −𝐴11 𝐴12) = 𝑛−𝑚. 2
这表明选择合适的𝐶,可使得系统 (7)渐近稳定.

利用LMI方法, 给出满足极点配置要求的稳定切换

面.

定定定理理理 1 系统 (7)的极点全部配置到给定稳定

圆域𝐷𝛿的充分条件是, 存在对称正定矩阵𝑃 和一般

矩阵𝑂,满足下面的LMI:[
−𝑃 𝐴̊

T

12

𝐴̊12 − 𝑃

]
< 0, (8)

其中 𝐴̊12 ≜ 𝑇 2𝐴11𝑃 − 𝑇 2𝐴12𝑂+ (𝑇 + 1)𝑃 . 所求的切

换面参数矩阵𝐶 = 𝑂𝑃−1.

证证证明明明 给定稳定圆域𝐷𝛿在以 (−1/𝑇 , j0)为圆心,

以 1/𝑇 为半径的左复平面内的圆盘内.化简

𝐴̊+
1

𝑇
𝐼

1

𝑇

= 𝑇𝐴̊+ 𝐼,

其中 𝐴̊由式 (7)给出.而Lyapunov方程 (4)等价于

(𝑇𝐴T + 𝐼)𝑃 (𝑇𝐴+ 𝐼)− 𝑃 + 𝑇𝑄 = 0. (9)

由引理 2,引理 3知,将式 (9)中的𝐴替换为𝑇𝐴̊+ 𝐼 ,要

保证系统 (7)的所有极点位于稳定圆域𝐷𝛿内,须满足

[𝑇 (𝑇𝐴̊+ 𝐼)T + 𝐼]𝑃 [𝑇 (𝑇𝐴̊+ 𝐼) + 𝐼]− 𝑃 < 0. (10)

因𝑃 对称正定,由Schur补引理,得[
−𝑃−1 [𝑇 2𝐴̊+ (𝑇 + 1)𝐼]T

𝑇 2𝐴̊+ (𝑇 + 1)𝐼 − 𝑃

]
< 0. (11)

用矩阵

[
𝑃 0

0 𝐼

]
左、右乘式 (11),可得[

−𝑃 (𝑇 2𝐴̊𝑃 )T + (𝑇 + 1)𝑃

𝑇 2𝐴̊𝑃 + (𝑇 + 1)𝑃 − 𝑃

]
< 0.

(12)

令𝑂 = 𝐶𝑃 ,即得式 (8),定理 1得证. 2
3.2 到到到达达达条条条件件件分分分析析析

连续滑模变结构控制系统基于不等式形式的到

达条件一般为 𝑠̇T(𝑡)𝑠(𝑡) < 0,由文献 [5]分析,将连续

系统离散化后,此到达条件不能保证系统准滑动模态

具有良好的动态品质,于是给出了基于等式形式的指

数趋近律到达条件:

𝑠(𝑘 + 1) = (1− 𝜇𝑇 )𝑠(𝑘)− 𝜀𝑇 sgn𝑠(𝑘). (13)

其中: 𝜀 > 0, 0 < 𝜇𝑇 < 1. 本文从统一描述形式角度考

虑,给出 𝛿算子滑模变结构控制系统的到达条件.

定定定理理理 2 对于系统 (3), 选取切换函数 (6), 若采

用

𝑢(𝑘) =

⎧⎨⎩𝑢+(𝑘), 𝑠(𝑘) > 0;

𝑢−(𝑘), 𝑠(𝑘) < 0.

这里𝑢+(𝑘) ∕= 𝑢−(𝑘). 则系统 (3)平衡态渐近稳定的充

分条件是

𝛿𝑠T(𝑘)𝑠(𝑘) < −𝑇

2
∥𝛿𝑠(𝑘)∥2. (14)

证证证明明明 选取正定函数

𝑉 (𝑥(𝑘)) = 𝑠T(𝑘)𝑠(𝑘),

𝑠T(𝑘 + 1)𝑠(𝑘 + 1) =

(𝑇𝛿𝑠(𝑘) + 𝑠(𝑘))T(𝑇𝛿𝑠(𝑘) + 𝑠(𝑘)) =

[𝐼 𝐼]

[
𝑇𝛿𝑠T(𝑘)

𝑠T(𝑘)

]
[𝑇𝛿𝑠(𝑘) 𝑠(𝑘)]

[
𝐼

𝐼

]
=
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[𝐼 𝐼]

[
𝑇 2𝛿𝑠T(𝑘)𝛿𝑠(𝑘) 𝑇𝛿𝑠T(𝑘)𝑠(𝑘)

𝑇𝑠T(𝑘)𝛿𝑠(𝑘) 𝑠T(𝑘)𝑠(𝑘)

][
𝐼

𝐼

]
=

𝑇 2𝛿𝑠T(𝑘)𝛿𝑠(𝑘) + 𝑇𝛿𝑠T(𝑘)𝑠(𝑘) +

𝑇𝑠T(𝑘)𝛿𝑠(𝑘) + 𝑠T(𝑘)𝑠(𝑘).

由于

(𝛿𝑠T(𝑘)𝑠(𝑘))T = 𝑠T(𝑘)𝛿𝑠(𝑘) = 𝛿𝑠T(𝑘)𝑠(𝑘),

则

𝛿𝑉 (𝑥(𝑘)) =
𝑉 (𝑥(𝑘 + 1))− 𝑉 (𝑥(𝑘))

𝑇
=

𝑇∥𝛿𝑠(𝑘)∥2 + 2𝛿𝑠T(𝑘)𝑠(𝑘).

由式 (14)及以上分析, 可得 𝛿𝑉 (𝑥(𝑘)) < 0. 由引理 4

知,系统 (3)平衡态渐近稳定. 2
注注注 1 若𝑇 = 0,此时 𝛿𝑠(𝑘) = 𝑠̇(𝑡),式 (14)即为

连续滑模变结构控制系统的到达条件 𝑠̇T(𝑡)𝑠(𝑡) < 0.

注注注 2 若𝑇 ∕= 0, 将 𝛿 = (𝑞 − 1)/𝑇 代入式 (14),

得移位算子 𝑞满足 ∣𝑞∣ < 1,进一步可得离散滑模变结

构控制系统的到达条件 ∥𝑠(𝑘 + 1)∥ < ∥𝑠(𝑘)∥.
推推推论论论 1 在定理 2的条件下, 系统 (3)平衡态渐

近稳定的充分条件是

𝛿𝑠T(𝑘)𝑠(𝑘) < − (1− 𝑞)2

2𝑇
∥𝑠(𝑘)∥2. (15)

其中: 𝑞为移位算子, ∣𝑞∣ < 1. 式 (15)称为 𝛿算子滑模

变结构控制系统的到达条件.

证证证明明明 因 ∥𝛿𝑠(𝑘)∥2 =
(𝑞 − 1

𝑇

)2

∥𝑠(𝑘)∥2, 可得式

(14)等价于式 (15). 由 ∣𝑞∣ < 1和定理 2知,若式 (15)成

立,则可保证系统 (3)平衡态渐近稳定. 2
3.3 趋趋趋近近近律律律设设设计计计

趋近律是一种期望的滑模动态轨线,自身不应有

抖振. 由于系统中存在着各种不确定性,这种理想滑

动模态无法实现,总会产生以抖振为主要特征的准滑

动模态. 趋近律设计应满足变结构控制系统的到达条

件.因此它必须满足: 1)有限时间可达切换面; 2)趋近

切换面. 根据式 (13),给出 𝛿算子系统的指数趋近律

𝛿𝑠(𝑘) = −𝜇𝑠(𝑘)− 𝜀sgn𝑠(𝑘). (16)

要求𝜇𝑇 < 1, 保证任意运动轨线首先趋近于切换面,

然后转为准滑动模态. 切换带带宽Δ = 𝜀𝑇 , 𝑇 越小,

趋近速度 𝛿𝑠(𝑘)∣𝑠(𝑘)≈0 = 𝜀越小,切换带带宽Δ越小.

3.4 滑滑滑模模模控控控制制制器器器设设设计计计

定定定理理理 3 若 (𝐴11 𝐴12)可控,则存在控制𝑢(𝑘) =

𝐿1𝑥1(𝑘) + 𝐿2𝑥2(𝑘),使得系统 (3)平衡态渐近稳定.

证证证明明明 (𝐴11 𝐴12)可控,存在𝐾1 ∈ R𝑚×(𝑛−𝑚),得

𝜎(𝐴11 +𝐴12𝐾1) ⊂ 𝐷𝛿, (17)

其中𝜎(∗)表示矩阵 ∗的特征值集合. 令 𝑧(𝑘) = 𝑥2(𝑘)

−𝐾1𝑥1(𝑘),则系统 (3)可化为

[
𝛿𝑥1(𝑘)

𝛿𝑧(𝑘)

]
=[

𝐴11 +𝐴12𝐾1 𝐴12

𝐴̊21 𝐴̊22

][
𝑥1(𝑘)

𝑧(𝑘)

]
+𝐵𝑚𝑢(𝑘). (18)

𝐴̊21 ≜ 𝐴21 +𝐴22𝐾1 −𝐾1𝐴11 −𝐾1𝐴12𝐾1,

𝐴̊22 ≜ 𝐴22 −𝐾1𝐴12.

设矩阵𝐾2的所有特征值均落入𝐷𝛿内.取控制

𝑢(𝑘) = −𝐵−1
𝑚 [𝐴̊21𝑥1(𝑘) + (𝐴̊22 −𝐾2)𝑧(𝑘)] =

−𝐵−1
𝑚 (𝐴21 −𝐾1𝐴11 +𝐾2𝐾1)𝑥1(𝑘)−

𝐵−1
𝑚 (𝐴22 −𝐾1𝐴12 −𝐾2)𝑥2(𝑘). (19)

将式 (19)代入 (18),得

𝛿𝑧(𝑘) = 𝐾2𝑧(𝑘). (20)

由式 (17), (20)知,当 𝑘 → +∞时, 𝑥1(𝑘) → 0, 𝑧(𝑘) →
0, 𝑥2(𝑘) = 𝑧(𝑘) +𝐾1𝑥1(𝑘) → 0.

令

𝐿1 = 𝐴21 −𝐾1𝐴11 +𝐾2𝐾1,

𝐿2 = 𝐴22 −𝐾1𝐴12 −𝐾2,

则在控制𝑢(𝑘) = 𝐿1𝑥1(𝑘) + 𝐿2𝑥2(𝑘)作用下, 系统

(3)平衡态渐近稳定. 2
定定定理理理 4 对于系统 (3), 若 (𝐴11 𝐴12)可控, 选取

切换函数 (6),则存在变结构控制律

𝑢 =−𝐵−1
𝑚 [(𝐶𝑚𝐴11 +𝐴21)𝑥1(𝑘)+

(𝐶𝑚𝐴12 +𝐴22)𝑥2(𝑘) + 𝜇𝑠(𝑘) + 𝜀sgn𝑠(𝑘)], (21)

使得系统 (3)在有限时间内到达切换带实现滑模运

动.

证证证明明明 将式 (21)代入 𝛿𝑠(𝑘) = 𝐶𝐴𝑥(𝑘)+𝐶𝐵𝑢(𝑘),

即得式 (16),到达条件成立,系统 (3)在有限时间内到

达切换带实现滑模运动. 2
定定定理理理 5 对于系统 (2), 若 (𝐴11 𝐴12)可控, 选取

切换函数 (6), 则在切换面𝑆上, 系统 (2)平衡态渐近

稳定.

证证证明明明 在切换面𝑆上,有 𝛿𝑠(𝑘) = 0,得等效控制

𝑢eq为

𝑢eq = −𝐵−1
𝑚 [(𝐶𝑚𝐴11 +𝐴21)𝑥1(𝑘) +

(𝐶𝑚𝐴12 +𝐴22)𝑥2(𝑘) + 𝐶𝑔(𝑘)]. (22)

由 (𝐴11 𝐴12)可控,存在矩阵𝐾1,使得式 (17)成立. 令

𝑧(𝑘) = 𝑥2(𝑘)−𝐾1𝑥1(𝑘). 由 𝛿𝑠(𝑘) = 0,知

𝛿𝑧(𝑘) = −𝐶𝑚𝛿𝑥1(𝑘)−𝐾1𝛿𝑥1(𝑘) =

−(𝐶𝑚 +𝐾1)(𝐴11 −𝐴12𝐶𝑚)𝑥1(𝑘). (23)

因 (𝐴11 𝐴12)可控,选取合适𝐶𝑚,使得

𝜎(𝐴11 −𝐴12𝐶𝑚) ⊂ 𝐷𝛿. (24)

令𝐾2 = 𝐴11 − 𝐴12𝐶𝑚, 代入式 (23), 得 𝛿𝑧(𝑘) =
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𝐾2𝑧(𝑘).由此得理想准滑动模态方程⎧⎨⎩

𝛿𝑥1(𝑘) = 𝐴11𝑥1(𝑘) +𝐴12𝑥2(𝑘),

𝛿𝑧(𝑘) = 𝐾2𝑧(𝑘),

𝑧(𝑘) = 𝑥2(𝑘)−𝐾1𝑥1(𝑘),

𝐶𝑚𝑥1(𝑘) + 𝑥2(𝑘) = 0.

(25)

由定理 3证明,理想准滑动模态渐近稳定. 2
下面利用指数趋近律设计 𝛿算子系统 (2)的滑模

变结构控制.由式 (2), (6), (16),得滑模变结构控制律

𝑢 = −𝐵−1
𝑚 [(𝐶𝑚𝐴11 +𝐴21)𝑥1(𝑘) +

(𝐶𝑚𝐴12 +𝐴22)𝑥2(𝑘) + 𝐶𝑔(𝑘) +

𝜇𝑠(𝑘) + 𝜀sgn𝑠(𝑘)]. (26)

式 (26)含有不确定项,控制律不能实现. 为使控

制律 (26)能够实现,由假设 2和假设 3知

∥𝑔(𝑘)∥ ⩽ ∥𝐸∥ ∥𝐹 (𝑘)∥ ∥𝐺𝑥(𝑘)∥+ ∥𝐵𝑑(𝑘)∥ ⩽

∥𝐸∥ ∥𝐺𝑥(𝑘)∥+ ∥𝐵∥𝑀. (27)

设计校正控制为

𝑢𝑐 = −𝐵−1
𝑚 (∥𝐶𝐸∥ ∥𝐺𝑥(𝑘)∥+ ∥𝐶𝑚𝐵𝑚∥𝑀)sgn𝑠(𝑘),

将控制中不确定项−𝐵−1
𝑚 𝐶𝑔(𝑘)替换为𝑢𝑐,得

𝑢 =

−𝐵−1
𝑚 [(𝐶𝑚𝐴11 +𝐴21)𝑥1(𝑘) +

(𝐶𝑚𝐴12 +𝐴22)𝑥2(𝑘) + (∥𝐶𝐸∥ ∥𝐺𝑥(𝑘)∥+
∥𝐶𝑚𝐵𝑚∥𝑀)sgn𝑠(𝑘) + 𝜇𝑠(𝑘) + 𝜀sgn𝑠(𝑘)]. (28)

定定定理理理 6 对于系统 (2),在定理 5条件下,若满足

假设 1∼假设 3, 则存在滑模变结构控制律 (28), 使得

系统 (2)在有限时间内到达切换带实现滑模运动.

证证证明明明 选取正定函数𝑉 (𝑥(𝑘)) = 𝑠T(𝑘)𝑠(𝑘),将滑

模变结构控制律 (28)代入系统 (2),得

𝛿𝑠(𝑘) = −𝜇𝑠(𝑘)− 𝜀sgn𝑠(𝑘)− (∥𝐶𝐸∥ ∥𝐺𝑥(𝑘)∥+
∥𝐶𝑚𝐵𝑚∥𝑀)sgn𝑠(𝑘) + 𝐶𝑔(𝑘).

由式 (27)知,当 𝑠(𝑘) > 0时,有

−(∥𝐶𝐸∥ ∥𝐺𝑥(𝑘)∥+ ∥𝐶𝑚𝐵𝑚∥𝑀) + 𝐶𝑔(𝑘) ⩽ 0;

当 𝑠(𝑘) < 0时,有

∥𝐶𝐸∥ ∥𝐺𝑥(𝑘)∥+ ∥𝐶𝑚𝐵𝑚∥𝑀 + 𝐶𝑔(𝑘) ⩾ 0.

所以⎧⎨⎩𝛿𝑠(𝑘) ⩽ −𝜇𝑠(𝑘)− 𝜀sgn𝑠(𝑘), 𝑠(𝑘) > 0;

𝛿𝑠(𝑘) ⩾ −𝜇𝑠(𝑘)− 𝜀sgn𝑠(𝑘), 𝑠(𝑘) < 0.
(29)

这表明控制律取式 (28)时, 系统 (2)在有限时间

内到达切换带实现滑模运动. 2
4 仿仿仿真真真实实实例例例

考虑 𝛿算子不确定系统 (2),仿真参数如下:

𝐴 =

[
0 1

−1 2

]
, 𝐵 =

[
0

1

]
, 𝐶 = [5 1],

𝑔(𝑘) = [0 0.02 + 0.01sin(2π𝑘/50)]T, 𝑇 = 0.001,

𝜀 = 2, 𝜇 = 6, 𝑥(0) = [0.05 − 0.02].

利用Matlab作出的仿真曲线如图 1和图 2所示.

0 0.5 1 1.5 2
-0.2

-0.1

0

0.1

t /s

x
x

1
2

,

x1

x2

图 1 系统状态的变化曲线

t /s

0 0.2 0.4 0.6
-0.05

0.05

0.15

0.25

s

图 2 切换函数的变化曲线

将上述参数对应的连续控制系统,进行 𝑞算子变

换得到的离散滑模变结构控制系统的闭环极点趋近

于单位圆周,处于临界稳定状态,引起了病态问题.而

进行 𝛿算子变换得到的离散滑模变结构控制系统的

闭环极点趋近于连续系统的闭环极点,系统仍然稳定.

从仿真图中可以看出,在采样周期取值非常小时, 采

用指数趋近律 (16)设计的 𝛿算子滑模变结构控制系

统原点稳定性好,保持快速趋近,系统抖振较小,仍然

具有较好的动态品质. 改变仿真实例中的不确定参

数, 系统滑动模态过程几乎完全一样, 仅趋近过程有

一定的偏差. 总之, 采用该方法设计的 𝛿算子系统滑

模变结构控制能够得到理想的仿真结果.

5 结结结 论论论

本文研究了一类 𝛿算子不确定系统滑模变结构

控制综合问题. 利用LMI方法给出了切换面存在的

充分条件,分析了 𝛿算子变结构控制系统的到达条件.

基于 𝛿算子系统的指数趋近律,给出了滑模变结构控

制一般方法, 分析了准滑动模态渐近稳定性, 提高了

系统动态品质. 仿真实例说明了该方法的可行性. 另

外,具有滞后等情形下的 𝛿算子系统滑模变结构控制

有待于进一步研究.
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更更更 正正正

关于本刊第 27卷第 1期发表的 “基于平均速度的混合自适应粒子群算法”一文的更正如下:

1. 公式 (1)中,变量𝑉𝑖应为 𝑣𝑖.

2. 公式 (7)下面第二句话和 Step 5以及Step 7中, 𝑉 (𝑘)应为𝑉 (𝑘)/𝑉max.
3. 公式 (7)和 (8)中, 𝑟3和 𝑟5应为 “各分量在 [−1, 1]之间随机变化的𝐷维向量”.


