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摘 要: 研究一类时滞分布参数切换系统的容错控制问题.当执行器失效或部分失效时,建立了系统容错控制的数

学模型. 通过构造Lyapunov函数,运用Green公式和 Poincare不等式,获得了容错控制器存在的充分条件,该条件用

一组线性矩阵不等式表示,从而将分布参数切换系统的容错控制问题转化为一组线性矩阵不等式的可行解问题.最

后通过数值算例,验证了该方法的有效性.
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Abstract: Fault-tolerant control for a class of distribution parameter switched system with time-delay is studied. Under

actuator failures or partial failures, the mathematics model of fault-tolerant control for its system is researched. By

constructing Lyapunov functions and employing Green formula and Poincare inequality, a number of sufficient conditions

for a class of distributed parameter switch systems(DPSS) with constant time-delay of fault-tolerant control are derived.

These conditions are described by a group of linear matrix inequalities, so the design of fault-tolerant controllers of DPSS is

transformed into the feasible problem of some certain LMI system. Finally, a numerical example illustrates the effectiveness

of the proposed design method.
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1 引引引 言言言

近年来,切换系统容错控制问题的研究已取得了

不少成果[1-4]. 但是它的研究是在集中参数系统环境

下进行的, 而现实世界中的系统是分布参数系统.随

着对控制精度要求的不断提高,讨论分布参数切换系

统的容错控制问题更具有实际意义.

目前, 分布参数切换系统的控制问题的研究处

于起步阶段. 文献 [5]仅研究了由两个指数稳定子系

统所组成的分布参数切换系统的稳定性问题. [6]运

用空间计划执行器和有限时间LQR最优控制方法研

究了分布参数切换系统的最优控制问题.现有相关文

献所采用的研究方法与 [5-6]相同,主要是依据算子半

群理论或者矩阵范数理论[6-9], 所得出的结论难以应

用[10]. 同时,也难于建立容错系统模型,致使很难开展

分布参数系统容错控制问题的研究.

本文以实际工程系统中常见的偏微分方程为系

统模型,对系统的容错控制问题进行了研究.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑如下具有𝑛个子系统的分布参数切换系统:

∂𝑊 (𝑥, 𝑡)/∂𝑡 =

𝐷𝑖Δ𝑊 (𝑥, 𝑡) + (𝐴𝑖 + 𝛿𝐴𝑖)𝑊 (𝑥, 𝑡)+

𝑇𝑖𝑊 (𝑥, 𝑡− 𝜏) + (𝐵𝑖 + 𝛿𝐵𝑖)𝑈(𝑥, 𝑡),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (1)

其中: (𝑥, 𝑡) ∈ Ω×𝑅+,𝐷𝑖 > 0为常数; 𝐴𝑖 = (𝑎𝑖𝑗), 𝑇𝑖 =

(𝑡𝑖𝑗), 𝐵𝑖 = (𝑏𝑖𝑗)为具有相应阶的常数矩阵; Ω = {𝑥,
∣∣𝑥∣∣ < 𝑙 < ∞} ∈ 𝑅𝑚为具有光滑边界 ∂Ω的有界

区域, 且Ω > 0; 状态函数𝑊 (𝑥, 𝑡) = col(𝑤1(𝑥, 𝑡),
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𝑤2(𝑥, 𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑛(𝑥, 𝑡)) ∈ 𝑅𝑛, Δ =

𝑚∑
𝑘=1

∂2

∂𝑥2
𝑘

为Ω上的

Laplace扩散算子,其边界条件满足

𝑊 (𝑥, 𝑡) = 𝜑(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ ∂Ω × [−𝜏, 0], (2)
∂𝑊 (𝑥, 𝑡)

∂𝑛
= 0, (𝑥, 𝑡) ∈ ∂Ω× [−𝜏,∞), (3)

或者
∂𝑊 (𝑥, 𝑡)

∂𝑛
+ 𝐶𝑖𝑊 (𝑥, 𝑡) = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ ∂Ω × [−𝜏,∞).

(4)

𝐶𝑖为适当维数的矩阵, 𝑛为 ∂Ω的单位外法向量.

对于子系统 𝑖, 𝛿𝐴𝑖和 𝛿𝐵𝑖为系统中的不确定实值

矩阵,且具有如下一般结构:

[𝛿𝐴𝑖, 𝛿𝐵𝑖] = 𝐻𝑖𝐹𝑖(𝑡)[𝐸1𝑖, 𝐸2𝑖]. (5)

其中: 𝐻𝑖,𝐸1𝑖,𝐸2𝑖为具有适当维数的常矩阵, 𝐹𝑖(𝑡)为

未知矩阵函数,且满足

𝐹T
𝑖 (𝑡)𝐹𝑖(𝑡) ⩽ 𝐼. (6)

对于子系统 𝑖,本文取反馈控制器为

𝑈(𝑥, 𝑡) = 𝐾𝑖𝑊 (𝑥, 𝑡), (7)

𝐾𝑖为具有相应阶的常数矩阵.

考虑到可能的执行器失效,对于子系统 𝑖引入执

行器连续故障矩阵𝑀𝑖,其形式为[11-12]

𝑀𝑖 = diag[𝑚𝑖1,𝑚𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚𝑖𝑞].

记

𝑀 𝑖 = diag[𝑚𝑖1,𝑚𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚𝑖𝑞],

𝑀 𝑖 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝑚𝑖1,𝑚𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚𝑖𝑞].

式中: 0 ⩽ 𝑚𝑖𝑗 ⩽ 𝑚𝑖𝑗 ⩽ 𝑚𝑖𝑗 ⩽ 1(1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛, 1 ⩽ 𝑗 ⩽
𝑞),显然, 𝑀 𝑖和𝑀 𝑖的对角元分别是矩阵𝑀𝑖中相应元

素的上、下界, 给定的子系统𝑀 𝑖和𝑀 𝑖是确定阵. 对

于矩阵𝑀𝑖中元素,有

𝑚𝑖𝑗 =

⎧⎨⎩
0, 第 𝑗个执行器完全失效;

(0, 1), 第 𝑗个执行器部分失效;

1, 第 𝑗个执行器工作正常.

在系统 (1)中,将𝑀𝑖放在𝐵𝑖+𝛿𝐵𝑖和控制𝒖(𝑥, 𝑡)之间,

这样,含有执行器连续故障的控制器模型为

𝒖𝑓 (𝑥, 𝑡) = 𝑀𝑖𝒖(𝑥, 𝑡).

记

𝑀0𝑖 = diag[𝑚0𝑖1,𝑚0𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚0𝑖𝑞],

𝑚0𝑖𝑗 = (𝑚𝑖𝑗 +𝑚𝑖𝑗)/2;

𝐽𝑖 = diag[𝑗𝑖1, 𝑗𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑗𝑖𝑞],
𝑗𝑖𝑗 = (𝑚𝑖𝑗 −𝑚𝑖𝑗)/(𝑚𝑖𝑗 +𝑚𝑖𝑗);

𝐿𝑖 = diag[∣𝑙𝑖1∣, ∣𝑙𝑖2∣, ⋅ ⋅ ⋅ , ∣𝑙𝑖𝑞∣],
𝑙𝑖𝑗 = (𝑚𝑖𝑗 −𝑚0𝑖𝑗)/𝑚0𝑖𝑗 .

容易验证

𝑀𝑖 = 𝑀0𝑖(𝐼 + 𝐿𝑖), 𝐿
T
𝑖 𝐿𝑖 ⩽ 𝐽𝑖 ⩽ 𝐼. (8)

从式 (8)可以看出, 对于子系统 𝑖, 矩阵𝑀0𝑖为确

定阵, 矩阵𝑀𝑖仅与𝐿𝑖的变化有关. 本文讨论在允许

的不确定矩阵𝐿𝑖下, 切换系统 (1)的稳定性问题. 此

时,包含执行器失效的闭环系统状态方程为
∂𝑊 (𝑥, 𝑡)

∂𝑡
= 𝐷𝑖Δ𝑊 (𝑥, 𝑡) + (𝐴𝑐𝑖 + 𝛿𝐴𝑐𝑖)𝑊 (𝑥, 𝑡) +

𝑇𝑖𝑊 (𝑥, 𝑡− 𝜏). (9)

其中

𝐴𝑐𝑖 = 𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝑀𝑖𝐾𝑖,

𝛿𝐴𝑐𝑖 = 𝐻𝑖𝐹𝑖(𝑡)(𝐸1𝑖 + 𝐸2𝑖𝑀𝑖𝐾𝑖).

边界条件为式 (3)或 (4).

3 主主主要要要结结结论论论

引理 1 (Green公式)[13] 设Ω ⊂ 𝑅𝑛为边界 ∂Ω

光滑的有界区域, 𝒏为 ∂Ω的单位外法向量, 𝐺 ⊂ Ω为

一光滑子域,若𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶2(𝐺̄),则w
Ω
𝑢Δ𝑣d𝑥 =

w
∂Ω

𝑢
∂𝑣

∂𝒏
d𝑆 −

w
Ω
∇𝑢∇𝑣d𝑥.

引理 2[14] 给定适当维数矩阵𝑌 , 𝐷, 𝐸, 其中𝑌

是对称阵,则有𝑌 +𝐷𝐹𝐸 +𝐸T𝐹T𝐷T < 0,对所有满

足𝐹T𝐹 ⩽ 𝐼的矩阵𝐹 成立,当且仅当存在常数 𝜀 > 0,

使得𝑌 + 𝜀𝐷𝐷T + 𝜀−1𝐸T𝐸 < 0.

引理 3 (Poincare不等式)[13] 设𝑢 ∈ 𝐶1
0 (Ω),且Ω

包含在闭区域Ω1: 0 ⩽ 𝑥𝑖 ⩽ 𝑙(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛),则有w
Ω
𝑢2(𝑥)d𝑥 ⩽ 𝑐

w
Ω

𝑛∑
𝑖=1

(∂𝑢
∂𝑥

)2

d𝑥 = 𝑐
w
Ω
∣∇𝑢∣2d𝑥,

其中 𝑐 = 𝑙2/𝑛.

定定定理理理 1 对于分布参数切换系统 (1), 如果存在

正定矩阵𝑋 ,𝑄, 以及矩阵𝑊𝑖和常数𝛼𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,使得如下线性矩阵不等式组:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ξ 𝑇𝑖 𝑋T 0 𝑊T
𝑖

𝑇T
𝑖 −𝑄 0 0 0

𝑋 0 −𝑄−1 0 0

0 0 0 −𝐼 0

𝑊𝑖 0 0 0 −𝛼𝑖𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0 (10)

有可行解, 其中Ξ = 𝐴𝑖𝑋 + (𝐴𝑖𝑋)T + 𝐵𝑖𝑀0𝑖𝑊𝑖 +

(𝐵𝑖𝑀0𝑖𝑊 )T + 𝛼𝑖𝐵𝑖𝑀0𝑖𝑀
T
0𝑖𝐵

T
𝑖 , 则系统 (1)在边界条

件 (2)和 (3)及状态反馈 (7)下, 对所有允许的不确定

故障矩阵𝑀𝑖稳定,且反馈增益矩阵𝐾𝑖 = 𝑊𝑖𝑋
−1.

证证证明明明 设𝑃 为正定矩阵, 对定理中的正定矩阵

𝑄,取Lyapunov函数

𝑉 (𝑡,𝑊 (𝑥, 𝑡)) =
w
Ω
𝑊T(𝑥, 𝑡)𝑃𝑊 (𝑥, 𝑡)d𝑥+w

Ω

w 𝑡

𝑡−𝜏
𝑊T(𝑥, 𝜃)𝑄𝑊 (𝑥, 𝜃)d𝜃d𝑥.

对于子系统 𝑖 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛},有
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𝑉̇ (𝑡,𝑊 (𝑥, 𝑡)) =w
Ω
[𝑊̇T(𝑥, 𝑡)𝑃𝑊 (𝑥, 𝑡) +𝑊T(𝑥, 𝑡)𝑃𝑊̇ (𝑥, 𝑡)]d𝑥+w

Ω
𝑊T(𝑥, 𝑡)𝑄𝑊 (𝑥, 𝑡)d𝑥−w

Ω
𝑊T(𝑥, 𝑡− 𝜏)𝑄𝑊 (𝑥, 𝑡− 𝜏)d𝑥 =

2𝐷𝑖

w
Ω
𝑊T(𝑥, 𝑡)𝑃Δ𝑊 (𝑥, 𝑡)d𝑥+

w
Ω

[
𝑊 (𝑥, 𝑡)

𝑊 (𝑥, 𝑡− 𝜏)

]T[
Π 𝑃𝑇𝑖

𝑇T
𝑖 𝑃 −𝑄

][
𝑊 (𝑥, 𝑡)

𝑊 (𝑥, 𝑡− 𝜏)

]
d𝑥,

(11)

其中

Π =𝑃𝐴𝑖 +𝐴T
𝑖 𝑃 + 𝑃𝐵𝑖𝑀𝑖𝐾𝑖+

𝐾T
𝑖 𝑀𝑖𝐵

T
𝑖 𝑃 +𝑄. (12)

利用引理 1和边界条件 (3)可得w
Ω
𝑊T(𝑥, 𝑡)𝑃Δ𝑊 (𝑥, 𝑡)d𝑥 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

w
Ω
𝑝𝑖𝑗𝑤𝑖(𝑥, 𝑡)Δ𝑤𝑗(𝑥, 𝑡)d𝑥 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑝𝑖𝑗

[ w
∂Ω

𝑤𝑖
∂𝑤𝑗

∂𝑛
d𝑠−

w
Ω
∇𝑤𝑖∇𝑤𝑗d𝑥

]
=

−
w
Ω
∇T𝑊 (𝑥, 𝑡)𝑃∇𝑊 (𝑥, 𝑡)d𝑥. (13)

由式 (11)∼(13)及切换系统Lyapunov方法知,若[
Π 𝑃𝑇𝑖

𝑇T
𝑖 𝑃 −𝑄

]
< 0, (14)

则系统 (1)在边界条件 (2)和 (3)及状态反馈 (7)下,在

任意切换律下均稳定.

将 式 (12)代 入 (14), 并 将 左 右 两 边 同 乘

diag{𝑃−1, 𝐼},且令𝑋 = 𝑃−1, 𝑊𝑖 = 𝐾𝑖𝑋 ,即得[
𝐴𝑖𝑋 +𝑋𝐴T

𝑖 +𝐵𝑖𝑀𝑖𝑊𝑖 + (𝐵𝑖𝑀𝑖𝑊𝑖)
T 𝑇𝑖

𝑇T
𝑖 −𝑄

]
−

[
𝑋 0

0 0

]T [
−𝑄 0

0 −𝐼

][
𝑋 0

0 0

]
< 0.

运用 Schur补性质,将𝑀𝑖由式 (8)代入并整理可

得⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Σ 𝑇𝑖 𝑋T 0

𝑇T
𝑖 −𝑄 0 0

𝑋 0 −𝑄−1 0

0 0 0 −𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦+
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐵𝑖𝑀0𝑖

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦𝐿𝑖

[
𝑊𝑖 0 0 0

]
+

⎧⎨⎩

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐵𝑖𝑀0𝑖

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦𝐿𝑖

[
𝑊𝑖 0 0 0

]
⎫⎬⎭

T

< 0,

其中

Σ = 𝐴𝑖𝑋 + (𝐴𝑖𝑋)T +𝐵𝑖𝑀0𝑖𝑊𝑖 + (𝐵𝑖𝑀0𝑖𝑊𝑖)
T.

由引理 2知,存在𝛼𝑖 > 0,使⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Σ1 𝑇𝑖 𝑋T 0

𝑇T
𝑖 −𝑄 0 0

𝑋 0 −𝑄−1 0

0 0 0 −𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0.

其中

Σ1 =𝐴𝑖𝑋 + (𝐴𝑖𝑋)T +𝐵𝑖𝑀0𝑖𝑊𝑖 + (𝐵𝑖𝑀0𝑖𝑊𝑖)
T+

𝛼𝑖𝐵𝑖𝑀0𝑖𝑀
T
0𝑖𝐵

T
𝑖 + 𝛼−1

𝑖 𝑊T
𝑖 𝑊𝑖.

即⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Ξ 𝑇𝑖 𝑋T 0

𝑇T
𝑖 −𝑄 0 0

𝑋 0 −𝑄−1 0

0 0 0 −𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦+𝛼−1
𝑖

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑊T

𝑖

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑊T

𝑖

0

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
T

< 0.

由 Schur补性质可得式 (10). 鉴于 Schur补性质和引理

2具有可逆性,定理得证. 2
注注注 1 对式 (14)进行上述处理是为了消除故障

矩阵中的不确定性以及将其转化为线性矩阵不等

式,以便于运用Matlab中LMI工具箱求解. 证明过程

中, 𝑤𝑖Δ𝑤𝑖(𝑥, 𝑡), 𝑤𝑗Δ𝑤𝑗(𝑥, 𝑡), 𝑝𝑖𝑗为矩阵𝑃 中 𝑖行 𝑗列

元素.

对于具有边界条件 (2)和 (4),有如下结论:

定定定理理理 2 对于分布参数切换系统 (1), 如果存在

正定矩阵𝑋 , 𝑄, 以及矩阵𝑊𝑖和常数𝛼𝑖 > 0, 𝑖 = 1,

2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,使得如下线性矩阵不等式组:

𝐶𝑖𝑋
T +𝑋𝐶T

𝑖 > 0, (15)⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ξ 𝑇𝑖 𝑋T 0 𝑊T
𝑖

𝑇T
𝑖 −𝑄 0 0 0

𝑋 0 −𝑄−1 0 0

0 0 0 −𝐼 0

𝑊𝑖 0 0 0 −𝛼𝑖𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0 (16)

有可行解, 则系统 (1)在边界条件 (2)和 (4)及状态反

馈 (7)下, 对所有允许的不确定故障矩阵𝑀𝑖稳定, 且

反馈增益矩阵𝐾𝑖 = 𝑊𝑖𝑋
−1.

证证证明明明 同定理 1至式 (12),由引理 1和式 (4),有w
Ω
𝑊T(𝑥, 𝑡)𝑃Δ𝑊 (𝑥, 𝑡)d𝑥 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

w
Ω
𝑝𝑖𝑗𝑤𝑖(𝑥, 𝑡)Δ𝑤𝑗(𝑥, 𝑡)d𝑥 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑝𝑖𝑗

[ w
∂Ω

𝑤𝑖
∂𝑤𝑗

∂n
d𝑠−

w
Ω
∇𝑤𝑖∇𝑤𝑗d𝑥

]
=

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

w
∂Ω

𝑝𝑖𝑗𝑤𝑖

(
−

𝑛∑
𝑘=1

𝑐(𝑖)
𝑗𝑘
𝑤𝑘

)
d𝑠−

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

w
Ω
𝑝𝑖𝑗∇𝑤𝑖∇𝑤𝑗d𝑥 =
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−
w
∂Ω

𝑊T(𝑥, 𝑡)𝑃𝐶𝑖𝑊 (𝑥, 𝑡)d𝑠−w
Ω
∇T𝑊 (𝑥, 𝑡)𝑃∇𝑊 (𝑥, 𝑡)d𝑥, (17)

因此

𝑉̇ (𝑡, 𝑥(𝑡)) ⩽

− 2𝐷𝑖

w
∂Ω

𝑊T(𝑥, 𝑡)𝑃𝐶𝑖𝑊 (𝑥, 𝑡)d𝑠+

w
Ω

[
𝑊 (𝑥, 𝑡)

𝑊 (𝑥, 𝑡− 𝜏)

]T[
Π 𝑃𝑇𝑖

𝑇T
𝑖 𝑃 −𝑄

][
𝑊 (𝑥, 𝑡)

𝑊 (𝑥, 𝑡− 𝜏)

]
d𝑥.

如果

𝑃𝐶𝑖 + 𝐶T
𝑖 𝑃 > 0, (18)[

Π 𝑃𝑇𝑖

𝑇𝑇
𝑖 𝑃 −𝑄

]
< 0, (19)

则系统 (1)在边界条件 (2)和 (4)及状态反馈 (7)下是

稳定的. 为便于Matlab求解,对式 (18), (19)进行与定

理 1相同的处理,即得式 (15), (16). 2
符号说明: 定理证明中 𝑐

(𝑖)
𝑖𝑗 为矩阵𝐶𝑖中 𝑖行 𝑗列

元素,其余记号同注 1.

为减少系统设计的保守性,有如下结论:

定定定理理理 3 对于分布参数切换系统 (1), 如果存在

正定矩阵𝑋 , 𝑄,以及矩阵𝑊𝑖和常数𝛼𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,使得如下线性矩阵不等式组:

𝐶𝑖𝑋
T +𝑋𝐶T

𝑖 > 0, (20)

𝑄− 2𝑚𝐷𝑖𝜆max(𝑋)

𝑙2
> 0, (21)⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ξ 𝑇𝑖 𝑋T 0 𝑊T
𝑖

𝑇T
𝑖 −𝑄 0 0 0

𝑋 0 −
(
𝑄− 2𝑚𝐷𝑖𝜆max(𝑋)

𝑙2

)−1

0 0

0 0 0 −𝐼 0

𝑊𝑖 0 0 0 −𝛼𝑖𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0

(22)

有可行解,其中𝜆min(𝑋)和𝜆max(𝑋)分别为矩阵𝑋的

最小、最大特征值,则系统 (1)在边界条件 (2)和 (4)及

状态反馈 (7)下,对所有允许的不确定故障矩阵𝑀𝑖稳

定,且反馈增益矩阵𝐾𝑖 = 𝑊𝑖𝑋
−1.

证证证明明明 同定理 2至式 (17),由引理 3,有w
Ω
∇T𝑊 (𝑥, 𝑡)𝑃∇𝑊 (𝑥, 𝑡)d𝑥 ⩾

𝜆min(𝑃 )
w
Ω
∇T𝑊 (𝑥, 𝑡)∇𝑊 (𝑥, 𝑡)d𝑥 ⩾

𝑚𝜆min(𝑃 )

𝑙2

w
Ω
𝑊T(𝑥, 𝑡)𝑊 (𝑥, 𝑡)d𝑡,

从而

𝑉̇ (𝑡, 𝑥(𝑡)) ⩽

− 2𝐷𝑖

w
∂Ω

𝑊T(𝑥, 𝑡)𝑃𝐶𝑖𝑊 (𝑥, 𝑡)d𝑠−
2𝐷𝑖𝑚𝜆min(𝑃 )

𝑙2

w
Ω
𝑊T(𝑥, 𝑡)𝑊 (𝑥, 𝑡)d𝑥+

w
Ω

[
𝑊 (𝑥, 𝑡)

𝑊 (𝑥, 𝑡− 𝜏)

]T[
Π 𝑃𝑇𝑖

𝑇T
𝑖 𝑃 −𝑄

][
𝑊 (𝑥, 𝑡)

𝑊 (𝑥, 𝑡− 𝜏)

]
d𝑥.

如果

𝑃𝐶𝑖 + 𝐶T
𝑖 𝑃 > 0, (23)⎡⎣ Π − 2𝐷𝑖𝑚𝜆min(𝑃 )

𝑙2
𝑃𝑇𝑖

𝑇T
𝑖 𝑃 −𝑄

⎤⎦ < 0, (24)

则系统 (1)在边界条件 (2)和 (4)及状态反馈 (7)下稳

定.

对式 (23)左右两边同时乘 diag{𝑃−1, 𝐼}, 且令𝑋

= 𝑃−1,可得出式 (20)成立.

对式 (24)进行同样处理并代入式 (12),得[
Π1 𝑇𝑖

𝑇T
𝑖 −𝑄

]
< 0.

其中

Π1 =𝐴𝑖𝑋 +𝑋𝐴T
𝑖 +𝐵𝑖𝑀𝑖𝐾𝑖𝑋 +𝑋𝐾T

𝑖 𝑀𝑖𝐵
T
𝑖 +

𝑋
(
𝑄− 2𝑚𝐷𝑖𝜆min(𝑋

−1)

𝑙2

)
𝑋,

注意到𝜆min(𝑋
−1) = 𝜆max(𝑋),即[

𝐴𝑖𝑋 +𝑋𝐴T
𝑖 +𝐵𝑖𝑀𝑖𝐾𝑖𝑋 +𝑋𝐾T

𝑖 𝑀𝑖𝐵
T
𝑖 𝑇𝑖

𝑇T
𝑖 −𝑄

]
−

[
𝑋 0

0 0

]T
⎡⎣−

(
𝑄− 2𝑚𝐷𝑖𝜆max(𝑋)

𝑙2

)
0

0 −𝐼

⎤⎦[𝑋 0

0 0

]
< 0,

则令𝑊𝑖 = 𝐾𝑖𝑋 , 由定理 3的条件 (21), 运用 Schur补

性质可得⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Θ 𝑇𝑖 𝑋T 0

𝑇T
𝑖 −𝑄 0 0

𝑋 0 −
(
𝑄− 2𝑚𝐷𝑖𝜆max(𝑋)

𝑙2

)−1

0

0 0 0 −𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ < 0,

其中

Θ=𝐴𝑖𝑋 + (𝐴𝑖𝑋)T +𝐵𝑖𝑀𝑖𝑊𝑖 + (𝐵𝑖𝑀𝑖𝑊𝑖)
T.

将𝑀𝑖由式 (8)代入, 进行与定理 1相同的处理,

即得式 (22). 2
4 算算算例例例分分分析析析

考虑由两个子系统组成的分布参数切换系统,子

系统为一维热传导问题,在数学物理方程和热处理领

域中具有广泛应用. 为此,在系统 (1)中,取 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 1,

𝑊 (𝑥, 𝑡) = [𝑤1(𝑥, 𝑡) 𝑤2(𝑥, 𝑡)]
T , 𝑄 =

[
2 0

0 2

]
.

对于子系统 1,取𝐴1=

[
−2 0

1 −3

]
, 𝐵1=

[
1 −1

−1 3

]
,

𝐶1 =

[
0.5 0

0 0.5

]
, 𝑇1 =

[
1 0

0 1

]
, 𝐷1 = 0.24,边界条件

如式 (4).
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对于子系统 2,取𝐴2=

[
−1 0

−0.8 −1

]
, 𝐵2=

[
0 −1

0 −2

]
,

𝐶2 =

[
0.5 0

0 0.5

]
, 𝑇2 =

[
1 0

1 0

]
, 𝐷2 = 0.34,边界条件

如式 (4).

取𝑀𝑖 = diag[1, 1], 𝑀𝑖 = diag[0, 0], 𝑖 = 1, 2,

则𝑀01 = 𝑀02 = diag[0.5, 0.5], 𝐽1 = 𝐽2 = 𝐼 , 从而

故障矩阵𝑀1, 𝑀2中元素可取 [0, 1]间任意值.当𝛼1 =

𝛼2 = 0.9时, 不等式 (15)和 (16)有可行解, 从而满足

定理 2的条件.

利用Matlab的LMI工具箱, 可解得一个适合要

求的反馈矩阵

𝐾1 =

[
−1.273 2 1.066 8

1.982 8 −2.884 9

]
,

𝐾2 =

[
0.070 872 0.290 37

0.324 99 1.380 6

]
.

5 结结结 论论论

本文运用切换系统的Lyapunov函数方法结合线

性矩阵不等式, 研究了一类时滞分布参数切换系统

的容错控制问题,获得了对所有允许的不确定故障矩

阵𝑀𝑖系统稳定的充分条件. 该方法运用Green公式,

经过适当的数学处理,将系统的容错控制问题转化为

一组线性矩阵不等式的可行解问题,大大降低了分布

参数系统控制问题处理的难度.本文方法在设计分布

参数切换系统控制问题时, 结论很容易被检验, 为分

布参数 (切换)系统控制问题的研究提供了新途径.
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