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摘 要: 针对多个矩阵近似联合对角化盲分离问题,提出一种新的非正交近似联合对角化算法. 首先采用罚函数法

将联合对角化的非线性约束优化模型转化为无约束优化模型;其次将粒子群优化算法引入无约束优化模型中实现目

标函数的最优化,从而完成矩阵组的联合对角化. 分析了惩罚因子的更新策略及算法的收敛性能,并设计仿真实验进

行对比分析以检验算法解决实际盲分离问题的能力.
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Abstract: Aim to approximately joint diagonalization(JAD) method in solving blind source separation(BSS) problem,

a novel non-orthogonal JAD(NJAD) algorithm is proposed. By using the penalty function, the constrained optimization

problem of NJAD can be changed to an unconstrained optimization problem. Then the particle swarm algorithm is used to

realize the optimization of the criterion. The updated strategy of penalty factor is given and the convergence of the algorithm

is analyzed. Computer simulations show the capability of the proposed algorithm in solving the BSS problems compared to

another one.
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1 引引引 言言言

矩阵近似联合对角化是解决盲源分离的有效方

法, 在谐波恢复[1]、阵列信号处理[2]以及多输入多输

出系统盲辨识[3]等领域均得到广泛应用. 考虑𝐾个𝑛

× 𝑛矩阵构成的矩阵组𝑀 = {𝑀1,𝑀2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀𝐾},联

合对角化的目标是寻求一个非奇异对角化矩阵𝑊 以

及𝐾个相应的对角矩阵Λ = {Λ1,Λ2, ⋅ ⋅ ⋅ ,Λ𝐾},满足

𝑊𝑀𝑘𝑊
T = Λ𝑘.

早期的对角化方法主要有 JADE算法[4], SOBI算

法[5]等正交对角化方法. 此类方法需要对信号进行预

白化,但是该过程会影响盲分离精度[6]. 因此,涌现出

许多无须对信号进行预白化的非正交联合对角化方

法, 典型算法有ACDC迭代法等[7-10]. 为了避免算法

陷入零解或奇异解,必须对𝑊 施加一定的约束条件,

如 (𝑊𝑀0𝑊
T)𝑖𝑖 = 1, 其中𝑀0为正定矩阵, 可以是观

测信号的协方差矩阵等. 因此,从最优化理论上讲,非

正交联合对角化实质上是一类具有等式约束的非线

性最优化问题,可以用约束最优化方法解决.

本文研究一种基于罚函数思想的非正交联合对

角化粒子群优化算法. 首先通过对原目标函数施加相

应的约束惩罚项,构建新的无约束优化目标函数, 将

较为棘手的非线性约束最优化问题转化为相对简单

的无约束优化问题;然后运用粒子群优化算法完成新

目标函数的优化,进而实现整个矩阵组的对角化过程.
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2 联联联合合合对对对角角角化化化盲盲盲分分分离离离

2.1 盲盲盲分分分离离离模模模型型型

假定源信号与观测信号的维数相同且为𝑛,记源

信号向量为 𝑠 = {𝑠1, 𝑠2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝐾},观测向量为𝑥={𝑥1,

𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝐾},信号混合过程可以用下式表示:

𝒙(𝑡) = 𝐴𝒔(𝑡), (1)

其中𝐴 = {𝑎𝑖𝑗}为𝑛×𝑛满秩混合矩阵. 盲分离的目标

是寻找一非奇异分离矩阵𝑊 ,使得下式成立:

𝒚(𝑡) = 𝑊𝒙(𝑡) = 𝑊𝐴𝒔(𝑡) = 𝐷𝑃𝒔(𝑡) (2)

其中: 𝐷为𝑛 × 𝑛阶非奇异对角矩阵; 𝑃 为𝑛 × 𝑛阶置

换矩阵.

根据对源信号假设[5],源信号 (观测信号)二阶统

计量矩阵一般满足

𝑀𝒔(𝜏) = diag{𝜎1(𝜏) 𝜎2(𝜏) ⋅ ⋅ ⋅ 𝜎𝑛(𝜏)}, (3)

𝑀𝒙(𝜏) = 𝐴diag{𝜎1(𝜏) 𝜎2(𝜏) ⋅ ⋅ ⋅ 𝜎𝑛(𝜏)}𝐴T. (4)

2.2 近近近似似似联联联合合合对对对角角角化化化

矩阵对角化即是寻找矩阵𝑊 ,使下式成立：

𝑊𝑀𝒙(𝜏)𝑊
T = 𝑊𝐴𝑀𝒔(𝜏)(𝑊𝐴)T =

𝐷𝑃𝑀𝒔(𝜏)(𝐷𝑃 )T = Λ(𝜏). (5)

从而, 𝑛个源信号的盲分离问题可通过对𝐾个矩阵

{𝑀(𝜏𝑘), 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾}的近似联合对角化来实现,

其基于最小二乘思想的目标函数为

min𝐿(𝑊 ) =
∑
𝑘

𝛼𝑘

∑
𝑖 ∕=𝑗

(𝑊𝑀(𝜏𝑘)𝑊
T)2𝑖𝑗 . (6)

其中: (∙)𝑖𝑗代表矩阵 ∙的第 𝑖行、第 𝑗列的元素; 𝛼𝑘是

矩阵𝑀(𝜏𝑘)权系数,一般情况下均为 1/𝐾.

如上文所述,为了避免算法陷入奇异解或无意义

解,必须对𝑊 施加相应的约束条件,即

(𝑊𝑀(𝜏0)𝑊
T)𝑖𝑖 = 1, (7)

其中𝑀(𝜏0)为正定矩阵,如观测信号的协方差阵.

3 惩惩惩罚罚罚函函函数数数法法法及及及粒粒粒子子子群群群实实实现现现

3.1 约约约束束束优优优化化化模模模型型型

由 2.2节可知,近似联合对角化问题是在满足约

束条件 (7)的情况下, 关于目标函数 (6)求最小值, 结

合优化理论和式 (6), (7),可建立如下的约束优化模型:⎧⎨⎩
min𝐿(𝑊 ) =

∑
𝑘

𝛼𝑘

∑
𝑖 ∕=𝑗

(
𝑊𝑀(𝜏𝑘)𝑊

T
)2
𝑖𝑗
,

s.t. (𝑊𝑀(𝜏0)𝑊
T)𝑖𝑖 = 1, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

(8)

模型 (8)为一类带有非线性等式约束的非线性函

数最优化问题,求解此类问题的一种有效方法是将非

线性约束优化问题转化为无约束优化问题.

3.2 惩惩惩罚罚罚函函函数数数法法法

惩罚函数法是一种间接处理约束优化问题的有

效方法[11],其基本思想为:给原目标函数加上一项由

约束函数构成的惩罚项,当某个解不可行 (不满足约

束条件)时, 需对其处以惩罚; 但当某解可行 (满足约

束条件)时,则不作任何惩罚,从而迫使迭代点不断逼

近并最终位于可行域内,以便找到原约束问题的最优

解.

构造二次平方“外点罚函数”惩罚项如下:

𝑃 (𝑊 ) =
∥∥diag(𝑊𝑀(𝜏0)𝑊

T − 𝐼)
∥∥2

1
. (9)

其中: 𝑃 (𝑊 )称为“惩罚项”, ∥∙∥1为矩阵 1-范数. 结合

式 (6)和 (9),建立模型 (8)的无约束优化目标函数为

𝐹 (𝑊,𝜆) = 𝐿(𝑊 ) + 𝜆𝑃 (𝑊 ) =∑
𝑘

𝛼𝑘

∑
𝑖∕=𝑗

(
𝑊𝑀(𝜏𝑘)𝑊

T
)2
𝑖𝑗
+

𝜆
∥∥diag (𝑊𝑀(𝜏0)𝑊

T − 𝐼
)∥∥2

1
, (10)

其中𝜆 > 0为惩罚因子.

3.3 粒粒粒子子子群群群算算算法法法

基于随机学习理论的粒子群优化算法在非线

性、不可微以及非凸函数的优化问题中得到了广泛

的应用[12],运用该理论可以有效解决式 (10)的优化问

题.

假设在一个 𝑑维目标搜索空间中, 由𝑚个粒子

组成一个种群, 其中第 𝑖个粒子在空间里的位置为

𝑋𝑖 = (𝑥𝑖1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥𝑖𝑑)
T, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚,飞行速度为𝑉𝑖 =

(𝑣𝑖1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑣𝑖𝑑)
T, 历次飞行中个体最优位置为𝑋pbest

𝑖

= (𝑥pbest
𝑖1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥pbest

𝑖𝑑 )T, 群体所有粒子最优位置为

𝑋pbest
𝑔 ,在每一次迭代中,第 𝑖个粒子的速度和位置更

新规则如下:

𝑉𝑖 = 𝜔𝑉𝑖 + 𝑐1𝑟1(𝑋
pbest
𝑖 −𝑋𝑖) +

𝑐2𝑟2(𝑋
pbest
𝑔 −𝑋𝑖), (11)

𝑋𝑖 = 𝑋𝑖 + 𝑉𝑖. (12)

式中: 𝑟1和 𝑟2为服从 (0, 1)均匀分布的随机数; 𝑐1和

𝑐2为加速度系数; 𝜔为惯性权重, 本文采用一般的线

性递减规则调节惯性权重.

罚函数的粒子群优化关键问题在于找到一个合

适的惩罚因子𝜆,使得原目标函数与惩罚函数之间达

到最佳平衡. 如果𝜆太小,约束条件违反强度不够,则

找到的解可能违反了约束条件; 如果𝜆太大, 则会抑

制算法对不可行解空间的搜索,该问题在可行空间由

一些不相交的可行区域组成的情况下尤为严重. 为了

确保能够快速准确地找到问题的最优解,算法采用自

适应调整惩罚因子,在第 𝑘次迭代过程中有

𝜆(𝑘) =

{
1.5 ∗ 𝜆(𝑘−1), 𝑃 (𝑊 ) > 𝜀;

0.75 ∗ 𝜆(𝑘−1), 𝑃 (𝑊 ) ⩽ 𝜀.
(13)

其中 𝜀为约束条件精度.
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3.4 罚罚罚函函函数数数的的的粒粒粒子子子群群群优优优化化化

根据 3.2和 3.3节的讨论, 下面给出近似联合对

角化的罚函数粒子群优化算法的实施步骤:

Step 1:参数设置:惩罚因子更新次数𝑁0,粒子迭

代次数𝑁 ,粒子数𝑚,最小惯性权重𝜔min,最大惯性权

重𝜔max, 速度限制 𝑣max, 加速度系数 𝑐1和 𝑐2, 约束条

件精度 𝜀,初始惩罚因子𝜆0, 𝑖 = 0, 𝑘 = 1.

Step 2: 随机生成𝑚个𝑛 × 𝑛阶初始矩阵粒子

𝑊𝑗(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)以及相对应的𝑛 × 𝑛阶初始飞行

速度矩阵𝑉𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

Step 3: 根据式 (10)计算各个粒子的罚函数适应

度值, 找到粒子个体最优矩阵𝑊 pbest
𝑗 以及种群最优

矩阵𝑊 pbest
𝑔 .

Step 4: 𝑖 = 𝑖 + 1,根据更新规则 (11), (12)完成粒

子的速度和位置更新. 返回 Step 3继续,直至 𝑖 = 𝑁转

至Step 5.

Step 5: 𝑘 = 𝑘 + 1,按照式 (13)更新惩罚因子,重

复Step 3∼Step 4,直至 𝑘 = 𝑁0迭代结束,输出最优解

以及相应的𝑊opt.

3.5 收收收敛敛敛性性性分分分析析析

引引引理理理 1 𝐹 (𝑊,𝜆)是式 (8)对应的罚函数, 且有

𝜆(𝑘+1) > 𝜆(𝑘). 如果𝐹 (𝑊,𝜆(𝑘+1))和𝐹 (𝑊,𝜆(𝑘))分别

在𝑊 (𝑘+1)与𝑊 (𝑘)处达到无约束全局最小,则有

𝐹 (𝑊 (𝑘+1), 𝜆(𝑘+1)) ⩾ 𝐹 (𝑊 (𝑘), 𝜆(𝑘)), (14)

𝑃 (𝑊 (𝑘)) ⩾ 𝑃 (𝑊 (𝑘+1)), (15)

𝐿(𝑊 (𝑘+1)) ⩾ 𝐿(𝑊 (𝑘)). (16)

引理 1的证明参见文献 [12](定理 7.2.1). 利用上

述引理的结论,可以证明本文算法是全局收敛的.

假设𝑊 (𝑘)是序列𝜆(𝑘)对应罚函数𝐹 (𝑊,𝜆(𝑘))的

整体无约束极小点, 则有𝑊 (𝑘) → 𝑊̄ , 同时设𝑊 ∗为

式 (10)的一个全局最优解, 故有𝑃 (𝑊 ∗) = 0, 从而由

上述引理所述的𝐹 (𝑊,𝜆(𝑘))的单调递增可知

𝐿(𝑊 ∗) = 𝐿(𝑊 ∗)+𝜆(𝑘)𝑃 (𝑊 ∗) ⩾ 𝐹 (𝑊 (𝑘), 𝜆(𝑘)). (17)

这表明 {𝐹 (𝑊 (𝑘), 𝜆(𝑘))}为一单调增且有上界的序列,

则极限存在,设为𝐹 . 另一方面,因

𝐿(𝑊 (𝑘)) ⩽ 𝐹 (𝑊 (𝑘), 𝜆(𝑘)) ⩽ 𝐿(𝑊 ∗), (18)

同样由 {𝐿(𝑊 (𝑘))}的单调增特性可知其必收敛到某
一极限 𝐿̂. 于是有

lim
𝑘→∞

𝜆(𝑘)𝑃 (𝑊 (𝑘)) =

lim
𝑘→∞

(𝐹 (𝑊 (𝑘), 𝜆(𝑘))− 𝐿(𝑊 (𝑘))) = 𝐹 − 𝐿̂. (19)

因 lim
𝑘→∞

𝑃 (𝑊 (𝑘)) = 0, 从而由𝑊 (𝑘) → 𝑊̄ 与𝑃 (𝑊 )的

连续性有𝑃 (𝑊̄ ) = 0, 即 𝑊̄ 为式 (10)的可行解. 因此,

由𝑊 ∗的最优性可知𝐿(𝑊 ∗) ⩽ 𝐿(𝑊̄ ),但由上述内容

可知

𝐿(𝑊̄ ) = lim
𝑘→∞

(𝐿(𝑊 (𝑘))) ⩽ 𝐿(𝑊 ∗). (20)

所以𝐿(𝑊̄ ) = 𝐿(𝑊 ∗), 结合 𝑊̄ 的可行性表明了 𝑊̄ 必

为式 (10)的一个全局最优解,即算法是收敛的.

4 仿仿仿真真真实实实验验验

4.1 本本本文文文算算算法法法仿仿仿真真真

随机产生𝐾 = 11个𝑛 × 𝑛(𝑛 = 3)阶对角矩阵

𝐷(𝑘) = {𝐷1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐷𝐾},每个矩阵的对角线元素为服从

标准正态分布的随机数. 混合矩阵𝐴为服从 (0, 1)间

均匀分布的随机矩阵, 令𝑀𝑘 = 𝐴𝐷𝑘𝐴
T, 生成相应

的𝐾个相关矩阵𝑀(𝑘).

令𝛼𝑘 = 1/𝐾, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾,采用如下的性能

指标衡量对角化误差:

𝐸 =
𝐿(𝑊 )

𝑛2 − 𝑛
. (21)

参数设置: 𝑁0 = 100, 𝑁 = 20, 𝑚 = 80, 𝜔min =

0.4, 𝜔max = 0.9, 𝑣max = 0.3, 𝑐1 = 2.1, 𝑐2 = 2, 𝜆0 = 1,

𝜀 = 10−6. 对 3.4节所提出的算法重复运行 5次,得到

如图 1所示的收敛曲线.
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图 1 性能指标及惩罚因子收敛曲线

1) 5次实验中性能指标有 4次收敛在 10−30附近,

说明本文算法完全能够达到较高的精度,剩余误差是

由计算机计算精度引起的.

2)算法的成功在于惩罚因子表现出一个较理想

的收敛过程: 迭代开始阶段逐步增大,允许具有一定

的振荡现象,此过程表明算法在较大的范围内探索所

有可行解; 随后惩罚因子逐渐收敛至一个很小的正

数, 该过程表明算法在可行解范围内寻找最优解, 而

且一个小的惩罚因子更有利于最优解的搜索.

4.2 与与与SOBI算算算法法法比比比较较较

实验将本文算法与典型的 SOBI算法[5]进行对

比分析, 源信号为某飞行器实际振动数据 𝒔(𝑡) =

{𝑠1(𝑡), 𝑠2(𝑡), 𝑠3(𝑡)},采样频率为 5 120 Hz,数据总长度

𝐿为 4 096. 混合过程同 4.1节, 混合信号的相关函数

矩阵的无偏估计为



320 控 制 与 决 策 第 27 卷

𝑀𝑘 =
1

𝐿− 𝜏𝑘

(
𝒙(𝑡)𝒙T(𝑡+ 𝜏𝑘)

)
. (22)

其中: 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾(𝐾 = 11), 𝜏𝑘 = 2(𝑘 − 1).

实验采用文献 [10]中关于盲分离性能指数 PI的

定义来评价算法的分离性能,取对数 20∗ lg PI. 图 2给

出了在不同的信噪比环境下两种算法的最终分离性

能曲线,显然本文算法较 SOBI算法具有更好的分离

性能.
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图 2 两种算法的信噪比-性能曲线

5 结结结 论论论

本文研究了一种新的非正交联合对角化方法,并

成功解决了飞行器振动信号的盲分离问题.首先详细

分析了非正交近似联合对角化目标函数及相应的约

束条件,提出了解决对角化问题的非线性约束优化模

型. 通过惩罚函数法将约束优化模型转化为无约束

优化模型,方便了优化问题的求解. 最后采用粒子群

优化算法实现无约束优化模型的求解, 成功解决了

带有约束的非正交联合对角化问题.相比正交对角化

的SOBI算法, 本文算法能够成功解决实际信号的盲

分离问题,且具有更加优异的性能.
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