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摘 要: 设计一种基于非量测畸变校正的摄像机标定方法. 该方法利用单参数除式模型校正镜头畸变,根据直线透

视投影保留同素性,通过拉凡格氏法 (LM)优化标定出畸变模型系数和摄像机主点坐标,然后校正成像点,使其满足

针孔模型映射关系.根据内参数的两个基本方程,线性求解剩余参数. 实验表明,该方法在非量测标定过程具有较好

的鲁棒性,且对比张正友标定方法,可在单幅标靶图像下进行标定,避免了模型内外参数耦合在一起,提高了标定效

率.
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A camera calibration method based on non-metric distortion correction
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Abstract: A camera calibration method based on non-metric distortion correction is proposed. In this method, single

parameter division model is used to correct lens distortion, and based on the same geometric type between straight line and

its projection image, the LM(Levenberg Marquardt) scheme is applied to obtain the distortion parameter and the principal

point by optimization. Then, the actual image point is corrected in order to satisfy the pinhole camera model. Based on the

two basic constraint equations about camera intrinsic parameters, the remaining camera parameters can be solved linearly.

Experimental results show that this method has better robustness in the non-metric distortion correction process. And by the

comparison with Zhang’s method, camera can be calibrated by using only single image, which avoids the coupling between

intrinsic and extrinsic camera parameters, and the efficency of calibration is improved.
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1 引引引 言言言

摄像机标定是三维视觉检测领域中的基本问题.

作为检测系统中信息获取单元的摄像机,其参数标定

的精度将直接影响到测量结果,因而是视觉测量中的

关键和前提.对高精度视觉检测系统而言, 采用针孔

摄像机模型描述是不充分的,通常还需考虑镜头的畸

变模型.

传统摄像机标定方法[1-3]是将镜头畸变参量与摄

像机模型的其他参量一起估计,其具代表性的方法包

括Tsai的两步法[2]以及张正友基于平面标靶的标定

方法[3]. Tsai等人首先利用径向约束求解出摄像机外

部参数,然后基于针孔模型的假设获取算法迭代初值,

经非线性优化搜索得到摄像机参数的解. 该方法操作

繁琐并且无法精确得到摄像机主点坐标.张正友的方

法介于Tsai方法和自标定方法[4]之间,同样先基于针

孔模型的假设,由采集到的多幅标靶图像求出模型参

数的迭代初值,最后采用非线性优化搜索的方法使得

重投影误差最小,进而精确得到摄像机参数的解.

相比较而言, 基于非量测畸变校正的摄像机标

定方法则充分利用了射影几何不变性或不变量, 避

免了在优化搜索过程中畸变系数与摄像机的内外参

数耦合在一起的可能[5]. 在镜头非量测标定方面, 张

广军等人[6]提出了基于交比不变原理的畸变系数标

定方法. 陈茹雯等人[7]采用自回归序列进行校正. 周

富强等人[8]提出了共线点的畸变校正方法,并在文献

[9]中,建立了摄像机的畸变分离模型,利用非量测的
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方法完成摄像机标定. 但以上方法在非量测标定过程

中并未考虑主点坐标,直接将像平面的几何中心作为

主点处理. 然而由于装配等原因,主点坐标和像平面

的几何中心往往存在差异,而畸变主要成分的径向畸

变往往是以主点坐标呈中心对称的,像点越远离主点

坐标,畸变程度越大,所以在非量测校正过程中不能

忽略主点的影响.张靖等人[10]考虑了主点的影响,通

过遗传算法得到畸变参量和主点坐标,但算法实现繁

琐,计算量较大.

本文采用单参数除式模型[11]校正镜头畸变, 通

过LM非线性优化方法对平面靶标上共线特征点的

实际成像点拟合圆, 标定出畸变系数以及主点坐标;

然后对实际像点进行畸变校正,根据内参数基本约束

方程完成余下摄像机参数的标定工作.

2 摄摄摄像像像机机机模模模型型型

摄像机模型决定了场景点与图像像点位置之间

的映射关系,通常以线性针孔模型为基础.

2.1 针针针孔孔孔模模模型型型

针孔模型如图 1所描述, 图中𝑂𝑤-𝑥𝑤𝑦𝑤𝑧𝑤为世

界坐标系, 𝑂𝑐-𝑥𝑐𝑦𝑐𝑧𝑐为摄像机坐标系, 𝑂𝑓 -𝑢𝑣为像平

面坐标系, 𝑃 为空间中的一点. 𝑂𝑐𝑍𝑐为摄像机光轴,

与像平面垂直相交于点𝑂, 𝑂即为摄像机的主点坐标.

设点𝑃 的世界坐标为 (𝑥𝑤, 𝑦𝑤, 𝑧𝑤)
T, 其像点𝑚在像

平面坐标为 (𝑢, 𝑣)T, 所对应的齐次坐标分别为𝑃 =

(𝑥𝑤, 𝑦𝑤, 𝑧𝑤, 1)
T, 𝑚̃ = (𝑢, 𝑣, 1)T,则针孔模型可表示为

如下一般形式:

𝑚̃ = 𝐾 ⋅ (𝑅 𝑇 ) ⋅ 𝑃, (1)

𝐾 =

⎡⎢⎣ 𝑓𝑥 0 𝑢0

0 𝑓𝑦 𝑣0

0 0 1

⎤⎥⎦ .

式中: 𝐾为摄像机内参数矩阵, 𝑓𝑥和 𝑓𝑦分别为摄像机

在𝑢轴和 𝑣轴方向上的尺度因子, (𝑢0, 𝑣0)为主点在像

平面坐标系下的坐标.点𝑃 通过旋转矩阵𝑅和平移矩

阵𝑇 从世界坐标系转换到摄像机坐标系下.
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图 1 针孔摄像机模型

2.2 畸畸畸变变变模模模型型型

因镜头存在光学畸变,针孔模型不能准确描述实

际映射关系,需在其基础上加以考虑畸变模型, 通常

只考虑一阶径向畸变即可满足系统测量精度要求[11].

相对于多项式校正模型[12], Fitzgibbon[11]提出的除式

模型能够使用较少参数校正较大镜头的畸变,其形式

如下:

𝑟𝑢 =
𝑟𝑑

1 + 𝜆1𝑟2𝑑 + 𝜆2𝑟4𝑑 + ⋅ ⋅ ⋅ . (2)

使用单参数除式模型,可得具体校正模型如下:⎧⎨⎩
𝑥′
𝑢 =

𝑥′
𝑑

1 + 𝜆𝑟2𝑑
,

𝑦′𝑢 =
𝑦′𝑑

1 + 𝜆𝑟2𝑑
.

(3)

式中: 𝑟2𝑑 = 𝑥′2
𝑑 + 𝑦′2𝑑 , (𝑥′

𝑢, 𝑦
′
𝑢)和 (𝑥′

𝑑, 𝑦
′
𝑑)分别为经过主

点中心平移后的无畸变像点和实际像点, 𝜆为畸变模

型系数.

3 非非非量量量测测测摄摄摄像像像机机机标标标定定定

非量测摄像机标定方法可分两个步骤进行, 首

先, 利用非量测的手段对畸变模型进行标定; 然后对

实际成像点校正,使得校正后的像点与物点间满足针

孔模型的映射关系,便可线性求解出余下摄像机参数.

3.1 畸畸畸变变变模模模型型型参参参数数数标标标定定定

根据透视投影变换保持几何元素的同素性,空间

直线在像平面成像也应为直线. 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏定义为像

平面内的直线方程,将式 (3)代入直线方程,可得
𝑦′𝑑

1 + 𝜆𝑟2𝑑
= 𝑘

𝑥′
𝑑

1 + 𝜆𝑟2𝑑
+ 𝑏. (4)

一般选定像平面的左上角为像平面坐标原点,

(𝑥′
𝑑, 𝑦

′
𝑑)为经主点平移后的坐标.设 (𝑥𝑑, 𝑦𝑑)为实际成

像点的像素坐标,则有如下变换:{
𝑥′
𝑑 = 𝑥𝑑 − 𝑢0,

𝑦′𝑑 = 𝑦𝑑 − 𝑣0.
(5)

将式 (5)代入 (4),整理可得

𝑥2
𝑑 + 𝑦2𝑑 +

( 𝑘

𝑏𝜆
− 2𝑢0

)
𝑥𝑑 +

(
− 1

𝑏𝜆
− 2𝑣0

)
𝑦𝑑+

𝑢2
0 + 𝑣20 −

𝑘

𝑏𝜆
𝑢0 +

1

𝑏𝜆
𝑣0 +

1

𝜆
= 0. (6)

对式 (6)中参数作如下定义:⎧⎨⎩
𝐴 =

𝑘

𝑏𝜆
− 2𝑢0,

𝐵 = − 1

𝑏𝜆
− 2𝑣0,

𝐶 = 𝑢2
0 + 𝑣20 −

𝑘

𝑏𝜆
𝑢0 +

1

𝑏𝜆
𝑣0 +

1

𝜆
,

(7)

则可认为式 (6)为圆的一般表达式,即

𝑥2
𝑑 + 𝑦2𝑑 +𝐴𝑥𝑑 +𝐵𝑦𝑑 + 𝐶 = 0, (8)

并根据式 (7),参数𝐴,𝐵,𝐶还满足如下等式关系:

𝑢2
0 + 𝑣20 +𝐴𝑢0 +𝐵𝑣0 + 𝐶 − 1/𝜆 = 0. (9)

整理式 (8), 圆参数𝐴,𝐵,𝐶可利用最小二乘方

法 (LS)求解. 而在实际像点提取过程中难免会有噪声

影响,为此Chernov[13]定义了一种新的圆弧拟合方法,

利用LM进行非线性优化求解.
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至少提取 3组参数 (𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝐶𝑖), 𝑖 = 1, 2, 3, 根据

式 (9)关于主点的等式约束,便可得到以下方程:⎧⎨⎩
(𝐴1 −𝐴2)𝑢0 + (𝐵1 −𝐵2)𝑣0 + (𝐶1 − 𝐶2) = 0,

(𝐴1 −𝐴3)𝑢0 + (𝐵1 −𝐵3)𝑣0 + (𝐶1 − 𝐶3) = 0,

(𝐴2 −𝐴3)𝑢0 + (𝐵2 −𝐵3)𝑣0 + (𝐶2 − 𝐶3) = 0.

(10)

对式 (10)求解得到摄像机主点坐标,代入式 (9),

得到畸变模型的系数𝜆,即
1

𝜆
= 𝑢2

0 + 𝑣20 +𝐴𝑢0 +𝐵𝑣0 + 𝐶. (11)

3.2 针针针孔孔孔模模模型型型参参参数数数标标标定定定

采用 2D平面标靶,平面标靶上特征点和校正后

像点间的单应矩阵为𝐻 , 其详细求解过程可参照文

献 [3]. 定义𝐻 = [ℎ1, ℎ2, ℎ3],则有⎧⎨⎩ℎT
1 𝐾

−T𝐾−1ℎ2 = 0,

ℎT
1 𝐾

−T𝐾−1ℎ1 = ℎT
2 𝐾

−T𝐾−1ℎ2.
(12)

式 (12)即为关于摄像机内参数的两个基本约束

方程[3]. 因 (𝑢0, 𝑣0)在上一小节中已求出,对式 (12)整

理便可确定余下摄像机内参数 𝑓𝑥, 𝑓𝑦, 进而可完成所

有摄像机参数的标定.

令ℎ1 = [ℎ11, ℎ12, ℎ13]
T, ℎ2 = [ℎ21, ℎ22, ℎ23]

T, 定

义如下变量:⎧⎨⎩

𝑀 = ℎ21ℎ11 − ℎ21ℎ13𝑢0 − ℎ23ℎ11𝑢0 + ℎ23ℎ13𝑢
2
0,

𝑀 = ℎ22ℎ12 − ℎ22ℎ13𝑣0 − ℎ23ℎ12𝑣0 + ℎ23ℎ13𝑣
2
0 ,

𝑇 = ℎ13ℎ23,

𝑃 = ℎ23ℎ21𝑢0 − ℎ2
23𝑢

2
0 − ℎ13ℎ11𝑢0 + ℎ2

13𝑢
2
0−

ℎ11ℎ13𝑢0 − ℎ2
21 + ℎ21ℎ23𝑢0 + ℎ2

11,

𝑄 = ℎ2
12 − ℎ12ℎ13𝑣0 − ℎ2

22 + ℎ22ℎ23𝑣0−
ℎ12ℎ13𝑣0 + ℎ2

13𝑣
2
0 + ℎ23ℎ22𝑣0 − ℎ2

23𝑣
2
0 ,

𝑆 = −ℎ2
23 + ℎ2

13.

则有 ⎧⎨⎩
𝑓𝑥 =

√
𝑀𝑄−𝑁𝑃

𝑁𝑆 − 𝑇𝑄
,

𝑓𝑦 =

√
𝑁𝑃 −𝑀𝑄

𝑀𝑆 − 𝑇𝑃
.

至此,摄像机模型中所有参数标定完毕.

4 实实实验验验结结结果果果与与与分分分析析析

4.1 仿仿仿真真真实实实验验验

为验证最小二乘 (LS)方法和LM非线性优化方

法在圆弧拟合时的噪声抑制能力, 在像面内随机生

成任意方向和位置的 8条直线,然后对直线上的特征

点加以不同程度的高斯噪声, 随机运行 100次, 得其

仿真结果如图 2所示. 其中已知模型的畸变系数𝜆 =

−1.0× 10−6,主点坐标为 (320, 240).

从图 2中可看出, 在固定畸变系数下, 采用最小
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图 2 畸变系数和主点坐标在不同程度噪声下鲁棒性估计

二乘方法得到畸变系数相对误差和主点坐标的偏移

量将随噪声水平的增大显著增大,而非线性优化方法

得到的结果随噪声的增大而略有增加.

在固定噪声水平、不同畸变系数下,运行 100次,

得到仿真结果如图 3所示. 从图 3中可以看出,在最小

二乘方法下, 当畸变系数越靠近零, 相对误差增幅越

大.相比之下, 非线性优化方法的效果显著优于最小

二乘方法.
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图 3 相同噪声下不同畸变系数的鲁棒性估计

4.2 真真真实实实实实实验验验

采用定焦距摄像机分别在两不同角度真实拍摄

同一棋盘标靶,得到的图像定义为标靶图像 1和标靶

图像 2. 图像像素大小为 640×480. 采用本文非量测摄

像机标定方法和张正友方法分别进行标定,标定过程

使用Matlab编程实现.

图 4和图 5为利用本文非量测方法对标靶图像 1

和标靶图像 2进行非量测校正的结果. 图中圆点为

实际成像点, 十字为校正后的图像点. 表 1为张正友

标定方法的标定结果,从结果中可看出,张正友标定

方法至少需要 2幅标靶图像, 重投影误差RMS可达

到 0.08个像素,但该算法最后不可避免地将畸变参数
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图 4 标靶图像 1的实际采样点和校正点
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表 1 张正友方法摄像机标定结果

标靶图像 尺度因子 (𝑓𝑥, 𝑓𝑦) 主点坐标 (𝑢0, 𝑣0) 畸变系数 RMS (pixels) 运行时间/s

1 & 2 (653.208 0, 654.078 8) (303.489 8, 240.500 1) −0.230 4 0.084 2 9.504 442
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图 5 标靶图像 2的实际采样点和校正点

和摄像机其余参数一起进行多维参数的非线性优化

搜索, 易使得畸变参数和摄像机参数耦合在一起, 导

致畸变参数估计错误,并且耗费时间, 降低了标定效

率.

表 2为采用本文非量测摄像机标定方法的实验

结果.通过对比可以看出,基于非量测校正的摄像机

标定方法可在单幅图像下完成所有摄像机参数的标

定工作,且标定精度和张正友方法的结果相当, 重投

影误差RMS均达到了 0.08个像素.除此之外,该方法

避免了畸变参数和摄像机内外参数耦合在一起的可

能,只是在畸变参数标定时利用LM方法进行了三维

参数的非线性优化求解,标定效率显著提高.

表 2 非量测摄像机标定结果

摄像机参数 标靶图像 1 标靶图像 2 标靶图像 1&2

𝑓𝑥 653.475 0 653.268 0 655.744 9

𝑓𝑦 653.826 3 653.768 4 656.819 2

𝑢0 303.286 1 307.750 2 305.467 7

𝑣0 240.944 6 239.912 4 240.100 3

𝜆 × 10−7 −5.974 3 −6.009 7 −5.935 9

RMS(pixels) 0.087 8 0.087 2 0.087 5

运行时间/s 1.239 94 1.177 35 1.828 69

5 结结结 论论论

本文根据直线经透视投影变换保持同素性原理,

设计出了一种基于非量测畸变校正的摄像机标定方

法. 该方法利用单参数除式模型校正镜头畸变,通过

LM非线性优化的方法完成对小段圆弧的拟合,能够

较准确估计出畸变模型系数和主点坐标;然后对实际

像点进行校正,线性求解出其余摄像机模型参数. 该

方法避免了畸变参数和摄像机内外参数耦合在一起

的可能,且仅需单幅标靶图像便可完成摄像机标定工

作,标定精度与张正友方法相当,简化了标定过程,执

行效率显著提高.
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