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摘 要: 研究一类具有时变、有界干扰的非线性随机不确定系统有限时间𝐻∞滤波问题.首先,给出了非线性随机不

确定系统有限时间𝐻∞滤波问题的定义;其次,通过构造Lyapunov-Krasoviskii函数,并结合线性矩阵不等式 (LMI)方

法,给出了非线性随机不确定系统有限时间𝐻∞滤波器存在的充分条件;再次,将该问题简化为具有LMI约束的优

化问题,并给出了相应的求解算法;最后,通过数值算例表明了所提出设计方法的有效性.
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Abstract: The finite-time 𝐻∞ filtering problem for a class of nonlinear stochastic uncertain systems with norm bounded

exogenous disturbance is considered. Firstly, the definition of finite-time 𝐻∞ filtering of a class of nonlinear stochastic

uncertain systems is given. Then, by constructing Lyapunov-Krasoviskii function and using linear matrix inequality

approach, a sufficient condition for finite-time 𝐻∞ filter of a class of nonlinear stochastic uncertain systems is presented.

Furthermore, this problem is simplified to the optimization under the constraint of linear matrix inequality, the corresponding

solving algorithm is given. Finally, an example is presented to demonstrate the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引 言言言

近年来,随机系统的𝐻∞滤波问题越来越受到众

多学者的关注, 已成为控制理论界热门的研究方向

之一[1-3]. 文献 [1]研究了一般连续时间线性随机系统

的鲁棒𝐻∞滤波问题,并以线性矩阵不等式的形式给

出了𝐻∞滤波器存在的充分必要条件,同时给出了混

合𝐻2/𝐻∞滤波器设计方法. [2]对线性随机系统 (连

续和离散)设计了降阶𝐻∞滤波器, 给出了该滤波器

存在的充分必要条件. [3]以哈密尔顿-雅可比不等式

的形式给出了一般的非线性连续时间随机系统𝐻∞
滤波器存在的充分条件, 并且利用LMI方法给出了

一类非线性随机系统的𝐻∞滤波器设计的数值算

法. 然而,目前对于这类问题的研究成果大部分是基

于Lyapunov意义下的随机稳定性. 基于Lyapunov意

义的稳定性是刻划系统无限时间上的渐近行为,即稳

态性能,它并不反映系统的暂态性能.但是,在实际工

业过程中, 除了系统的稳态性能外, 暂态性能有时尤

其重要,如要求控制系统的轨迹不能超过某一个给定

的界限.实际上,在Lyapunov意义下的稳定系统可能

具有很坏的暂态性能 (如振荡剧烈),无法满足工业生

产要求.

文献 [4-5]针对解决系统的暂态性能问题, 首次

提出了有限时间稳定性的概念, 并利用Lyapunov函

数方法给出了该问题存在解的充分条件.近年来, 线

性矩阵不等式理论的发展促进了有限时间稳定性的

研究. [6]重新给出了有限时间稳定性的概念; [7]又提

出了使得闭环系统为有限时间有界的动态输出反馈

控制器设计方法,并以线性矩阵不等式的形式给出了
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充分条件.随后, 有限时间稳定性的概念被推广到了

随机系统[8]、Markov跳变系统[9]等. 最近, [10]进一步

提出了有限时间 (𝑐1, 𝑐2)-稳定性, 并给出了判别准则

以及镇定控制器存在的充分条件.然而, 对于随机伊

藤系统,基于有限时间稳定性的滤波问题还较为少见.

本文研究一类非线性随机不确定系统的有限时

间𝐻∞滤波问题,即寻求一个滤波器使得误差系统是

有限时间随机有界的,并且满足从干扰输入到估计输

出的增益小于一个给定的正常数. 以矩阵不等式的形

式给出了非线性随机不确定系统有限时间𝐻∞滤波

器存在的充分条件,进一步说明了该充分条件与无限

水平𝐻∞滤波器存在的充分条件之间的关系.

2 问问问题题题描描描述述述

记号: 𝐴′为矩阵或向量𝐴的转置; 𝐴 > 0 (𝐴 ⩾ 0)

为正定或半正定矩阵; 𝐼𝑛×𝑛为𝑛阶单位矩阵;

𝜆max(𝐴)/𝜆min(𝐴)为矩阵的最大或最小特征值; E𝑥(𝑡)

为随机过程𝑥(𝑡)的数学期望. 𝐿2
𝐹 ([0, 𝑇 ], 𝑅

𝑛) =
{
𝑦(⋅)

为定义在区间 [0, 𝑇 ]上, 关于𝐹𝑡适应的、属于𝑅𝑛 且

满足E
w 𝑇

0
∥𝑦(𝑡)∥2d𝑡 < +∞的随机过程

}
.

考虑如下非线性随机不确定系统:⎧⎨⎩
d𝑥(𝑡) = [(𝐴0 +Δ𝐴)𝑥(𝑡) + (𝐵0 +Δ𝐵)𝑣(𝑡)+

𝑓(𝑥(𝑡))+ℎ(𝑣(𝑡))]d𝑡+(𝐶0+Δ𝐶)𝑥(𝑡)d𝑤0(𝑡),

d𝑦(𝑡) = [𝐴1𝑥(𝑡) +𝐵1𝑣(𝑡)]d𝑡+ 𝐶1𝑥(𝑡)d𝑤1(𝑡),

𝑧(𝑡) = 𝑀𝑥(𝑡).

(1)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛 为系统的状态; 𝑣(𝑡) ∈ 𝐿2
𝐹 ([0, 𝑇 ], 𝑅

𝑛)

为外界干扰信号并且满足E
w 𝑇

0
𝑣′(𝑠)𝑣(𝑠)d𝑠 < 𝑑, 𝑑 >

0, 𝑦(𝑡) ∈ 𝑅𝑟为量测输出信号; 𝑧(𝑡) ∈ 𝑅𝑚为待估计输

出; 𝐴0, 𝐵0, 𝐶0, 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1, 𝑀为适当维数的常数矩

阵; Δ𝐴, Δ𝐵, Δ𝐶为范数一致有界的, 且满足如下匹

配条件:

[Δ𝐴 Δ𝐵 Δ𝐶] = 𝐺𝐹 (𝑡)[𝐻0 𝐻1 𝐻2],

𝐹 ′(𝑡)𝐹 (𝑡) ⩽ 𝐼, ∀𝑡 ⩽ 0,

𝐺,𝐻0,𝐻1,𝐻2为适当维数的常数矩阵, 𝐹 (𝑡)的各个元

素是Lebesgue可测的; 𝑓(𝑥(𝑡))和ℎ(𝑣(𝑡))为光滑函数

且 𝑓(0) = 0, ℎ(0) = 0, 同时存在𝜅1 > 0, 𝜅2 > 0

满足

∥𝑓(𝑥(𝑡))∥ ⩽ 𝜅1∥𝑥(𝑡)∥,
∥ℎ(𝑥(𝑡))∥ ⩽ 𝜅2∥𝑥(𝑡)∥; (2)

𝑤0(𝑡), 𝑤1(𝑡)为定义于概率空间 (Ω , 𝐹 , 𝐹𝑡, 𝑃 )上相互

独立的、一维标准Brown运动,有

𝐹𝑡 = 𝜎{(𝑤0(𝑠), 𝑤1(𝑠)) : 0 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑡}.
取如下形式的滤波器方程:

⎧⎨⎩
d

⌢
𝑥(𝑡) = 𝐴𝑓

⌢
𝑥(𝑡) +𝐵𝑓d𝑦(𝑡),

⌢
𝑥(0) =

⌢
𝑥0,

⌢
𝑧 (𝑡) = 𝑀𝑓

⌢
𝑥(𝑡).

(3)

其中: ⌢
𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛,

⌢
𝑧 (𝑡) ∈ 𝑅𝑚; 𝐴𝑓 , 𝐵𝑓 , 𝑀𝑓为待定的适

当维数的矩阵.

令状态误差 𝑒(𝑡) = 𝑥(𝑡)−⌢
𝑥(𝑡),由系统 (1)和滤波

器 (3),得到滤波状态误差方程

d𝑒(𝑡) =

[(𝐴0 +Δ𝐴−𝐵𝑓𝐴1 −𝐴𝑓 )𝑥(𝑡) +𝐴𝑓𝑒(𝑡)+

(𝐵0 +Δ𝐵 −𝐵𝑓𝐵1)𝑣(𝑡) + 𝑓(𝑥(𝑡)) + ℎ(𝑣(𝑡))]d𝑡+

(𝐶0 +Δ𝐶)𝑥(𝑡)d𝑤0 −𝐵𝑓𝐶1𝑥(𝑡)d𝑤1.

令 𝑧(𝑡) = 𝑧(𝑡)− ⌢
𝑧 (𝑡), 𝑥̃(𝑡) = [𝑥′(𝑡) 𝑒′(𝑡)],得到滤

波误差系统的增广系统如下:⎧⎨⎩
d𝑥̃(𝑡) = [𝐴𝑥̃(𝑡) + 𝐵̃𝑣(𝑡) + 𝐸̃𝑓(𝑥̃(𝑡))+

𝐹ℎ(𝑣(𝑡))]d𝑡+ 𝐶𝑥̃(𝑡)d𝑤0 + 𝐷̃𝑥̃(𝑡)d𝑤1,

𝑧(𝑡) = 𝑀̃𝑥̃(𝑡).

(4)

其中

𝐴 =

[
𝐴0 +Δ𝐴 0

(𝐴0 +Δ𝐴)−𝐵𝑓𝐴1 −𝐴𝑓 𝐴𝑓

]
,

𝐵̃ =

[
𝐵0 +Δ𝐵

𝐵0 +Δ𝐵 −𝐵𝑓𝐵1

]
,

𝑓(𝑥̃(𝑡)) =

[
𝑓(𝑥(𝑡))

𝑓(𝑒(𝑡))

]
, 𝐶 =

[
𝐶0 +Δ𝐶 0

𝐶0 +Δ𝐶 0

]
,

𝐷̃ =

[
0 0

−𝐵𝑓𝐶1 0

]
, 𝐸̃ =

[
1 0

1 0

]
,

𝐹 =

[
1

1

]
, 𝑀̃ =

[
𝑀 −𝑀𝑓 𝑀𝑓

]
.

定义 1[9] 系统 (4) (𝑣(𝑡) = 0)关于 (𝑐1, 𝑐2, 𝑇,𝑅)是

有限时间随机稳定的,如果

𝑥̃′(0)𝑅𝑥̃(0) ⩽ 𝑐1 ⇒ 𝐸𝑥̃′(𝑡)𝑅𝑥̃(𝑡) < 𝑐2, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

其中: 𝑐1 > 0, 𝑐2 > 𝑐1, 𝑅 > 0, 𝑇 > 0.

定义 2[9] 系统 (4)关于 (𝑐1, 𝑐2, 𝑇 , 𝑅, 𝑑)是有限

时间随机有界的,如果

𝑥̃′(0)𝑅𝑥̃(0) ⩽ 𝑐1 ⇒ 𝐸𝑥̃′(𝑡)𝑅𝑥̃(𝑡) < 𝑐2, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

其中: 𝑐1 > 0, 𝑐2 > 𝑐1, 𝑅 > 0, 𝑇 > 0.

注注注 1 从定义 1和定义 2可以看出,有限时间随

机稳定是有限时间随机有界的特殊情况 (𝑣(𝑡) = 0).

下面给出本文要研究的有限时间𝐻∞滤波问题.

给定一个正数 𝛾,设计滤波器 (3)使得:

1) 滤波误差增广系统 (4)是有限时间随机有界

的;

2)在 0初始条件下,估计输出 𝑧(𝑡)满足下列约束
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条件:

E
w 𝑇

0
𝑧′(𝑡)𝑧(𝑡)d𝑡 < 𝛾2E

w 𝑇

0
𝑣′(𝑡)𝑣(𝑡)d𝑡. (5)

注注注 2 仅考虑条件 2), 即为有限水平𝐻∞滤波

问题[11]. 由于没有考虑滤波误差系统瞬态响应,可能

导致有限水平𝐻∞滤波器在实际中不能应用. 例如在

电子线路系统中,可能由于滤波误差系统产生的瞬态

响应过大,致使系统中电子元件损坏.条件 1)考虑了

滤波误差系统在给定时间段上的瞬态响应.将两者相

结合的意义是: 既考虑了滤波误差系统在给定时间段

上的响应小于某个给定的值,又考虑了滤波误差系统

对外界干扰的抑制效果.

3 主主主要要要结结结果果果

本文将解决系统 (1)有限时间𝐻∞滤波问题, 并

给出充分条件.为此,先给出如下引理.

引引引理理理 1 如果存在标量𝛼 ⩾ 0和 𝛾 > 0,及正定

矩阵𝑄,使得下式成立:[
Π11 − 𝛼𝑄̃ 𝑄̃𝐵̃

∗ −𝛾2𝐼 + 𝜅2
2𝐼

]
< 0, (6)

1

𝜆min(𝑄)
e𝛼𝑇 [𝜆max(𝑄)𝑐1 + 𝛾2𝑑] < 𝑐2, (7)

则滤波误差增广系统 (4)关于 (𝑐1, 𝑐2, 𝑇 , 𝑅, 𝑑)是有限

时间随机有界的. 其中: 𝑄̃ = 𝑅1/2𝑄𝑅1/2, Π11 = 𝐴′𝑄̃

+ 𝑄̃𝐴+ 𝐶 ′𝑄̃𝐶 + 𝐷̃′𝑄̃𝐷̃ + 𝑄̃𝐸̃𝐸̃′𝑄̃+ 𝜅2
1𝐼 + 𝑄̃𝐹𝐹 ′𝑄̃.

证明 设𝑄 > 0是式 (6)和 (7)的解,取Lyapunov

函数𝑉 (𝑥̃(𝑡)) = 𝑥̃′(𝑡)𝑄̃𝑥̃(𝑡), 设式 (4)的无穷小生成元

为ℒ[12],有

ℒ𝑉 (𝑥̃(𝑡)) =

[𝐴𝑥̃(𝑡) + 𝐵̃𝑣(𝑡) + 𝐸̃𝑓(𝑥̃(𝑡))+

𝐹ℎ(𝑣(𝑡))]′𝑄̃𝑥̃(𝑡) + 𝑥̃′(𝑡)𝑄̃[𝐴𝑥̃(𝑡)+

𝐵̃𝑣(𝑡) + 𝐸̃𝑓(𝑥̃(𝑡) + 𝐹ℎ(𝑣(𝑡))]+

[𝐶𝑥̃(𝑡)]′𝑄̃[𝐶𝑥̃(𝑡)] + 𝑥̃′(𝑡)𝐷̃′𝑄̃𝐷̃𝑥̃(𝑡) =

𝑥̃′(𝑡)𝐴′𝑄̃𝑥̃(𝑡) + 𝑣′(𝑡)𝐵̃′𝑄̃𝑥̃(𝑡)+

𝑓 ′(𝑥̃(𝑡)𝐸̃′𝑄̃𝑥̃(𝑡) + ℎ′(𝑣(𝑡))𝐹 ′𝑄̃𝑥̃(𝑡)+

𝑥̃′(𝑡)𝑄̃𝐴𝑥̃(𝑡) + 𝑥̃′(𝑡)𝑄̃𝐵̃𝑣(𝑡)+

𝑥̃′(𝑡)𝑄̃𝐸̃𝑓(𝑥̃(𝑡)) + 𝑥̃′(𝑡)𝑄̃𝐹ℎ(𝑣(𝑡))+

𝑥̃′(𝑡)𝐶 ′𝑄̃𝐶𝑥̃(𝑡) + 𝑥̃′(𝑡)𝐷̃′𝑄̃𝐷̃𝑥̃(𝑡). (8)

根据不等式

𝑀𝐹 (𝑡)𝑁 +𝑁 ′𝐹 ′(𝑡)𝑀 ′ ⩽ 𝑀𝑀 ′ +𝑁 ′𝑁,

得

𝑓 ′(𝑥̃(𝑡))𝐸̃′𝑄̃𝑥̃(𝑡) + 𝑥̃′(𝑡)𝑄̃𝐸̃𝑓(𝑥̃(𝑡)) ⩽

𝑥̃′(𝑡)𝑄̃𝐸̃𝐸̃′𝑄̃𝑥̃(𝑡) + 𝑓 ′(𝑥̃(𝑡))𝑓(𝑥̃(𝑡)), (9)

ℎ′(𝑣(𝑡))𝐹 ′𝑄̃𝑥̃(𝑡) + 𝑥̃′(𝑡)𝑄̃𝐹ℎ(𝑣(𝑡)) ⩽

𝑥̃′(𝑡)𝑄̃𝐹𝐹 ′𝑄̃𝑥̃(𝑡) + ℎ′(𝑣(𝑡))ℎ(𝑣(𝑡)). (10)

由式 (2)得

𝑓 ′(𝑥̃(𝑡))𝑓(𝑥̃(𝑡)) ⩽ 𝜅2
1𝑥̃

′(𝑡)𝑥̃(𝑡),

ℎ′(𝑣(𝑡))ℎ(𝑣(𝑡)) ⩽ 𝜅2
2𝑣

′(𝑡)𝑣(𝑡). (11)

将式 (9)和 (11)代入 (8),可得到

ℒ𝑉 (𝑥̃(𝑡)) ⩽
[
𝑥̃(𝑡)

𝑣(𝑡)

]′ [
Π11 𝑄̃𝐵̃

∗ 𝜅2
2𝐼

][
𝑥̃(𝑡)

𝑣(𝑡)

]
. (12)

其中

Π11 = 𝐴′𝑄̃+ 𝑄̃𝐴+ 𝐶 ′𝑄̃𝐶 + 𝐷̃′𝑄̃𝐷̃+

𝑄̃𝐸̃𝐸̃′𝑄̃+ 𝑘21𝐼 + 𝑄̃𝐹𝐹 ′𝑄̃.

由式 (6)和 (12),可得到

ℒ𝑉 (𝑥̃(𝑡)) < 𝛼𝑉 (𝑥̃(𝑡)) + 𝛾2𝑣′(𝑡)𝑣(𝑡),

对上式两边从 0到𝑇 积分,然后取数学期望,有

E𝑉 (𝑥̃(𝑡)) <𝑉 (𝑥̃(0)) + 𝛼
w 𝑡

0
E𝑉 (𝑥(𝑠))d𝑠+

𝛾2E
w 𝑡

0
𝑣′(𝑠)𝑣(𝑠)d𝑠.

根据Gronwall不等式,得到

E𝑉 (𝑥̃(𝑡)) < 𝑉 (𝑥̃(0))e𝛼𝑡 + 𝛾2e𝛼𝑡E
w 𝑡

0
𝑣′(𝑠)𝑣(𝑠)d𝑠.

又因为

E𝑉 (𝑥̃(𝑡)) = E𝑥̃′(𝑡)𝑅1/2𝑄𝑅1/2𝑥̃(𝑡) ⩾

𝜆min(𝑄)E𝑥̃(𝑡)𝑅𝑥̃(𝑡),

𝑉 (𝑥̃(0))e𝛼𝑡 = 𝑥̃′(0)𝑅1/2𝑄𝑅1/2𝑥̃(0)e𝛼𝑡 ⩽

𝜆max(𝑄)𝑥̃′(0)𝑅𝑥̃(0)e𝛼𝑡 ⩽ 𝜆max(𝑄)𝑐1e
𝛼𝑡,

𝛾2e𝛼𝑡E
w 𝑡

0
𝑣′(𝑠)𝑣(𝑠)d𝑠 ⩽ 𝛾2e𝛼𝑇 𝑑,

则有

E𝑥̃′(𝑡)𝑅𝑥̃(𝑡) ⩽ 1

𝜆min(𝑄)
e𝛼𝑇 [𝜆max(𝑄)𝑐1 + 𝛾2𝑑].

考虑到条件 (7),易得E𝑥̃′(𝑡)𝑅𝑥̃(𝑡) < 𝑐2, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. 2
引引引理理理 2 如果存在两个标量𝛼 ⩾ 0和 𝛾 > 0及

正定矩阵𝑄,使得下式成立:⎡⎢⎣ Π11 − 𝛼𝑄̃ 𝑄̃𝐵̃ 𝑀̃ ′

∗ −𝛾2𝐼 + 𝜅2
2𝐼 0

∗ ∗ −𝐼

⎤⎥⎦ < 0, (13)

1

𝜆min(𝑄)
e𝛼𝑇 [𝜆max(𝑄)𝑐1 + 𝛾2𝑑] < 𝑐2, (14)

则滤波误差增广系统 (4)关于 (𝑐1, 𝑐2, 𝑇,𝑅, 𝑑)是有限

时间随机有界的,并且满足条件 (5). 其中

𝑄̃ = 𝑅1/2𝑄𝑅1/2,

Π11 = 𝐴′𝑄̃+ 𝑄̃𝐴+ 𝐶 ′𝑄̃𝐶 + 𝐷̃′𝑄̃𝐷̃+

𝑄̃𝐸̃𝐸̃′𝑄̃+ 𝑘21𝐼 + 𝑄̃𝐹𝐹 ′𝑄̃.

证明 注意到

[
𝑀̃ ′𝑀̃ 0

∗ 0

]
⩾ 0, 因此式 (13)意

味着
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Π11 − 𝛼𝑄̃ 𝑄̃𝐵̃

∗ −𝛾2𝐼 + 𝜅2
2𝐼

]
< 0.

根据引理 1,式 (13)和 (14)保证了误差系统 (4)是有限

时间随机有界的. 下面证明式 (14)能保证 (7)成立. 设

𝑄>0是式 (13)和 (14)的解,取Lyapunov函数𝑉 (𝑥̃(𝑡))

= 𝑥̃′(𝑡)𝑄̃𝑥̃(𝑡),设式 (4)的无穷小生成元为ℒ,利用与引

理 1相同的方法,得到

ℒ𝑉 (𝑥̃(𝑡)) ⩽
[
𝑥̃(𝑡)

𝑣(𝑡)

]′ [
Π11 𝑄̃𝐵̃

∗ 𝜅2
2𝐼

][
𝑥̃(𝑡)

𝑣(𝑡)

]
. (15)

由式 (13)和 (15)得到

ℒ𝑉 (𝑥̃(𝑡)) < 𝛼𝑉 (𝑥̃(𝑡)) + 𝛾2𝑣′(𝑡)𝑣(𝑡)− 𝑧′(𝑡)𝑧(𝑡).

在 0初始条件下,对上式从 0到𝑇 积分,然后取数学期

望,根据Gronwall不等式,得到

E𝑉 (𝑥̃(𝑡))<e𝛼𝑡
[
𝛾2E

w 𝑡

0
𝑣′(𝑠)𝑣(𝑠)d𝑠−E

w 𝑡

0
𝑧′(𝑠)𝑧(𝑠)d𝑠

]
.

由上式可知

E
w 𝑡

0
𝑧′(𝑠)𝑧(𝑠)d𝑠 < 𝛾2E

w 𝑡

0
𝑣′(𝑠)𝑣(𝑠)d𝑠. 2

基于上面的引理,下面给出本文的主要定理.

定定定理理理 1 给定干扰抑制水平 𝛾 > 0,如果存在一

个标量𝛼 ⩾ 0和正定矩阵 𝑄̃11和 𝑄̃22,以及矩阵𝑋 , 𝑌 ,

𝑀𝑓满足下列矩阵不等式:⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Λ11 Λ12 Λ13 Λ14

∗ Λ22 0 0

∗ ∗ Λ33 0

∗ ∗ ∗ Λ44

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0, (16)

𝐼 < diag{𝑄11, 𝑄22} < 𝜆𝐼, (17)

𝜆𝑐1 + 𝛾2𝑑− 𝑐2e
−𝛼𝑇 < 0. (18)

其中

Λ11 =

[
Ψ11 Ψ12

∗ Ψ22

]
, Λ12 =

[
𝜅1 0

0 0

]
,

Λ13 =

[
𝐶 ′

0𝑄̃11 0

0 0

]
,

Λ14 =

[ √
2𝑄̃11𝐺 0 0 𝐶 ′

1𝑋 𝑄̃11 𝑄̃22√
2𝑄̃22𝐺 0 0 0 0 0

→

← 𝑄̃11 𝑄̃11𝐵0 Ψ1,15

𝑄̃22 Ψ2,14 𝑀 ′
𝑓

]
,

Λ22 =

[
−𝐼 𝑄̃11𝐺

∗ −𝐼

]
, Λ33 =

[
−𝑄̃11 𝑄̃22𝐺

∗ −𝐼

]
,

Λ44 = diag{−𝐼 − 𝑄̃22 − 𝑄̃11 − 𝑄̃22 − 𝐼 →
← −𝐼 − 𝐼 Ψ14,14 − 𝐼},

𝑄̃11 = 𝑅1/2𝑄11𝑅
1/2, 𝑄̃22 = 𝑅1/2𝑄22𝑅

1/2,

Ψ11 = 𝐻 ′
0𝐻0 + 2𝐻 ′

2𝐻2 +𝐴′
0𝑄̃11 + 𝑄̃11𝐴0 − 𝛼𝑄̃11,

Ψ12 = 𝐴′
0𝑄̃22 −𝐴′

1𝑋
′ − 𝑌 ′, Ψ1,15 = 𝑀 ′ −𝑀 ′

𝑓 ,

Ψ22 = 𝑌 ′ + 𝑌 − 𝛼𝑄̃22, Ψ2,14 = 𝑄̃22𝐵0 − 𝑌 𝐵1,

Ψ14,14 = 𝐻 ′
1𝐻1 − 𝛾2𝐼 + 𝜅2

2𝐼,

则系统 (4)是有限时间随机有界的, 并且在 0初始条

件下满足式 (5). 此时,滤波器方程为⎧⎨⎩
d

⌢
𝑥(𝑡) = 𝑄̃−1

22 𝑋
⌢
𝑥(𝑡) + 𝑄̃−1

22 𝑌 d𝑦(𝑡),
⌢
𝑥(0) =

⌢
𝑥0,

⌢
𝑧 (𝑡) = 𝑀𝑓

⌢
𝑥(𝑡).

(19)

证明 取 𝑄̃ = diag{𝑄̃11, 𝑄̃22}, 把𝐴, 𝐵̃, 𝐶, 𝐷̃,

𝐸̃, 𝑀̃代入式 (13),根据Schur补,式 (13)等价于[
Θ11 Θ12

∗ Θ22

]
< 0. (20)

其中

Θ11 =

[
Σ11 Σ12

∗ Σ22

]
,

Θ12 =

[
𝜅1 Σ14 Σ15 0 −𝐶 ′

1𝐵𝑓 𝑄̃22 𝑄̃11

0 0 0 0 0 0
→

← 𝑄̃11 𝑄̃11 Σ1,11 Σ1,12

0 𝑄̃22 Σ2,11 𝑀 ′
𝑓

]
,

Θ22 = diag{−𝐼 − 𝑄̃11 − 𝑄̃22 − 𝑄̃11 − 𝑄̃22

− 𝐼 − 𝐼 − 𝐼 Σ11,11 − 𝐼},
Σ11 = 𝐴′

0𝑄̃11 + 𝑄̃11𝐴0 +Δ𝐴′𝑄̃11 + 𝑄̃11Δ𝐴− 𝛼𝑄̃11,

Σ12 = 𝐴′
0𝑄̃22 +Δ𝐴𝑄̃22 −𝐴′

1𝐵
′
𝑓 𝑄̃22 −𝐴′

𝑓 𝑄̃22,

Σ14 = 𝐶 ′
0𝑄̃11 +Δ𝐶 ′𝑄̃11, Σ15 = 𝐶 ′

0𝑄̃22 +Δ𝐶 ′𝑄̃22,

Σ1,11 = 𝑄̃11𝐵0 + 𝑄̃11Δ𝐵, Σ1,12 = 𝑀 ′ −𝑀 ′
𝑓 ,

Σ22 = 𝐴′
𝑓 𝑄̃22 + 𝑄̃22𝐴𝑓 − 𝛼𝑄̃22,

Σ2,11 = 𝑄̃22𝐵0 + 𝑄̃22Δ𝐵 − 𝑄̃22𝐵𝑓𝐵1,

Σ11,11 = −𝛾2𝐼 + 𝜅2
2𝐼.

为了处理不确定项,把式 (20)分成两部分: 一部

分不含不确定项,记为𝑍;另一部分只含不确定项,记

为𝑍1,因此式 (20)变为

𝑍 + 𝑍1 = 𝑍 + 𝑇𝐹𝑅+𝑅′𝐹 ′𝑇 ′ < 0.

根据不等式

𝑀𝐹 (𝑡)𝑁 +𝑁 ′𝐹 ′(𝑡)𝑀 ′ ⩽ 𝑀𝑀 ′ +𝑁 ′𝑁,

得

𝑍 + 𝑇𝐹𝑅+𝑅′𝐹 ′𝑇 ′ < 𝑍 + 𝑇𝑇 ′ +𝑅′𝑅.

其中

𝑍 =

[
Γ11 Γ12

∗ Σ22

]
, 𝑍1 =

[
Υ ′ 0′

10×12

]′
,

𝑇 = diag{𝐻 ′
0 0 𝑄̃11𝐺 𝑄̃22𝐺 0 0 0 0 0 0 𝐻 ′

1 0},

𝑅 =

[
Δ

010×12

]
, Γ11 =

[
Ξ11 Ξ12

∗ Σ22

]
,
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Γ12 =

[
𝜅1 𝐶 ′

0𝑄̃11 𝐶 ′
0𝑄̃22 0 −𝐶 ′

1𝐵𝑓 𝑄̃22

0 0 0 0 0
→

← 𝑄̃11 𝑄̃11 𝑄̃11 𝑄̃11𝐵0 Ξ1,12

0 0 𝑄̃22 Ξ2,11 𝑀 ′
𝑓

]
,

Ξ11 = 𝐴′
0𝑄̃11 + 𝑄̃11𝐴0 − 𝛼𝑄̃11,

Ξ12 = 𝐴′
0𝑄̃22 −𝐴′

1𝐵
′
𝑓 𝑄̃22 −𝐴′

𝑓 𝑄̃22,

Ξ2,11 = 𝑄̃22𝐵0 − 𝑄̃22𝐵𝑓𝐵1,

Υ =

[
Δ𝐴′𝑄̃11 + 𝑄̃11Δ𝐴 Δ𝐴′𝑄̃22 0 Δ𝐶 ′𝑄̃11

𝑄̃′
22Δ𝐴 0 0 0

→

← Δ𝐶 ′𝑄̃22 01×5 𝑄̃11Δ𝐵 0

0 01×5 𝑄̃22Δ𝐵 0

]
,

Δ =

[
𝑄̃11𝐺 0 𝐻 ′

2 𝐻 ′
2 01×6 𝑄̃11 0

𝑄̃22𝐺 0 0 0 01×6 𝑄̃22𝐺 0

]
,

经整理得

𝑍 + 𝑇𝑇 ′ +𝑅′𝑅 =

[
Φ11 Φ12

∗ Φ22

]
. (21)

其中

Φ11 =

[
Ω11 Ω12

∗ Σ22

]
,

Φ12 =

[
𝜅1 𝐶 ′

0𝑄̃11 𝐶 ′
0𝑄̃22 0 −𝐶 ′

1𝐵𝑓 𝑄̃22

0 0 0 0 0
→

← 𝑄̃11 𝑄̃11 𝑄̃11 𝑄̃11𝐵0 Ω1,12

0 0 𝑄̃22 Ξ2,11 𝑀 ′
𝑓

]
,

Φ22 = diag{Ω33 Ω44 − 𝑄̃22 − 𝑄̃11 − 𝑄̃22 →
← −𝐼 − 𝐼 − 𝐼 Ω11,11 − 𝐼},

Ω11 = Ξ11 +𝐻 ′
0𝐻0 + 2𝑄̃11𝐺𝐺′𝑄̃11 + 2𝐻 ′

2𝐻2,

Ω12 = Ξ12 + 2𝑄̃11𝐺𝐺′𝑄̃22, Ω1,12 = 𝑀 ′ −𝑀 ′
𝑓 ,

Ω33 = 𝑄̃11𝐺𝐺′𝑄̃11 − 𝐼, Ω44 = 𝑄̃22𝐺𝐺′𝑄̃22 − 𝑄̃11,

Ω11,11 = 𝐻 ′
1𝐻1 − 𝛾2𝐼 + 𝜅2

2𝐼.

从上述证明过程可看出,如果式 (21)小于 0,则式

(20)必成立. 令𝑋 = 𝑄̃22𝐴𝑓 , 𝑌 = 𝑄̃22𝐵𝑓 ,由 Schur补,

式 (21)可化为 (16). 另一方面, 式 (17)和 (18)意味着

(14)成立,根据引理 2,显然有

E
w 𝑡

0
𝑧′(𝑠)𝑧(𝑠)d𝑠 < 𝛾2E

w 𝑡

0
𝑣′(𝑠)𝑣(𝑠)d𝑠. 2

注注注 3 若当𝛼 = 0且没有条件 (17)和 (18),则定

理 1退化为无限时间𝐻∞滤波器存在的充分条件,即

式 (16)能保证滤波误差增广系统 (4)是均方渐近稳定

的,且满足

E
w ∞
0

𝑧′(𝑠)𝑧(𝑠)d𝑠 < 𝛾2E
w ∞
0

𝑣′(𝑠)𝑣(𝑠)d𝑠.

若将本文的系统模型换作文献 [1]的系统模型, 则可

得到一致的结果.

注注注 4 注意到定理 1不是线性矩阵不等式,然而

一旦确定𝛼,则可化为线性矩阵不等式问题处理.

算法 1 定理 1中条件 (16)∼(18)的求解算法.

Step 1: 给定𝑅, 𝑇 , 𝑐1和 𝑑.

Step 2: 利用线性搜索算法,如果能够发现一系列

𝛼𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)使得式 (16)∼(18)有可行解,则转至

Step 3;否则,转至 Step 7.

Step 3: 令 𝑖 = 1,取𝛼𝑖.

Step 4: 解下列优化问题:

min
s.t.(16)∼(18)

𝑐2,

min
s.t.(16)∼(18)

𝛾2.

Step 5: 令 𝑖 = 𝑖 + 1, 若 𝑖 + 1 > 𝑛, 则转至 Step 6;

否则, 𝛼𝑖 = 𝛼𝑖+1,转至 Step 4.

Step 6: 该问题有解,打印数据,停止.

Step 7: 该问题无解,停止.

注注注 5 在算法 1中,可通过搜索确定𝛼的范围.

4 数数数值值值算算算例例例

考虑系统 (1)的系数矩阵如下:

𝐴0 =

[
−2 0.7

0.1 −5

]
, 𝐵0 =

[
−0.3
−0.5

]
, 𝐶0 =

[
−0.4 0.1

0 −0.5

]
,

𝑓(𝑥(𝑡)) =

⎡⎣ 𝑥1 + 𝑥2√
2 +

√
𝑥2
1 + 𝑥2

2

sin
√

𝑥2
1 + 𝑥2

2

⎤⎦ , 𝑑 = 1, 𝑇 = 1, 𝑅 = 𝐼,

ℎ(𝑣) =

[
0.5 sin 𝑣1

0.5 sin 𝑣2

]
, 𝐴1 =

[
3 1.2

0.6 1.5

]
,

𝐵1 =

[
0.4

−0.25

]
, 𝐶1 =

[
−0.5 0.4

0.1 −1.2

]
,

𝐺 =

[
−0.05
0.15

]
, 𝐻0 =

[
−0.05
0.2

]′

, 𝐻1 = −0.03,

𝐻2 = [−0.01 0.04], 𝑀 = [−1 1], 𝐹 ′(𝑡)𝐹 (𝑡) ⩽ 𝐼,

𝑥(0) = [−0.7 0.6]′, 𝜅1 = 1.5, 𝜅2 = 0.7, 𝑐1 = 1.

首先,利用定理 1,在没有条件 (17)和 (18)的情况

下, 令𝛼 = 0, 此时线性矩阵不等式 (16)无解,说明系

统 (1)不存在无限水平𝐻∞滤波器. 利用算法 1,得到

𝑐2与𝛼以及 𝛾与𝛼的关系如图 1所示.

0 21 3 4 5
0

100

200

300

α

c
2

图 1 𝜶 ∈ [0,5]时 𝒄2的最小值曲线

图 1表示当𝛼 ∈ [0, 5]时 𝑐2的最小值曲线, 图 2



424 控 制 与 决 策 第 27 卷

表示当𝛼 ∈ [0, 5]时 𝛾的最小值曲线.从图 1和图 2可

以看出,当𝛼 > 1.48时问题才有解,且当𝛼 = 1.78时,

𝑐2的最小上界为 13.256 2, 此时对应的 𝛾值为 1.013 6.

由图 2可见, 𝛾随着𝛼的增大而减小. 图 1和图 2为如

何选择适合条件的有限时间𝐻∞滤波器参数提供了

方法.

0 21 3 4 5
0

2

4

6

α

γ

图 2 𝜶 ∈ [0,5]时𝜸的最小值曲线

下面分析具体适合给定条件的有限时间𝐻∞滤

波问题. 给定 𝛾 = 1, 𝑐1 = 1, 𝑐2 = 20, 𝑑 = 1, 𝑇 = 1,

𝑅 = 𝐼 ,选择𝛼 = 2,根据定理 1得到

𝜆 = 1.624 2, 𝑄11 =

[
1.292 3 0.006 6

0.006 6 1.401 0

]
,

𝑄22 =

[
1.072 8 −0.043 7
−0.043 7 1.286 3

]
,

𝑋 =

[
0.187 9 0.426 7

0.426 7 0.117 3

]
,

𝑌 =

[
−1.979 6 −0.492 2
−0.492 2 −2.916 6

]
.

因此,有限时间𝐻∞滤波器的参数为

𝐴𝑓 =

[
0.188 9 0.402 0

0.338 1 0.104 8

]
,

𝐵𝑓 =

[
−1.863 4 −0.552 0
−0.446 0 −2.286 2

]
,

𝑀𝑓 = [−0.835 7 0.077 3].

设𝐹 (𝑡) = 𝐼 , 外部干扰 𝑣(𝑡) = sin 𝑡, 系统 (1)的

初值为𝑥0(0) = 0.7, 𝑥2(0) = −0.6, 滤波系统的初值
⌢
𝑥1(0) = 0.7,

⌢
𝑥2(0) = −0.6. 图 3是估计误差 𝑧(𝑡) =

𝑧(𝑡) − ⌢
𝑧 (𝑡)的仿真曲线,图 4为𝐸𝑥̃′(𝑡)𝑅𝑥̃(𝑡)随时间变

化曲线.由图 3和图 4可见,只要 𝑥̃′(0)𝑅𝑥̃(0) ⩽ 1,则滤
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图 3 误差 𝑧(𝑡)的曲线
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图 4 𝑬𝒙̃′(𝒕)𝑹𝒙̃(𝒕)随时间变化曲线

波误差系统 (4)是有限时间随机有界的, 且满足条

件 (5).

5 结结结 论论论

本文研究了非线性随机不确定系统有限时间

𝐻∞滤波问题.首先给出了非线性随机不确定系统有

限时间𝐻∞滤波问题的定义;然后, 利用矩阵变换方

法,给出了非线性随机不确定系统有限时间𝐻∞滤波

器存在的充分条件,这个条件可以退化为具有线性矩

阵不等式约束的优化问题,并给出了优化数值求解算

法. 仿真算例表明了所提供方法的可行性. 另外,如何

将本文的结果应用到其他线性或非线性随机系统模

型有待于进一步研究.
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