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摘 要: 为研究路口交通信号灯的实时最优控制问题,提出一种以最小化等待时间为目标的多阶段决策模型. 该模

型利用最短绿灯和红灯时间的结构特征,通过合理选择系统状态和控制变量压缩了模型规模,进而提出了前向动态

规划算法以高效得到最优解. 数值实验显示,对比于固定时长的周期性控制可以节省路口车辆的等待时间;对比基于

混合整数规划的求解方法,可以提高求解效率,满足实时控制的要求.
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Abstract: The real-time signal control problem of traffic intersections is studied, and a multi-stage decision model is

proposed to minimize the waiting time. The model takes advantages of the structure of the minimum green and red time,

which significantly reduces the model scale by properly choosing the system states and control actions. Additionally, a

forward dynamic programming algorithm is developed, which can efficiently obtain the optimal solutions. Numerical results

show that the waiting time can be reduced in comparison with the fixed-time periodic control policy, and computation time

can be saved in comparison with the mixed integer programming, which can satisfy the real-time control requirement.
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1 引引引 言言言

随着监测、通讯、以及控制技术的不断进步, 交

通路口信号灯的实时控制问题得到了人们越来越多

的重视[1]. 高效的信号灯控制策略对于减少交通拥

堵、提高运输效率起着至关重要的作用. 传统的研究

是基于宏观交通流理论,针对多路口的中央控制问题

建立优化模型,对于实时的交通流信息通常没有充分

利用[2]. 随着计算机技术的发展与普及, 针对单一路

口的分散式控制问题得到了长足发展,其优势在于可

以充分利用从监测系统或者预测系统中获得的实时

交通流信息,对单一路口的信号灯作出自适应的调整

与优化[3-5].

本文针对这种单一路口的实时交通信号灯控制

问题展开研究.这一研究的难点包括两个方面, 即交

通系统的复杂动态特性带来的建模困难以及实时控

制对算法计算效率的严格要求. 文献 [6]针对这一问

题建立了基于状态空间的最优控制模型,将交通路口

车辆等待时间作为优化的目标函数,并提出了一种启

发式算法. 但是正如文献 [3,6]所指出的,这一研究的

局限性在于其模型的非线性导致最优解无法在允许

的时间范围内得到.

在文献 [6]的基础上, 本文对这一问题进行了深

入研究,主要创新点包含以下 3个方面: 1)本文把文

献 [6]中的非线性模型进行了线性化处理[7-8],得到了

线性混合整数规划模型,从而解决了原有非线性模型

无法求解的困难. 2)本文提出了一种等价的多阶段决

策模型, 不同于已有研究,这一模型充分利用了信号

灯控制问题中最短绿灯和红灯时间的结构特征,通过
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合理地选择系统状态变量和控制变量,压缩了模型规

模. 3)针对这一多阶段决策模型,本文进而提出了前

向动态规划算法[9-10],可以高效求解这一交通信号灯

控制问题,得到最优解. 数值实验显示,对比于固定时

长的周期性控制,本文的优化结果可以节省路口车辆

的等待时间;对比于线性化处理后的混合整数规划模

型,本文提出的多阶段决策模型及其前向动态规划算

法可以提高求解效率,从而满足实时控制的要求.

2 基基基于于于混混混合合合整整整数数数规规规划划划的的的数数数学学学模模模型型型

本文的系统参数如下:

𝑀 :路口交通流总股数,它是指:交叉路口处的车

流按照其通过路口时行驶方向的不同可分为不同的

流,这些流的总数目被称为该路口的交通流总股数[6],

例如, 典型十字路口, 在不考虑右转的情况下有 8股

交通流.

𝑁 :决策时间窗口的总长度,例如选择 4 min的总

时间窗,单位时间长度取 0.5 s,则𝑁 = 480.

𝐴𝑚,𝑛: 第𝑚股交通流在时间段𝑛内到达的车辆

数目,这一值可以基于上游路口的信息采集系统预测

得到,具体的预测方法参见文献 [1],本文假设这一预

测值已知.

𝐷𝑚:第𝑚股交通流在单位时间内可放行的最大

车辆数.

𝑃𝑖,𝑗 :如果对应于两股交通流 𝑖和 𝑗的信号灯不能

同时为绿灯, 则𝑃𝑖,𝑗 = 𝑃𝑗,𝑖 = 1; 否则𝑃𝑖,𝑗 = 0, 𝑖, 𝑗 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀 .

𝐺, 𝐺̄: 绿灯的最短和最长持续时间.

𝑅, 𝑅̄: 红灯的最短和最长持续时间.

本部分的决策变量如下:

𝐿𝑚,𝑛: 第𝑚股交通流在时间段𝑛结束时刻的队

长;

𝑊𝑚,𝑛: 第𝑚股交通流在时间段𝑛结束时刻的累

计等待时间;

𝑆𝑚,𝑛: 1/0决策变量, 表示第𝑚股交通流在时间

段𝑛的控制信号, 𝑆𝑚,𝑛 = 1/0分别指示开绿/红信号

灯.

2.1 现现现有有有非非非线线线性性性模模模型型型回回回顾顾顾

作为本文研究的出发点, 这里首先回顾文献 [6]

中以最小化等待时间为目标的非线性模型.

模型 1 非线性混合整数规划模型[6].

目标函数为

min 𝜂 =

𝑀∑
𝑚=1

𝑊𝑚,𝑁 . (1)

其中: 𝑀为路口交通流总股数; 𝑊𝑚,𝑛为第𝑚股交通

流在时间段𝑛结束时刻的累计等待时间. 式 (1)表示

最小化时间窗口𝑁内的总等待时间.

约束条件为:

1)队长的动态方程: ∀𝑚 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀, 𝑛 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ,各股交通流的队长满足如下动态关系:

𝐿𝑚,𝑛 = max{0, 𝐿𝑚,𝑛−1 +𝐴𝑚,𝑛 −𝐷𝑚 ⋅ 𝑆𝑚,𝑛}. (2)

其中: 𝐿𝑚,𝑛为第𝑚股交通流在时间段𝑛结束时刻的

队长, 记𝐿𝑚,0 := 0; 𝐴𝑚,𝑛为第𝑚股交通流在时间

段𝑛内到达的车辆数目; 𝐷𝑚为第𝑚股交通流在单位

时间内的最大放行车辆数;决策变量𝑆𝑚,𝑛 = 1/0分别

表示第𝑚股交通流在时间段𝑛的控制信号为绿/红灯.

2) 累积等待时间的动态方程: ∀𝑚 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑀, 𝑛 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 , 各股交通流的车辆累积等待时

间满足如下动态关系:

𝑊𝑚,𝑛 = 𝑊𝑚,𝑛−1 + 1/2 ⋅ (𝐿𝑚,𝑛−1 + 𝐿𝑚,𝑛). (3)

这里采用文献 [6]中相同的假设, 认为单位时间片段

内车辆是均匀到达的,并且记𝑊𝑚,0 := 0.

3)流冲突约束: ∀𝑛 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ,有冲突的两股

交通流所对应的信号灯不能同时为绿灯.∑
∀𝑖,𝑗=1,2,⋅⋅⋅ ,𝑀

𝑃𝑖,𝑗𝑆𝑖,𝑛𝑆𝑗,𝑛 = 0. (4)

其中: 𝑃𝑖,𝑗 = 1表示第 𝑖和第 𝑗股交通流有冲突, 即这

两股交通流所对应的信号灯状态不能同时为绿灯;否

则𝑃𝑖,𝑗 = 0.

4) 安全约束: ∀𝑚 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀 , 一旦开启绿

灯/红灯, 则相应信号灯的最短和最长持续时间需要

满足如下交通安全约束:

𝑆𝑚,𝑛 = 0, 𝑆𝑚,𝑛+1 = 1 ⇒
𝐺∏

𝑘=1

𝑆𝑚,𝑛+𝑘 = 1, (5)

𝑆𝑚,𝑛 = 0, 𝑆𝑚,𝑛+1 = 1 ⇒
𝐺̄+1∏
𝑘=1

𝑆𝑚,𝑛+𝑘 = 0, (6)

𝑆𝑚,𝑛 = 1, 𝑆𝑚,𝑛+1 = 0 ⇒
𝑅∑

𝑘=1

𝑆𝑚,𝑛+𝑘 = 0, (7)

𝑆𝑚,𝑛 = 1, 𝑆𝑚,𝑛+1 = 0 ⇒
𝑅̄+1∑
𝑘=1

𝑆𝑚,𝑛+𝑘 ⩾ 1. (8)

其中: 𝐺和 𝐺̄分别为所要求的绿灯最短和最长持续

时间; 𝑅和 𝑅̄分别为所要求的红灯最短和最长持续时

间.

注注注 1 正如文献 [6]中指出的,该模型中的非线

性约束 (2),(4)∼(8),导致其无法直接求解.

2.2 模模模型型型线线线性性性化化化

为解决模型 1不可解的问题,可将原有模型 1中

的非线性约束 (2),(4)∼(8)进行线性化处理,并且保证

不改变约束的本质,即线性化处理前后的约束条件均

等价. 具体线性化方法如下:
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1)式 (2)中的队长动态方程等价为

𝐿𝑚,𝑛 ⩾ 𝐿𝑚,𝑛−1 +𝐴𝑚,𝑛 −𝐷𝑚 ⋅ 𝑆𝑚,𝑛, (9)

𝐿𝑚,𝑛 ⩾ 0, (10)

同时将Φ

𝑀∑
𝑚=1

𝑁∑
𝑛=1

𝐿𝑚,𝑛加入最小化的目标函数,并令

Φ ≫ 0以保证其等价性[7]. 在本文第 5节的数值实验

中,取Φ = 106.

2)式 (4)中的流冲突约束可以等价为 (∀𝑚,𝑚′ =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀 )

𝑆𝑚,𝑛 + 𝑆𝑚′,𝑛 ⩽ 2− 𝑃𝑚,𝑚′ , (11)

其等价性在于, 如果𝑚和𝑚′这两股交通流相冲突,

即𝑃𝑚,𝑚′ = 1,则𝑆𝑚,𝑛 + 𝑆𝑚′,𝑛 ⩽ 1,表示这两股交通

流对应的信号灯不能同时为绿灯.

3)式 (5)中的最短绿灯时间约束等价为
𝑛+𝐺−1∑
𝑘=𝑛

𝑆𝑚,𝑘 ⩾ 𝐺 ⋅ (𝑆𝑚,𝑛 − 𝑆𝑚,𝑛−1),

𝑛 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 −𝐺+ 1; (12)
𝑁∑

𝑘=𝑛

𝑆𝑚,𝑘 ⩾ (𝑁 − 𝑛+ 1) ⋅ (𝑆𝑚,𝑛 − 𝑆𝑚,𝑛−1),

𝑛 = 𝑁 −𝐺+ 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (13)

这里令

𝑆𝑚,0 = 0, 𝑚 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀. (14)

其等价性的直观意义如下: 对于𝑛 ⩽ 𝑁 − 𝐺 + 1, 如

果第𝑚股交通流对应的信号灯在时间段𝑛由红灯变

为绿灯, 即𝑆𝑚,𝑛 − 𝑆𝑚,𝑛−1 = 1, 则式 (12)保证之后

的𝐺个时间段内都必须维持绿灯 (即相应决策变量

取值为 1); 反之则有𝑆𝑚,𝑛 − 𝑆𝑚,𝑛−1 = 0或者−1, 则

式 (12)自动成立. 对于𝑛 > 𝑁 − 𝐺 + 1, 如果第𝑚股

交通流对应的信号灯在时间段𝑛由红灯变为绿灯,则

式 (13)保证绿灯一直持续到决策时间窗的最后.

4)式 (6)中的最长绿灯时间约束等价为
𝑛+𝐺̄∑
𝑘=𝑛

𝑆𝑚,𝑘 ⩽ 𝐺̄, 𝑛 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 𝐺̄. (15)

其等价性在于,对于任意 𝐺̄+ 1个时间段,式 (15)保证

其不能全部为绿灯.

5)式 (7)中的最短红灯时间约束等价为
𝑅∑

𝑘=1

𝑆𝑚,𝑘 ⩽ 𝑅 ⋅ 𝑆𝑚,1; (16)

𝑛+𝑅−1∑
𝑘=𝑛

𝑆𝑚,𝑘 ⩽ 𝑅 ⋅ (𝑆𝑚,𝑛 + 1− 𝑆𝑚,𝑛−1),

𝑛 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 −𝑅+ 1; (17)
𝑁∑

𝑘=𝑛

𝑆𝑚,𝑘 ⩽ (𝑁 − 𝑛+ 1)(𝑆𝑚,𝑛 + 1− 𝑆𝑚,𝑛−1),

𝑛 = 𝑁 −𝑅+ 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (18)

其等价性的直观意义如下: 当初始时间段 (𝑛 = 1)亮

红灯时, 即𝑆𝑚,1 = 0, 式 (16)保证后续𝑅个时间段都

必须维持红灯 (即相应决策变量取值为 0). 对于 2 ⩽
𝑛 ⩽ 𝑁 −𝑅+1,如果第𝑚股交通流对应的信号灯在时

间段𝑛由绿灯变为红灯,即𝑆𝑚,𝑛 +1−𝑆𝑚,𝑛−1 = 0,则

式 (17)保证之后的𝑅个时间段内都必须维持红灯;反

之则有𝑆𝑚,𝑛 + 1 − 𝑆𝑚,𝑛−1 = 1或者 2,此时式 (17)自

动成立. 对于𝑛 > 𝑁 −𝑅+ 1,如果第𝑚股交通流对应

的信号灯在时间段𝑛由绿灯变为红灯,则式 (18)保证

红灯持续到决策窗的最后.

6)式 (8)中的最长红灯时间约束等价为
𝑛+𝑅̄∑
𝑘=𝑛

𝑆𝑚,𝑘 ⩾ 1, 𝑛 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 − 𝑅̄. (19)

其等价性在于,对于任意 𝑅̄+ 1个时间段,式 (19)保证

其不能全部为红灯.

在上述线性化处理的基础上,可得到路口信号灯

控制的线性混合整数规划模型.

模型 2 线性混合整数规划模型.

目标函数为

min 𝜂 = 𝜂 + Φ ⋅
𝑀∑

𝑚=1

𝑁∑
𝑛=1

𝐿𝑚,𝑛, (20)

约束条件为

𝜂 =

𝑀∑
𝑚=1

𝑊𝑚,𝑁 , (21)

以及式 (3)和 (9)∼(19)的约束关系.

模型 2与模型 1等价, 其原因在于模型 1中所提

出的 4个约束在模型 2中保持不变或给出了等价形

式. 具体而言: 1)模型 1中的队长约束,即式 (2),等价

于模型 2中的式 (9)和 (10); 2)累计等待时间约束,即

式 (3),在两模型中相同; 3)模型 1中的流冲突约束,即

式 (4), 等价于模型 2中的式 (11); 4) 模型 1中的安全

约束,即式 (5)∼(8),等价于模型 2中的式 (12)∼(19).

基于该等价性,设 𝜂∗2是模型 2的最优解, 𝜂∗1是模

型 1的最优解,有

𝜂∗2 = 𝜂∗1 . (22)

注注注 2 模型 2解决了模型 1中非线性约束导致

的不可解性,可以采用现有线性混合整数规划求解软

件 (如CPLEX, LINGO)求解, 所以模型 2可以应用于

对求解速度要求不高的离线控制问题中.

模型 2中存在大量整数决策变量 (𝑀 ×𝑁个),

其求解速度较慢, 尚无法满足交通路口实时控制

的要求,所以在下一部分提出了基于多阶段决策的建

模思路.

3 模模模型型型 3：：：多多多阶阶阶段段段决决决策策策模模模型型型
为了克服模型 2中大量 0/1整数决策变量带来的
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求解效率困难,提出一种基于多阶段决策的建模方法,

其基本决策过程如图 1所示. 该模型的基本思路包括

如下 3个方面:

首先,引入了决策阶段的概念. 不同于上文中混

合整数规划的思路,这一模型并不是一次决定整个决

策时间窗口𝑁内的交通信号灯控制情况,而是将这一

决策问题划分为多个决策阶段,逐步推进,顺序完成.

每一个决策阶段决定某股交通流在一段时间内的交

通信号灯控制方案.

其次,针对每一股交通流,引入了已决定的控制

信号推进到的时间点的概念. 第𝑚股交通流在决策

阶段 𝑘的已决定的控制信号推进到的时间点 𝑡𝑚(𝑘)定

义为:截至决策阶段 𝑘,时间点 𝑡𝑚(𝑘)之前的第𝑚股交

通流的控制信号状态已经确定,第 𝑘个决策阶段需要

决定时间点 𝑡𝑚(𝑘)之后的信号灯红绿选择.

最后,基于上述两个概念,本模型在每个决策阶

段,记录各股交通流已决定的控制信号推进到的时间

点; 针对推进最慢的一股交通流, 在已经给出的控制

信号基础上,作出后续开绿灯或者开红灯的控制行为,

并更新其已决定的控制信号推进到的时间点.

这一模型的优势在于,如果在某一决策阶段变化

了某股交通流信号灯的状态, 即红灯变为绿灯 (或者

绿灯变为红灯), 则这一绿灯 (或者红灯)至少需要持

续𝐺 (或者𝑅)时间. 该模型充分利用了信号灯控制问

题的这一结构特点, 可以有效减少 0/1整数决策变量

的数量.

第 2节定义的符号仍然适用,同时需增加定义如

下参数:

𝑘: 决策阶段的下标, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐾̄;

𝐾̄: 决策阶段数的上限;

𝑔𝑚(𝑘): 在决策阶段 𝑘,第𝑚股交通流对应的信号

灯已累计持续亮绿灯的时间;

𝑟𝑚(𝑘): 在决策阶段 𝑘,第𝑚股交通流对应的信号

灯已累计持续亮红灯的时间;

𝑡𝑚(𝑘): 在决策阶段 𝑘,第𝑚股交通流已决定状态

的控制信号推进到的时间点;

𝑙𝑚(𝑘): 在决策阶段 𝑘,第𝑚股交通流的队长;

𝑚∗: 第𝑚∗股交通流是已决定状态的控制信号推

进最慢的一股交通流;
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图 1 多阶段决策过程示意图 (𝑮 = 60, 𝑹 = 80, 𝑴 = 4, 𝑷1,2 = 1, 𝑷1,4 = 1, 𝑷2,3 = 1, 𝑷3,4 = 1)
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𝑠(𝑘): 决策阶段 𝑘的系统状态;

𝑎(𝑘): 决策阶段 𝑘的控制行为;

𝒜(𝑘): 决策阶段 𝑘的可行控制行为构成的集合;

𝑐(𝑠(𝑘), 𝑎(𝑘), 𝑘): 决策阶段 𝑘的费用函数.

3.1 系系系统统统状状状态态态

在决策阶段𝑘, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,系统状态变量

𝑠(𝑘) = [𝑔𝑚(𝑘), 𝑟𝑚(𝑘), 𝑡𝑚(𝑘), 𝑙𝑚(𝑘),𝑚 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀 ],

(23)

即决策阶段 𝑘的系统状态包括第𝑚股交通流对应的

信号灯的已累计持续亮绿灯的时间 𝑔𝑚(𝑘),已累计持

续亮红灯的时间 𝑟𝑚(𝑘),已决定状态的控制信号推进

到的时间点 𝑡𝑚(𝑘)及其队长 𝑙𝑚(𝑘), ∀𝑚 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀 .

系统的初始状态 𝑠(0)为 (∀𝑚 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀 )

𝑔𝑚(0) = 𝑟𝑚(0) = 𝑡𝑚(0) = 𝑙𝑚(0) = 0. (24)

3.2 控控控制制制行行行为为为

在决策阶段 𝑘, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 针对已决定状态的

控制信号推进最慢的一股交通流作出控制, 即针对

第𝑚∗股交通流作出控制,其中

𝑚∗ ∈ arg min
𝑚=1,2,⋅⋅⋅ ,𝑀

{𝑡𝑚(𝑘)}. (25)

当式 (25)中出现多股交通流推进到的时间点相等的

情况时, 选择编号最小的一股 (或者选择编号最大的

一股, 根据后文所设计算法的隐枚举特性可知, 这里

的顺序选择并不影响最终结果）.

在决策阶段 𝑘, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 根据系统状态 𝑠(𝑘)

的取值情况,可行行为集合𝒜(𝑘)按如下方式确定:

1)如果 𝑠(𝑘)满足如下条件之一:

∃𝑚 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀},
s.t. 𝑔𝑚(𝑘) > 0, 𝑃𝑚,𝑚∗ = 1; 或 𝑔𝑚∗(𝑘) = 𝐺̄, (26)

则此时只能亮红灯,即𝒜(𝑘) = {0}.

2)如果 𝑠(𝑘)满足如下条件:

𝑟𝑚∗(𝑘) = 𝑅̄, (27)

则此时只能亮绿灯,即𝒜(𝑘) = {1}.

3) 如果 𝑠(𝑘)不满足条件 (26)和 (27), 则𝒜(𝑘) =

{1, 0}.

4) 如果 𝑠(𝑘)同时满足条件 (26)和 (27), 则𝒜(𝑘)

= ∅,即此状态下没有可行的控制行为.

在决策阶段 𝑘, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 控制行为变量为

𝑎(𝑘), 𝑎(𝑘) = 1/0分别表示由式 (25)决定的第𝑚∗股

交通流在决策阶段 𝑘选择开绿灯/红灯,可行行为由如

上方式确定,即 𝑎(𝑘) ∈ 𝒜(𝑘).

3.3 状状状态态态转转转移移移方方方程程程

在决策阶段 𝑘, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,如果 𝑡𝑚∗(𝑘) ⩾ 𝑁 ,则

这一多阶段决策过程结束, 𝑠(𝑘 + 1) = 𝑠, 其中 𝑠是一

个虚拟的吸收态, 表示终止状态, 𝑚∗由式 (25)决定;

如果 𝑡𝑚∗(𝑘) < 𝑁 , 则这一多阶段决策过程继续, 如

图 1所示, 此时的系统状态转移方程按照如下方式

分 4种情况决定.

情况 1: 如果 𝑎(𝑘) = 1而且 𝑔𝑚∗(𝑘) > 0,即第𝑚∗

股交通流在决策阶段 𝑘选择继续开绿灯,则系统状态

转移方程为

𝑔𝑚∗(𝑘 + 1) = 𝑔𝑚∗(𝑘) + 1, (28)

𝑟𝑚∗(𝑘 + 1) = 𝑟𝑚∗(𝑘), (29)

𝑡𝑚∗(𝑘 + 1) = 𝑡𝑚∗(𝑘) + 1. (30)

情况 2: 如果 𝑎(𝑘) = 1而且 𝑔𝑚∗(𝑘) = 0,即第𝑚∗

股交通流在决策阶段 𝑘选择转换状态开始绿灯,则系

统状态转移方程为

𝑔𝑚∗(𝑘 + 1) = 𝐺, (31)

𝑟𝑚∗(𝑘 + 1) = 0, (32)

𝑡𝑚∗(𝑘 + 1) = min{𝑡𝑚∗(𝑘) +𝐺 , 𝑁}. (33)

情况 3: 如果 𝑎(𝑘) = 0而且 𝑟𝑚∗(𝑘) = 0,即第𝑚∗

股交通流在决策阶段 𝑘选择转换状态开始红灯,则系

统状态转移方程为

𝑔𝑚∗(𝑘 + 1) = 0, (34)

𝑟𝑚∗(𝑘 + 1) = 𝑅, (35)

𝑡𝑚∗(𝑘 + 1) = min{𝑡𝑚∗(𝑘) +𝑅 , 𝑁}. (36)

情况 4: 如果 𝑎(𝑘) = 0而且 𝑟𝑚∗(𝑘) > 0,即第𝑚∗

股交通流在决策阶段 𝑘选择继续开红灯,则系统状态

转移方程为

𝑔𝑚∗(𝑘 + 1) = 𝑔𝑚∗(𝑘), (37)

𝑟𝑚∗(𝑘 + 1) = 𝑟𝑚∗(𝑘) + 1, (38)

𝑡𝑚∗(𝑘 + 1) = 𝑡𝑚∗(𝑘) + 1. (39)

上述 4种情况中,对于状态变量 𝑙𝑚∗(𝑘)的更新可

以统一表示为

𝑙𝑚∗(𝑘 + 1) = 𝐿𝑚∗,𝑡𝑚∗ (𝑘+1), (40)

其中沿用第 2节的符号𝐿𝑚,𝑡,表示第𝑚股交通流在时

间 𝑡的队长,即

𝐿𝑚∗,𝑡𝑚∗ (𝑘) = 𝑙𝑚∗(𝑘), (41)

𝐿𝑚∗,𝑡𝑚∗ (𝑘)+𝑛 =

max{0, 𝐿𝑚∗,𝑡𝑚∗ (𝑘)+𝑛−1 +𝐴𝑚∗,𝑡𝑚∗ (𝑘)+𝑛 −𝐷𝑚∗},
∀𝑛 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡𝑚∗(𝑘 + 1)− 𝑡𝑚∗(𝑘). (42)

对于非𝑚∗股的其他交通流,其状态保持不变,即

∀𝑚 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀, 𝑚 ∕= 𝑚∗,有

𝑔𝑚(𝑘 + 1) = 𝑔𝑚(𝑘), (43)

𝑟𝑚(𝑘 + 1) = 𝑟𝑚(𝑘), (44)
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𝑡𝑚(𝑘 + 1) = 𝑡𝑚(𝑘), (45)

𝑙𝑚(𝑘 + 1) = 𝑙𝑚(𝑘). (46)

由上述状态转移方程, 可得到 𝑔𝑚(𝑘)和 𝑟𝑚(𝑘)至

少有一个为零, ∀𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑚 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀 ,即

𝑔𝑚(𝑘) ⋅ 𝑟𝑚(𝑘) = 0. (47)

3.4 费费费用用用函函函数数数形形形式式式

在决策阶段 𝑘, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 系统的一步费用函

数 𝑐(𝑠(𝑘), 𝑎(𝑘), 𝑘)按如下方式定义. 如果系统已经进

入终止状态,即 𝑠(𝑘) = 𝑠,则 𝑐(𝑠(𝑘), 𝑎(𝑘), 𝑘) = 0;否则,

如果𝒜(𝑘) ∕= ∅,则

𝑐(𝑠(𝑘), 𝑎(𝑘), 𝑘) =

𝑡𝑚∗ (𝑘+1)∑
𝑡=𝑡𝑚∗ (𝑘)+1

1/2 ⋅ (𝐿𝑚∗,𝑡−1 + 𝐿𝑚∗,𝑡). (48)

其中: 𝑚∗由式 (25)决定; 对于 𝑡 = 𝑡𝑚∗(𝑘) + 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑡𝑚∗(𝑘+1),队长𝐿𝑚∗,𝑡由式 (41)和 (42)决定;如果𝒜(𝑘)

= ∅,则 𝑐(𝑠(𝑘), 𝑎(𝑘), 𝑘) = Φ, Φ ≫ 0.

模型 3的目标函数是最小化总费用

min : 𝜂 =

𝐾̄∑
𝑘=0

𝑐(𝑠(𝑘), 𝑎(𝑘), 𝑘), (49)

其中: 𝐾̄表示决策阶段数的上限,其取值由下式决定:

𝐾̄ = 𝑀 ⋅ 𝑁

𝐺̄+ 𝑅̄
(2 + 𝐺̄−𝐺+ 𝑅̄−𝑅). (50)

状态转移方程 (28)∼(46)可以一般性地记作

𝑠(𝑘 + 1) = 𝑓(𝑠(𝑘), 𝑎(𝑘), 𝑘). (51)

3.5 模模模型型型特特特点点点分分分析析析

首先, 基于多阶段决策的模型 3是有效的. 根据

费用函数 (48)和原模型目标函数 (1), 以及动态方程

(41), (42)和原模型约束条件 (3)的等价性, 可知模

型 3与模型 1是等价的. 换言之, 设 𝜂∗3是模型 3的最

优解, 𝜂∗1是模型 1的最优解,有

𝜂∗3 = 𝜂∗1 . (52)

其次, 基于动态规划的模型 3是高效的. 该模型

充分利用了本信号灯控制问题的结构特点,利用安全

约束中红、绿灯最短和最长时长的限制,可以有效减

少决策次数,为提出下文的高效求解算法、满足本问

题在线控制的实时性要求,奠定了模型基础.

具体的, 模型 3的决策阶段上限 𝐾̄由式 (50)决

定, 每一次决策的行为空间大小 ∣𝒜(𝑘)∣ ⩽ 2, 即模型

3最多需要作出 𝐾̄次二值决策便可得到本问题的一

个解.相对比,模型 2需要作出𝑀 ×𝑁次 0/1二值决策

才可以得到本问题的一个解.
𝐾̄

𝑀𝑁
=

𝐺̄−𝐺+ 𝑅̄−𝑅+ 2

𝐺̄+ 𝑅̄
=

1− 𝐺+𝑅− 2

𝐺̄+ 𝑅̄
⩽ 1. (53)

为得到本问题的一个解, 模型 3需要的决策次

数小于模型 2,而且红绿灯时长下限𝐺 + 𝑅和上限 𝐺̄

+ 𝑅̄越接近, 这种节省效果越明显, 这一理论分析也

与物理直观相吻合.

这里需要指出的是,式 (53)给出的是最坏情况下

的计算量分析. 在实际应用中, 模型 3得到本问题一

个解所需要的决策阶段数远小于 𝐾̄. 例如,如果考虑

最理想的情况,其决策阶段数的下限为𝐾 =
2𝑀𝑁

𝐺+𝑅
,

远小于模型 2需要的决策次数.

4 多多多阶阶阶段段段决决决策策策模模模型型型的的的前前前向向向动动动态态态规规规划划划算算算法法法

模型 3是一类特殊的多阶段决策模型,其初始状

态已给定,但是有效的决策周期数是不定的. 针对本

模型的这一特点, 采用下述前向动态规划算法, 高效

求解这一问题的最优解.

模型 3中因为方程 (28)∼(46)定义的状态转移过

程是可以逆向递推的, 所以这里为方便描述, 将一种

逆向的状态递推关系表示为

𝑠(𝑘) = 𝑓−1(𝑠(𝑘 + 1), 𝑎(𝑘), 𝑘). (54)

这里定义各决策阶段、每一个状态的历史累积费用如

下:

𝐽(𝑠(0), 0) = 0, (55)

𝐽(𝑠(𝑘), 𝑘) =

min
∀𝑎(𝑘−1)∈𝒜(𝑘−1)

{𝑐(𝑓−1(𝑠(𝑘), 𝑎(𝑘 − 1),

𝑘 − 1), 𝑎(𝑘 − 1), 𝑘 − 1)+

𝐽(𝑓−1(𝑠(𝑘), 𝑎(𝑘 − 1), 𝑘 − 1), 𝑘 − 1)},
∀𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ . (56)

这里针对上一节多阶段决策模型 3的特性,设计

如下前向动态规划算法. 本算法采用递归的方式,按

照如下步骤执行:

Step 1: 按照式 (24)设置初始状态 𝑠(0); 同时, 设

置迭代下标 𝑘 = 0,目标函数上限 𝜂 = ∞.

Step 2: 如果状态 𝑠(𝑘)对应的 min
𝑚=1,2,⋅⋅⋅ ,𝑀

{𝑡𝑚(𝑘)}
⩾ 𝑁 , 则令 𝜂 = min{𝜂, 𝐽(𝑠(𝑘), 𝑘)}, 并跳转到 Step 6;

否则, 𝒜(𝑘) = {1, 0},进入 Step 3.

Step 3: 如果𝒜(𝑘) = ∅, 则 𝐽(𝑠(𝑘), 𝑘) = ∞, 并跳

转到Step 6; 否则, 在行为集合𝒜(𝑘)中取出元素 𝑎, 并

令𝒜(𝑘) = 𝒜(𝑘)∖{𝑎}.

Step 4: 如果根据条件 (26)和 (27)判断得到状

态 𝑠(𝑘)下行为 𝑎不可行, 则跳转到Step 3; 否则, 由

式 (51)得到𝑥 = 𝑓(𝑠(𝑘), 𝑎, 𝑘), 并由式 (56)计算 𝐽(𝑥,

𝑘+1). 如果 𝐽(𝑥, 𝑘+1) ⩾ 𝜂,则跳转到Step 3;否则,进

入 Step 5.

Step 5: 令 𝑠(𝑘 + 1) = 𝑥, 并令 𝑘 = 𝑘 + 1, 跳转到
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Step 2.

Step 6: 令 𝑘 = 𝑘 − 1, 如果 𝑘 > 0, 则回溯当前状

态到 𝑠(𝑘 − 1),跳转到Step 3;否则,进入 Step 7.

Step 7: 输出结果 𝜂∗ = 𝜂.

由该前向动态规划算法的隐枚举性可知,该算法

收敛到本问题的最优解.

5 数数数值值值结结结果果果

本文针对 15组随机生成的算例, 对比线性混合

整数规划模型 2以及多阶段决策模型 3的效果,其中

采用数学规划软件LINGO求解模型 2,采用上文所介

绍的前向动态规划算法求解模型 3,通过其计算时间

的对比展示多阶段决策模型及其前向动态规划算法

的效率.同时,通过与周期为 120 s的固定时长控制策

略对比,显示了上述优化模型的效果.这里, 15组算例

中𝑁 = 480, 𝑀 = 4,车辆到达时间随机生成. 实验结

果如表 1所示.

首先, 从表 1的结果中可以看出, 本文针对交通

路口信号灯的优化控制模型是有效的. 通过与固定时

长的周期性控制策略对比,经过优化的结果可以平均

节省 24.17%的等待时间. 实现这一性能提升的原因

在于,优化模型充分利用了时间窗口内的车辆到达信

息,实现了路口信号灯的自适应调节, 从而有效提高

了信号灯的控制效率,这一过程如图 2所示.

图 2显示了实验#14的优化结果, 其中横轴表示

时间, 纵轴表示各个时间段内的车辆到达数量, 最上

面用灰色和黑色的线段分别表示绿灯和红灯的控制.

该实验中假设车辆的到达服从Bernoulli分布, 而且

设定第 1和第 3股的交通流在前 120 s (即𝑛 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 240)到达概率大于后 120 s (即𝑛 = 241, 242, ⋅ ⋅ ⋅ ,

480 = 𝑁 ),而第 2和第 4股的情况正相反.从图 2显示

的优化结果可以看出,在第 1和第 3股交通流的后半

段, 优化结果自适应地延长了红灯的时间, 缩短了绿

灯的时间,而在第 2和第 4股交通流的后半段,延长了

绿灯时间以适应增加的车流.
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图 2 动态规划优化结果示意图 (实验#14)

其次, 表 1中的结果显示了多阶段决策模型及

其前向动态规划算法的高效性. 虽然模型 2通过线

性化处理, 解决了文献 [6]原有非线性模型的不可

解性, 但是其求解效率仍然无法满足在线实时控制

的要求. 例如, 这里𝑁 = 480, 每一个离散时间段

表示实际的 0.5 s, 即优化的时间窗为 240 s. 但是, 采

用LINGO求解这一线性混合整数规划模型得到最优

解的时间已经大于 240 s,所以其优化结果无法在线实

表 1 多阶段决策模型及前向动态规划算法的效果

固定周期控制 线性MIP模型 2 + LINGO 多阶段决策模型 3 +前向动态规划 性能对比
试验#

总费用 总费用 CPU时间/s 总费用 CPU时间/s 总费用节省/ % CPU时间节省/ %

𝜂0 𝜂2 𝑇2 𝜂3 𝑇3 100(𝜂0 − 𝜂3)/𝜂0 100(𝑇2 − 𝑇3)/𝑇2

1 32775 28412 404 28412 9 13.31 97.77

2 37 344 29 463 329 29 463 4 21.10 98.78

3 33 188 26 830 558 26 830 10 19.16 98.21

4 36 772 24 275 377 24 275 2 33.99 99.47

5 33 417 25 190 375 25 190 9 24.62 97.60

6 58 784 48 100 326 48 100 5 18.18 98.47

7 92 897 71 599 312 71 599 5 22.93 98.40

8 88 844 70 139 363 70 139 8 21.05 97.80

9 95 606 61 723 311 61 723 1 35.44 99.68

10 95 029 63 442 245 63 442 7 33.24 97.14

11 15 313 12 980 544 12 980 5 15.24 99.08

12 15 210 11 713 394 11 713 3 22.99 99.24

13 16 130 12 395 390 12 395 6 23.16 98.46

14 15 355 11 200 349 11 200 3 27.06 99.14

15 15 101 10 402 323 10 402 9 31.12 97.21

均值 24.17 98.43
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施.但是,多阶段决策模型 3及其前向动态规划算法的

求解效率大大提高, 可以平均节省 98.43%的CPU时

间,针对 240 s的决策时间窗,所有算例都在 10 s内得

到最优解,可以满足在线实时控制与实施的要求.

更进一步,本文研究了算法结果的实用性和鲁棒

性. 众所周知,在实际的路口交通信号控制问题中,不

仅需要考虑路口所有车辆的平均等待时间,还需要考

虑控制结果对于每一辆车的具体影响,因为如果发生

等待时间过长的情况,是很难让人接受的. 基于此,本

文统计了上文 15组数值实验中,等待时间超过 45 s车

辆占所有到达路口车辆的比例. 表 2中对比了本文基

于多阶段决策模型和前向动态规划算法所得结果中

和传统固定周期的控制结果中,超长等待车辆的比例.

表 2 多阶段决策及动态规划算法的鲁棒性和实用性

试验 固定周期控制 多阶段决策结果

# 超长等待比例/% 超长等待比例/%

1 4.65 3.43

2 3.69 7.38

3 4.84 4.42

4 4.72 4.94

5 5.43 3.76

6 4.31 4.2

7 4.91 4.28

8 4.9 4.12

9 3.88 3.54

10 5.25 4.34

11 7.66 5.24

12 4.65 4.26

13 3.04 3.8

14 3.94 3.94

15 4.57 3.2

表 2的对比结果显示,本文基于多阶段决策模型

及前向动态规划算法所得到的路口信号灯控制结果,

在多数情况下并不会造成过长的等待时间,等待时间

超过 45 s的车辆所占比例与传统固定周期控制方法

的结果基本相同,只在试验#2中略多. 这一数值结果

验证了本文方法的鲁棒性和实用性.

6 结结结 论论论

本文针对路口交通信号灯的实时最优控制问题

展开研究,主要贡献包含如下 3个方面: 首先,本文把

前人得到的非线性模型进行了线性化处理,得到了线

性混合整数规划模型,从而解决了原有非线性模型无

法求解的问题.这一模型可以采用现有数学规划软件,

例如LINGO或者CPLEX等求解,可以应用于离线控

制问题中.

其次,为了满足路口信号灯在线实时控制对模型

及算法效率的要求,本文提出了一种基于多阶段决策

的优化模型. 这一新模型的提出充分利用了这一控制

问题的结构特征,通过合理地选择系统状态变量和控

制变量,压缩了模型的规模.

最后,在这一多阶段决策模型的基础上,本文基

于前向动态规划的算法,高效地求解这一信号灯控制

问题,得到了最优解. 数值实验显示,本文的优化模型

和求解算法是有效的,可以比固定时长的周期性控制

策略平均节省约 1/4的等待时间, 并且本文提出的多

阶段决策模型及其前向动态规划算法可以在 10 s内

得到 240 s时间窗口控制问题的最优解, 比线性混合

整数规划模型提高计算速度近 100倍,其求解效率可

以满足在线实时控制的要求.
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