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摘 要: 为适应交叉口多态特征交通流,采用期望最大化算法,选取稠密性混合Gamma分布函数,准确拟合交叉口

到达车头时距,统计交叉口进口到达交通量概率.以两相位全感应控制交叉口为例,根据交通量统计概率和信号相位

状态获得每相位最大排队长度,并由此提出交叉口感应控制延误模型. 在混合Gamma分布拟合精度不低于 95%条

件下的计算实例表明,基于混合Gamma分布的感应控制延误与实际结果更为吻合.
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Intersection inductive control delay model based on mixture Gamma
distribution
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Abstract: For adapting to the multistate characteristics of the intersection traffic flow, the intersection arrival headway is

accurately fitted by using the expectation maximization algorithm and the dense mixture Gamma distribution function, and

the probabilities of arrival traffic volume at intersection entrance are counted. Taking a two-phase full-actuated controlled

intersection as the example, the maximum queue length of each phase can be obtained on the basis of statistics probabilities

of traffic volume and states of signal phase. In this case, the delay model of actuated controlled intersection is proposed.

Example calculation shows that, under the condition of the fitting accuracy of mixture Gamma distribution beyond 95%, the

actuated control delay based on mixture Gamma distribution is more consistent with actual results.
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1 引引引 言言言

延误是评价交叉口信号控制方案优劣的重要指

标,是划分交叉口服务水平的重要依据, 如当前普遍

采用的Webster-Cobber理论[1], 运用排队论并借助计

算机模拟与实验研究,建立Webster延误模型并以此

作为评价标准选取定时信号控制最佳周期. 文献 [2-

3]研究了定时控制条件下均衡到达车流的延误模型.

考虑交叉口到达交通流量的变化情况, 文献 [4-6]进

一步运用负指数分布等单一分布模型研究了感应控

制条件下交叉口延误模型及评价方法. 交叉口交通

流在较短时间内由于受驾驶技术、交通组成、信号控

制、交通管理、交通环境等因素影响呈多态特征[7],单

一分布模型无法准确拟合多态交通流特征参数,当然

根据单一分布拟合的概率统计分布展开多态交通条

件下信号交叉口延误会存在较大误差. 另外,部分学

者对交通流进行分类,使用不同的特征参数描述交通

流到达统计分布特性,如文献 [8-10]运用部分特征参

数可调的有限组合分布模型对不同特征交通流条件

下通行能力进行分析,但尚未针对多态交通感应控制

进行研究.

本文通过分析已有拟合方法的不足, 结合混合

Gamma分布稠密性, 即对于任何非负随机变量总可

以找到适当混合Gamma分布在任何精度下对其拟合

的特性, 提出多态交通流条件下车头时距拟合方法.

感应控制是多态交通条件下较为有效的控制方式,因

此根据混合Gamma分布分析了交通量统计概率, 并

由此提出了感应控制延误模型.
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2 车车车头头头时时时距距距统统统计计计多多多态态态分分分布布布特特特性性性

车头时距分布是交通流的重要统计参数,根据不

同交通流量和统计特性,现有描述车头时距的概率模

型主要有: 1)负指数分布:描述车辆到达具有较高随

机性,密度低时的单列车流车头时距. 2)移位负指数

分布:描述车流量低,不能超车的单列车流车头时距.

3) M3分布:描述交通较为拥挤,部分车辆成车队状态

时采用. 4) Erlang分布:根据交通量大小和拥挤程度

选取对应参数值描述交通流.

针对随机性强的交通系统,若短时间内交通流呈

现随机、连续、拥挤混合多态特性时, 用上述拟合函

数描述车头时距就比较欠缺,需建立描述车头时距特

性的组合函数. 而混合Gamma稠密特性[11], 对车头

时距数据拟合方面具有较好的适应性.

3 混混混合合合Gamma分分分布布布及及及其其其稠稠稠密密密性性性
3.1 混混混合合合Gamma分分分布布布

Gamma分布在许多领域有着广泛的应用, 其分

布概率密度函数为

𝑓(𝑡) =
𝜆𝑟𝑡𝑟−1e−𝜆𝑡

Γ (𝑟)
. (1)

其中: 𝜆为尺度参数, 𝑟为形状参数, 且两者均为正实

数; Γ (𝑟)为Gamma函数.

混合Gamma分布由若干多个Gamma分布按照

给定比例混合而成, 𝑁分支混合Gamma分布的概率

密度函数为

𝑓(𝑡) =

𝑁∑
𝑖=1

𝑎𝑖
𝜆𝑟𝑖
𝑖 𝑡𝑟𝑖−1e−𝜆𝑖𝑡

Γ (𝑟𝑖)
. (2)

其中: 𝑎𝑖为第 𝑖个Gamma分布分支的混合比,且满足
𝑁∑
𝑖=1

𝑎𝑖=1. 当𝑁 → ∞时,式 (2)称为无限混合Gamma

分布.若参数 𝑎𝑖服从某种分布,则又可称为该种分布

的混合Gamma分布[12].

3.2 混混混合合合Gamma分分分布布布稠稠稠密密密性性性

由文献 [13]可知, 有限混合Erlang分布在 [0,

+∞)上的全体分布函数中稠密.当混合Gamma分布

形状参数 𝑟𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)取整时, 混合Gamma分

布即调整为混合Erlang分布, 显然混合Erlang分布

是混合Gamma分布的一个子集, 因此有限混合

Gamma分布在 [0,+∞)上的全体分布函数中稠密.

混合Gamma分布连续参数选取空间比混合

Erlang分布离散参数更为自由,在给定精度条件下拟

合车头时距可有效降低混合分支数 𝑎𝑖,因此选用混合

Gamma分布作为拟合函数.

3.3 混混混合合合Gamma分分分布布布的的的车车车头头头时时时距距距拟拟拟合合合

采用混合Gamma分布拟合交通流特征参数较为

准确, 但由于混合Gamma分布概率密度函数较为复

杂, 相应也增加了拟合的计算时间. 文献 [14]给出了

混合Gamma分布分支数的控制策略, 根据期望最大

化算法,有混合分布

𝑓(𝑡) =

𝑁∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑝𝑖(𝑡∣𝜃𝑖). (3)

其中: 𝑎𝑖为第 𝑖个分支分布的混合比; 𝑝𝑖为第 𝑖个分支

分布函数; 𝜃𝑖为将被估计的参数. 完全数据集合 𝑧 =

(𝑥, 𝑦)包括两部分: 观测数据𝑥和未观测数据 𝑦, 𝑧 =

(𝑥, 𝑦)和𝑥分别称为完整数据和不完整数据. 设Θ𝑔
1 =

{(𝑎𝑔𝑖 , 𝜆𝑔
𝑖 , 𝑟

𝑔
𝑖 ), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}为期望最大化算法上

一次迭代得到的参数值, Θ = {(𝑎𝑖, 𝜆𝑖, 𝑟𝑖), 𝑖 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}为需要计算混合分布的新参数值, 则定义在

混合Gamma分布拟合条件下式 (3)所表示的混合分

布期望最大化算法对数似然函数

𝑄(Θ ,Θ𝑔) =

𝑁∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

[ln(𝑎𝑖𝑝𝑖(𝑡𝑗 ∣𝜃𝑖))]𝑝(𝑖∣𝑡𝑗 ,Θ𝑔) =

𝑁∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

ln
[
𝑎𝑖
𝜆𝑟𝑖
𝑖 𝑡𝑟𝑖−1e−𝜆𝑖𝑡

Γ (𝑟𝑖)

] 𝑎𝑖
𝜆𝑟𝑖
𝑖 𝑡𝑟𝑖−1e−𝜆𝑖𝑡

Γ (𝑟𝑖)
𝑁∑
𝑖=1

𝑎𝑖
𝜆𝑟𝑖
𝑖 𝑡𝑟𝑖−1e−𝜆𝑖𝑡

Γ (𝑟𝑖)

.

(4)

其中: 𝑛为样本数, 𝑁为混合Gamma分布的分支数.

Θ的最大似然估计是由求不完整数据𝑥的对数似然

函数的最大值得到的. 期望最大化算法包括两个步

骤: 由𝐸步和𝑀步组成, 𝐸步计算完整数据的对数似

然函数的期望; 𝑀步通过最大化𝑄(Θ ,Θ𝑔)来获得新

的Θ ,通过迭代最大化完整数据的对数似然函数的期

望来最大化不完整数据的对数似然函数[15].

4 信信信号号号感感感应应应控控控制制制延延延误误误模模模型型型

4.1 进进进口口口车车车道道道机机机动动动车车车数数数量量量到到到达达达概概概率率率分分分布布布

假设受同一相位控制的交通量最大的进口车道,

即临界车道车头时距分别为ℎ1, ℎ2, ⋅ ⋅ ⋅ , 并且其服从

式 (2)所示的概率密度函数为 𝑓(𝑡)的混合Gamma分

布,令 𝜏1 = ℎ1, 𝜏2 = 𝜏1+ℎ2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜏𝑖 = 𝜏𝑖−1+ℎ𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ ,则

𝜏𝑛(𝑛 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ )表示车辆到达交叉口进口车道的时
刻.若𝑁(𝑡)表示 [0, 𝑡)时间段进入临界车道的车辆数,

即

𝑁(𝑡) = sup{𝑛∣ℎ1 + ℎ1 + ⋅ ⋅ ⋅+ ℎ𝑛 ⩽ 𝑡}, (5)

显然 {𝑁(𝑡), 𝑡 ⩾ 0}是一更新过程,有𝑛辆车到达的概

率为

𝑃 (𝑁(𝑡) = 𝑛) = 𝑃 (𝑁(𝑡) ⩾ 𝑛)− 𝑃 (𝑁(𝑡) ⩾ 𝑛+ 1) =

𝑃 (𝜏𝑛 ⩽ 𝑡)− 𝑃 (𝜏𝑛+1 ⩽ 𝑡) = 𝐹𝑛(𝑡)− 𝐹𝑛+1(𝑡), (6)

其中𝐹𝑛(𝑡)是ℎ1, ℎ2, ⋅ ⋅ ⋅ 分布函数𝐹 (𝑡)的𝑛重卷积.根

据卷积性质可知
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𝐹𝑛(𝑡) =

ℓ[𝐹 (𝑡) ∗ 𝐹 (𝑡) ∗ ⋅ ⋅ ⋅𝐹 (𝑡)] = ℓ−1[𝐹 (𝑠)]𝑛 =

ℓ−1
[ w +∞

0
e−𝑠𝑡

w 𝑡

0

𝑁∑
𝑖=1

𝑎𝑖
𝜆𝑟𝑖
𝑖 𝑡𝑟𝑖−1e−𝜆𝑖𝑥

Γ (𝑟𝑖)
d𝑥d𝑠

]𝑛
, (7)

其中𝐹 (𝑠)为𝐹 (𝑡)的拉普拉斯变换.由于式 (7)的计算

较为繁杂,为了便于快速计算,假设混合Gamma分布

函数各分量函数拟合的车头时距分量值相互独立,则

临界车道车头时距ℎ的第 𝑖分量 𝜏(𝑛,𝑖)概率密度函数

和分布函数分别为

𝑓𝜏(𝑛,𝑖)
(𝑡) =

𝜆𝑛𝑟𝑖
𝑖 𝑡𝑛𝑟𝑖−1e−𝜆𝑖𝑡

Γ (𝑛𝑟𝑖)
, (8)

𝐹𝜏(𝑛,𝑖)
(𝑡) =

w 𝑡

0
𝑓𝜏(𝑛,𝑖)

(𝑥)d𝑥 =

𝜆𝑛𝑟𝑖
𝑖

Γ (𝑛𝑟𝑖)

w 𝑡

0
𝑥𝑛𝑟𝑖−1e−𝜆𝑖𝑥d𝑥 =

1− e−𝜆𝑖𝑡
𝑛𝑟𝑖−1∑
𝑗=0

(𝜆𝑖𝑡)
𝑗

𝑗!
, (9)

𝐹𝜏𝑛(𝑡) =

𝑁∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐹𝜏(𝑛,𝑖)
(𝑡) =

𝑁∑
𝑖=1

𝑎𝑖

(
1− e−𝜆𝑖𝑡

𝑛𝑟𝑖−1∑
𝑗=0

(𝜆𝑖𝑡)
𝑗

𝑗!

)
, (10)

则 𝑡时间段内有𝑛辆车到达的概率为

𝑃 (𝑁(𝑡) = 𝑛) = 𝐹𝑛(𝑡)− 𝐹𝑛+1(𝑡) =

𝑁∑
𝑖=1

𝑎𝑖e
−𝜆𝑖𝑡

𝑛𝑟𝑖+𝛾𝑖−1∑
𝑗=𝑛𝛾𝑖

(𝜆𝑖𝑡)
𝑗

𝑗!
, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ . (11)

4.2 感感感应应应信信信号号号控控控制制制延延延误误误模模模型型型

交叉口控制方式为全感应控制,假设交叉口感应

信号控制方案设置两个相位 (多相位类似),交通量在

同一流向进口车道到达量分布均匀, 并且在执行相

位绿灯过程中排队的机动车辆以饱和流量通过停车

线.假定两个相位绿灯损失时间同为𝐿𝑠, 第 1相位通

行方向小时交通流量为 𝑞1, 饱和流量为𝑆1; 第 2相位

通行方向小时交通流量为 𝑞2,饱和流量为𝑆2. 感应控

制方案执行到第𝑛个周期时, 周期时长为𝐶𝑛, 第 1相

位绿灯时长为𝐺(𝑛,1),红灯时长为𝑅(𝑛,1),有效绿灯时

间为𝐺𝑒(𝑛,1); 第 2相位绿灯时长为𝐺(𝑛,2), 红灯时长

为𝑅(𝑛,2), 有效绿灯时间为𝐺𝑒(𝑛,2). 上述交通量单位

为辆/h,时间单位为 s. 交叉口不同周期两个相位机动

车停车排队长度变化如图 1所示. 第𝑛周期第 1相位

有效绿灯执行时该方向到达𝑚辆车的概率为

𝑃 (𝑁(𝑛,1)(𝑡) = 𝑚) =

𝑁∑
𝑖=1

𝑎𝑖e
−𝜆𝑖(𝑅(𝑛−1,1)+𝐿𝑠)

𝑚𝑟𝑖+𝑟𝑖−1∑
𝑗=𝑚𝑟𝑖

(𝜆𝑖(𝑅(𝑛−1,1)+𝐿𝑠))
𝑗

𝑗!
.

(12)

绿灯亮后排队消失时长即有效绿灯时间为

𝐺𝑒(𝑛,1) = 3600𝑚/(𝑆1 − 𝑞1). (13)

采用平均到达率计算通过的交通量不影响最终

每辆车平均延误结果,故第𝑛周期第 1相位通过交通

量可表示为

𝑞(𝑛,1) = (𝑅(𝑛−1,1) + 𝐿𝑠 +𝐺(𝑒(𝑛,1)))𝑞1/3 600; (14)

第𝑛周期第 1相位总延误为

𝐷(𝑛,1) = 0.5𝑚(𝑅(𝑛−1,1) + 𝐿𝑠 +𝐺𝑒(𝑛,1)). (15)

则第𝑛周期第一相位平均延误为

𝑑(𝑛,1) = 𝐷(𝑛,1)/𝑞(𝑛,1) = 1800𝑚/𝑞1. (16)

𝑑(𝑛,1)的数学期望为

E(𝑑(𝑛,1)) =

∞∑
𝑚=1

𝑃 (𝑁(𝑛,1)(𝑡) = 𝑚) ⋅ 𝑑(𝑛,1) =

1800

𝑞1

+∞∑
𝑚=1

𝑃 (𝑁(𝑛,1)(𝑡) = 𝑚) ⋅𝑚. (17)

同理,第𝑛周期第 2相位平均延误为

E(𝑑(𝑛,2)) =

∞∑
𝑚=1

𝑃 (𝑁(𝑛,2)(𝑡) = 𝑚 ⋅ 𝑑(𝑛,2) =

1800

𝑞2

+∞∑
𝑚=1

𝑃 (𝑁(𝑛,2)(𝑡) = 𝑚) ⋅𝑚. (18)

则 1小时统计第𝑛周期交叉口平均延误为

𝑑 =
[
𝑞1

𝑛∑
𝑖=1

𝐸(𝑑(𝑛,1)) + 𝑞2

𝑛∑
𝑖=1

𝐸(𝑑(𝑛,2))
]/

(𝑞1 + 𝑞2) =

1800

𝑞1 + 𝑞2

[ 𝑛∑
𝑖=1

+∞∑
𝑚=1

𝑃 (𝑁(𝑛,1)(𝑡) = 𝑚) ⋅𝑚+

𝑛∑
𝑖=1

+∞∑
𝑚=1

𝑃 (𝑁(𝑛,2)(𝑡) = 𝑚) ⋅𝑚
]
. (19)

显然交叉口平均延误与式 (14)采用平均到达率

无关.
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图 1 交叉口排队长度分布
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5 模模模型型型应应应用用用

以某市黄山路与天智路交叉口为例. 交叉口采

用全感应控制, 东西方向黄山路双向 8车道, 南北方

向天智路双向 4车道. 通过调查交叉口平均每相位启

动损失时间𝐿𝑠 = 2.3 s, 无全红时间. 通过多时段抽

样调查, 交叉口平均饱和度和交通量如表 1所示. 为

了控制计算复杂程度,在拟合车头时距过程时, 控制

混合Gamma分布中分支 𝑎的数量不高于 6个,并尽量

合并形状参数 𝑟较为接近的分布函数,拟合精度不低

于 95%的条件下,按照期望最大化算法进行计算,具

体拟合分布参数结果如表 1所示.

表 1 交叉口交通量及混合Gamma分布拟合参数

东西方向混合Gamma分布拟合参数 南北方向混合Gamma分布拟合参数交叉口

饱和度

东西方向双向

交通量/(pcu/h) 𝑎𝑖 𝑟𝑖 𝜆𝑖

南北方向双向

交通量/(pcu/h) 𝑎𝑖 𝑟𝑖 𝜆𝑖

0.704 2 1.000 0 0.575 0 0.689 5 1.000 0 0.550 0

0.17 1 050 0.128 9 2.445 0 0.658 1 387 0.147 0 2.186 9 0.640 2

0.166 9 3.289 4 0.667 4 0.163 5 3.550 0 0.435 9

0.713 3 1.358 0 0.550 2 0.676 0 1.147 2 0.571 2

0.23 1360 0.142 2 2.791 8 0.625 9 528 0.2475 2.880 0 0.573 7

0.144 5 3.736 7 0.492 3 0.076 5 4.136 3 0.467 5

0.671 7 1.240 0 0.506 0 0.712 4 1.395 9 0.594 4

0.34 1 899 0.320 4 3.333 0 0.632 8 804 0.175 0 2.582 6 0.641 2

0.007 9 4.288 0 0.435 5 0.112 6 3.378 6 0.563 0

0.635 4 1.250 0 0.533 8 0.486 6 1.436 6 0.574 3

0.42 2 432 0.229 5 3.687 3 0.693 4 967 0.323 5 2.580 5 0.629 2

0.135 1 4.781 1 0.552 4 0.189 9 3.814 1 0.598 0

0.759 7 2.205 2 0.660 5 0.617 9 1.806 9 0.557 6

0.55 3 082 0.109 4 3.450 4 0.547 4 1 310 0.201 5 2.465 7 0.747 1

0.130 9 4.677 9 0.631 2 0.180 6 3.989 9 0.510 9

0.515 1 2.346 0 0.688 0 0.143 2 1.233 8 0.596 5

0.63 3 740 0.314 8 3.544 3 0.574 6 1 460 0.583 7 2.988 0 0.606 3

0.127 2 4.345 5 0.821 1 0.162 7 3.685 4 0.535 6

0.042 9 5.586 8 0.557 5 0.110 4 5.545 5 0.613 6

为了便于比较, 选用文献 [1]提出的较适用在饱

和度低于 0.7条件下的Webster延误模型, 分别对不

同饱和度条件下延误水平进行计算.此外, 根据混合

Gamma延误模型计算延误, 计算结果及实际调查延

误分布如图 2所示.
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图 2 模型计算与调查延误分布

Webster延误模型与实际平均延误相对误差为

14%, 混合Gamma模型延误计算结果平均相对误差

为 3%,显然混合Gamma模型计算延误与实际调查延

误较为接近, 并且相对误差均在 5%以内. 随着交叉

口交通量的增加, 由于受非机动车和行人过街影响

因素的增加, 混合Gamma延误模型与实际调查延误

误差也有所增加, 如图 3所示, 但绝对误差仍然低于

Webster延误模型. 可见, 基于混合Gamma分布的理

论延误分布模型与实际延误 (扣除行人、非机动车因

素影响)较为相符.
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图 3 行人非机动车干扰与模型误差延误分布

6 结结结 论论论

受交通流组成、管理及运营条件干扰,交通流特

征参数统计分布较为复杂,如何给出交叉口延误模型

较为困难.针对多态交通条件下的感应信号控制交叉

口,本文提出了混合Gamma概率分布的延误模型. 该

模型对于交通流统计参数即车头时距分布特殊的感

应信号控制交叉口有较高的适应性,研究结果表明:
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1) 一定拟合精度条件下, 可有效控制混合

Gamma分布分支参数 𝑎的数量来描述多态交通流

车头时距分布.

2)在有序交通条件下,以多态交通流车头时距拟

合混合Gamma分布函数推导交通流到达统计概率,

并以此为基础推导的感应信号控制延误模型接近实

际延误水平.

3)随交通量增加,在信号控制执行过程中非机动

车及行人违章影响混合Gamma分布模型的计算延误

与实际延误误差, 影响因素未能在模型中体现, 有待

进一步研究.
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