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摘 要: 研究基于质心的二型模糊集的模糊熵和加权模糊熵,构造了两个二型模糊集的模糊熵度量. 针对二型模糊

集的特殊情形,提出一种新的区间值模糊集的模糊熵度量,既弥补了现有区间值模糊集退化为普通模糊集时熵为零

的不足,又克服了两个明显不同的区间值模糊集熵相等的缺点. 数值实例和仿真实验表明了所提出模糊熵的合理性

和实用性.
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Abstract: Centroid fuzzy entropy and weighted fuzzy entropy of type-2 fuzzy sets are studied, and their expressions are

constructed. For the special case of type-2 fuzzy sets, a new definition of fuzzy entropy of interval-valued fuzzy sets is

proposed, which remedies the shortcomings of existing ones in the cases that when an interval-valued fuzzy set degenerates

the ordinary fuzzy set, its entropy is zero, and that two distinct interval-valued fuzzy sets have the same fuzzy entropy.

Numerical examples show the rationality and practicality of the proposed fuzzy entropy.
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1 引引引 言言言

Zadeh[1]建立的模糊集理论有效地解决了经典数

学难以解决和无法解决的具有模糊性的实际问题.

目前, 模糊集理论在工农业生产、航空航天、生物医

疗、机器视觉等各个领域中发挥着重要的作用,它将

是本世纪人工智能取得重大发展的突破口之一.

随着理论研究的深入和实际应用的发展,传统的

模糊集遇到了无法解决的隶属度不确定性难题,从而

产生了二型模糊集[2-5]. 二型模糊集采用两个隶属度

后, 能够较为准确地描述隶属度的模糊性问题.因为

普通模糊集中的很多概念在二型模糊集理论中还不

成熟, 例如二型模糊集的质心、基数、相似度以及距

离等都没有准确的定义,同时二型模糊集的模糊性度

量也较少, 所以研究二型模糊集及其应用较为困难.

构造新的二型模糊集的模糊熵, 研究其性质, 目的在

于找到更加实用的模糊测度,以推动二型模糊集的模

糊熵理论的发展,为完善模糊集理论做出有益的探索.

2 模模模糊糊糊集集集与与与模模模糊糊糊熵熵熵

2.1 模模模糊糊糊集集集

模糊集将普通集合特征函数的取值范围由 {0,
1}推广到 [0,1]. 假设在论域𝑋上给定一个映射𝐴 :

𝑋 → [0, 1], 𝐴为𝑋的一个模糊集, 𝐴(𝑥)为模糊集𝐴的

隶属函数,论域𝑋上的全体模糊集记为ℱ(𝑋).

二型模糊集是一般模糊集概念的推广,由主、次

两个隶属函数来刻画集合的模糊程度.

定义 1 对于模糊集𝐴, ∀𝑥 ∈ 𝑋 , 指定一个一型

模糊子集𝐴与之对应, 即𝑥 ∈ 𝑋在𝐴中的隶属度是

[0,1]上的一个经典模糊集合 (不是一个确切的数值),

记作𝜇𝐴(𝑥, 𝑢) =
w
𝑢∈[0,1]

𝑓𝑥(𝑢)/𝑢, 称𝐴为一个二型模

糊集,记为[2]𝐴 =
w
𝑥∈𝑋

w
𝑢∈𝐽𝑥

𝑓𝑥(𝑢)/𝑢/𝑥.

对于离散情况, 假设论域𝑋中含有𝑁个点𝑥1,

𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑁 ,则有

𝜇𝐴(𝑥, 𝑢) =
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𝑓𝑥(𝑢1)/𝑢1 + 𝑓𝑥(𝑢2)/𝑢2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑓𝑥(𝑢𝑛)/𝑢𝑛 =∑
𝑖

𝑓𝑥(𝑢𝑖)/𝑢𝑖, (1)

𝐴 =
∑
𝑥∈𝑋

𝜇𝐴/𝑥 =
∑
𝑥∈𝑋

[ ∑
𝑢∈𝐽𝑥

𝑓𝑥(𝑢)/𝑢
]/

𝑥, (2)

其中𝑢𝑖为𝑥在𝐴中的主 (首)隶属度或第一隶属度,每

个主隶属度𝑢𝑖的隶属度值 𝑓𝑥(𝑢)为𝐴的次隶属度,如

图 1所示. 全体二型模糊集记为ℱ2(𝑋).

0 1 3 5
x

1

u
1
0.8

0.6
0.4

0.2

J1 J2 J3 J4 J5

μλ( , )x u

图 1 二型模糊隶属函数示意图

定义 2 若二型模糊集合𝐴的次隶属度全部退

化为 0或 1,则首隶属度对应的集合只是一个区间集,

称此类二型模糊集为区间值模糊集,记作

𝐴 = {(𝑥,𝐴(𝑥) = [𝐴(𝑥), 𝐴(𝑥)])∣𝑥 ∈ 𝑋}. (3)

其中: 映射𝐴 : 𝑋 → 𝐿([0, 1])为𝐴的隶属函数; 𝐴(𝑥),

𝐴(𝑥)分别为𝑥属于𝐴的下隶属度和上隶属度; 𝐿([0,

1])为 [0,1]区间上的闭子区间[6-7].用 IVFS(𝑋)表示𝑋

上全体区间值模糊集,则区间值模糊集是一种特殊类

型的二型模糊集.

2.2 模模模糊糊糊熵熵熵

在信息论中,熵是不确定性事件的一种度量. 将

熵推广到模糊集上称为模糊熵,它用来描述一个模糊

集的模糊性程度, 用符号𝐸表示. 在区间 [0,1]上, 若

一个模糊集的隶属值越接近 0或 1,则其模糊性越小,

若越接近 1/2, 则其模糊性越大, 因此, 分明集的模糊

性为零. De等人[8]提出了模糊集的模糊熵公理.

定义 3 称实函数𝐸 : ℱ(𝑋) → 𝑅+为ℱ(𝑋)上

的模糊熵,若𝐸满足以下公理,则𝐸可作为模糊集的

模糊熵度量[9-11]:

公理 1 ∀𝐷 ∈ 𝑃 (𝑋), 𝐸(𝐷) = 0,其中𝑃 (𝑋)为𝑋

的幂集;

公理 2 𝐸([1/2]) = max
𝐴∈ℱ(𝑋)

𝐸(𝐴), 其中 [1/2]表

示隶属值全等于 1/2的模糊集;

公理 3 ∀𝐴,𝐴∗∈ℱ(𝑋),若 1/2 ⩽ 𝐴(𝑥) ⩽ 𝐴∗(𝑥),

或𝐴∗(𝑥) ⩽ 𝐴(𝑥) < 1/2,则𝐸(𝐴) ⩾ 𝐸(𝐴∗);

公理 4 𝐸(𝐴) = 𝐸(𝐴𝑐).

3 二二二型型型模模模糊糊糊集集集的的的质质质心心心模模模糊糊糊熵熵熵和和和加加加权权权模模模糊糊糊熵熵熵

将普通模糊集的概念推广到二型模糊集时,构建

二型模糊熵遇到了许多问题.如:一般的二型模糊集

的质心、基数、相似度以及距离如何给定? 比较两个

二型模糊集锐化问题,何时模糊度最大?较少学者给

出了一般二型模糊集的模糊性度量,且至今没有给出

二型模糊集熵的概念. 本文依据一型模糊集的模糊熵

公理,给出了基于质心的模糊性度量和两种加权模糊

熵公式.

3.1 基基基于于于质质质心心心的的的模模模糊糊糊性性性度度度量量量

由于普通模糊熵理论已相对成熟,考虑将二型模

糊集降阶为普通模糊集后再计算其模糊熵. 沿此思

路, 将主隶属度的质心作为元素的隶属度,这样二型

模糊集就降阶为普通模糊集,进而可以方便地求取模

糊熵.

定义 4 模糊集𝐴 ∈ ℱ(𝑋)的质心定义为

𝐶(𝐴) =

𝑁∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝐴(𝑥𝑖)
/ 𝑁∑

𝑖=1

𝐴(𝑥𝑖). (4)

定义 5 设 𝐸̃1 : ℱ2(𝑋) → 𝑅+,定义

𝐸̃1(𝐴) = 𝐸(𝐴′). (5)

其中

𝐴′ = 𝐶(𝜇𝐴(𝑥1, 𝑢))/𝑥1 + 𝐶(𝜇𝐴(𝑥2, 𝑢))/𝑥2+

⋅ ⋅ ⋅+ 𝐶(𝜇𝐴(𝑥𝑁 , 𝑢))/𝑥𝑁 ,

称𝐸1(𝐴)为二型模糊集𝐴 ∈ ℱ2(𝑋)的质心模糊熵.

性质 1 ∀𝐷 ∈ 𝑃 (𝑋), 𝐸̃1(𝐷) = 0.

证证证明明明 因为𝐷 ∈ 𝑃 (𝑋) ⇒ 𝐷′ ∈ 𝑃 (𝑋),由模糊熵

公理 1,有𝐸1(𝐷) = 𝐸(𝐷′) = 0. 2
性质 2 ∀𝐴 ∈ ℱ2(𝑋),有 𝐸̃1(𝐴) = 𝐸̃1((𝐴)

𝑐).

证证证明明明 令 𝐵̃ = (𝐴)𝑐,有

𝜇𝐵̃(𝑥) =
∑
𝑢∈𝐽𝑥

𝑓𝑥(𝑢)/(1− 𝑢),

对于 ∀𝑥𝑖 ∈ 𝑋, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ,有

𝐶(𝜇𝐵̃(𝑥𝑖, 𝑢)) =

𝑀𝑖∑
𝑘=1

(1− 𝑢𝑖𝑘)𝑓𝑥𝑖(𝑢𝑖𝑘)
/𝑀𝑖∑

𝑘=1

𝑓𝑥𝑖(𝑢𝑖𝑘) =

1−
𝑀𝑖∑
𝑘=1

𝑢𝑖𝑘𝑓𝑥𝑖(𝑢𝑖𝑘)
/𝑀𝑖∑

𝑘=1

𝑓𝑥𝑖(𝑢𝑖𝑘) =

1− 𝐶(𝜇𝐴(𝑥𝑖, 𝑢)) = (𝐴′(𝑥𝑖))
𝑐. (6)

式 (6)表明𝐵′ = (𝐴′)𝑐,由模糊熵公理 4,有

𝐸̃1(𝐴) = 𝐸(𝐴′) = 𝐸((𝐴′)𝑐) =

𝐸(𝐵′) = 𝐸̃1(𝐵) = 𝐸̃1((𝐴)
𝑐). 2

定义 6 设 [1/2] = 0.5/𝑢1+0.5/𝑢2+⋅ ⋅ ⋅+0.5/𝑢𝑁

为 [0, 1]上的一个一型模糊集, 则二型模糊集 ˜[1/2]定

义为

˜[1/2] = [1/2]/𝑥1 + [1/2]/𝑥2 + . . .+ [1/2]/𝑥𝑁 . (7)

即 ˜[1/2]每点的隶属度都是一型模糊集 [1/2]. 如果将
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[0,1]区间离散化为 0, 0.1, ⋅ ⋅ ⋅ , 1,则 ˜[1/2]可改写为

˜[1/2](𝑥) = 0.5/0/𝑥+ 0.5/0.1/𝑥+ ⋅ ⋅ ⋅+ 0.5/1/𝑥,

𝑥 ∈ 𝑋. (8)

性质 3 𝐸̃1( ˜[1/2]) = max
𝐴∈ℱ2(𝑋)

𝐸̃1(𝐴).

证证证明明明 根据定义 6所定义的 ˜[1/2], 有 [1/2]′ =

[1/2],所以对于 ∀𝐴 ∈ ℱ2(𝑋),有

𝐸̃1(𝐴) = 𝐸(𝐴′) ⩽ 𝐸([1/2]) =

𝐸([1/2]′) = 𝐸̃1([1/̃2]),

即 𝐸̃1( ˜[1/2]) = max
𝐴∈ℱ2(𝑋)

𝐸̃1(𝐴). 2
因为二型模糊集的隶属值是由一型模糊集表示

的,所以二型模糊集的模糊熵性质不满足一型模糊集

的模糊熵公理 3.

例 1 设

𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3},
𝐴 = (0.5/0.9)/𝑥1 + (0.2/0.7)/𝑥1 + (0.9/0.2)/𝑥1+

(0./0.)/𝑥2 + (0.6/0.6)/𝑥2 + (0.1/0.4)/𝑥2+

(0.7/0.3)/𝑥3 + (0.8/0.5)/𝑥3 + (0.3/0.2)/𝑥3,

根据式 (4),有

𝐴′ = 0.481 3/𝑥1 + 0.571 4/𝑥2 + 0.372 2/𝑥3.

采用由Pedrycz给出的一型模糊集的模糊熵[8]

𝐸(𝐴) = 2

𝑁∑
𝑖=1

min{𝐴(𝑥𝑖), 1−𝐴(𝑥𝑖)},

得到二型模糊集𝐴的模糊熵为

𝐸̃1(𝐴) =

𝐸(𝐴′) = 2(0.483 1 + 0.428 6 + 0.372 2) = 2.567 8.

3.2 加加加权权权模模模糊糊糊熵熵熵

考虑到二型模糊集中每点的主隶属度的熵对整

个模糊度的影响,引入加权模糊熵定义.

定义 7 𝐴 ∈ ℱ2(𝑋)的加权模糊熵 𝐸̃2 : ℱ2(𝑋)

→ 𝑅+定义为二型模糊集的主隶属度 (一型模糊集)

的模糊熵的平均值,即

𝐸̃2(𝐴) =
1

𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝐸(𝜇𝐴(𝑥𝑖, 𝑢)). (9)

性质 4 ∀𝐷 ∈ 𝑃 (𝑋), 𝐸̃2(𝐷) = 0.

证证证明明明 ∀𝐷 ∈ 𝑃 (𝑋), 有𝜇𝐷(𝑥, 𝑢) ∈ 𝑃 (𝑋), 所以

有 𝐸̃2(𝐷) = 0. 2
性质 5 𝐸̃2([1/̃2]) = max

𝐴∈ℱ2(𝑋)
𝐸̃2(𝐴).

证证证明明明 对于 ∀𝐴 ∈ ℱ2(𝑋),根据定义 6的 [1/̃2],有

𝐸̃2(𝐴) =
1

𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝐸(𝜇𝐴(𝑥𝑖, 𝑢)) ⩽

1

𝑁

𝑁∑
𝑖=1

𝐸([1/2]) = 𝐸̃2([1/̃2]),

即 𝐸̃2([1/̃2]) = max
𝐴∈ℱ2(𝑋)

𝐸̃2(𝐴). 2
性质 6 ∀𝐴 ∈ ℱ2(𝑋), 𝐸̃2(𝐴) = 𝐸̃2((𝐴)

𝑐).

证证证明明明 二型模糊集的补运算是对首隶属度求

补, 而次隶属度保持不变, 对于模糊集𝜇𝐴(𝑥𝑖, 𝜇)(𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)而言, 只是论域变为原来的补集, 而隶属

度没变,所以在求补后𝐸(𝜇𝐴(𝑥𝑖, 𝜇))不变,有 𝐸̃2(𝐴) =

𝐸̃2((𝐴)𝑐). 2
定义 8 𝐴 ∈ ℱ2(𝑋)的加权模糊熵 𝐸̃3 : ℱ2(𝑋)

→ 𝑅+定义为

𝐸̃3(𝐴) =
1

𝑛𝐴

𝑁𝐴∑
𝑗=1

𝜆𝑗𝐸(𝐴𝑗
𝑒). (10)

其中: 𝐴𝑗
𝑒为𝐴的第 𝑗个内嵌一型模糊集[2,12]; 𝜆𝑗 =

𝑡(𝑓𝑥1(𝑢
𝑗
1), 𝑓𝑥2(𝑢

𝑗
2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓𝑥𝑁

(𝑢𝑗
𝑁 )); 𝑡为 𝑡-范数.

性质 7 ∀𝐷 ∈ 𝑃 (𝑋), 𝐸̃3(𝐷) = 0.

证明过程略.

性质 8 ∀𝐴 ∈ ℱ2(𝑋), 𝐸̃3(𝐴) = 𝐸̃3((𝐴)
𝑐).

证证证明明明 存在

𝐸̃3(𝐴) =
1

𝑛𝐴

𝑛𝐴∑
𝑗=1

𝜆𝑗𝐸(𝐴𝑗
𝑒) =

1

𝑛𝐴

𝑛𝐴∑
𝑗=1

𝜆𝑗𝐸((𝐴𝑗
𝑒)

𝑐) = 𝐸̃3((𝐴)
𝑐). 2

注 1 加权模糊熵类似于二型模糊集的波浪切

片, 所以计算量较大, 仅适于理论研究. 𝐸̃2的计算量

虽然很小, 但不够直观, 并且仅用到了次隶属度的信

息,因此还不完善,有待进一步研究.

4 特特特殊殊殊的的的二二二型型型模模模糊糊糊集集集-区区区间间间值值值模模模糊糊糊集集集的的的模模模
糊糊糊熵熵熵

第 3节中构造的二型模糊集的模糊熵仅限于理

论研究,实际上,区间值模糊集的熵已被广泛应用.

Burillo等人[6]首次提出区间值模糊集的熵概念,

其基本形式为

𝐸̃(𝐴) =

𝑁∑
𝑖=1

(𝐴+(𝑥𝑖)−𝐴−(𝑥𝑖)). (11)

Zeng等人[13]研究了区间值模糊集的熵的公理

化,同时给出了区间值模糊集的熵的度量

𝐸̃(𝐴) =

𝑁∑
𝑖=1

1−max(1−𝐴+(𝑥𝑖), 𝐴
−(𝑥𝑖))

1−min(1−𝐴+(𝑥𝑖), 𝐴−(𝑥𝑖))
. (12)

容易看出,式 (11)所定义的区间值模糊集的熵只

用到了区间的未知度,即𝐴+(𝑥𝑖)− 𝐴−(𝑥𝑖). 当区间值

模糊集退化为普通模糊集时, 其熵为零, 即不存在模

糊度,这显然不符合直觉. 式 (12)定义的区间值模糊

集熵虽然克服了 (12)中当区间值模糊集退化为普通
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模糊集时模糊度为零的缺点, 但其本身也存在不合

理的地方.如对于区间值模糊集𝐴, 𝐵̃ : 𝐴−(𝑥𝑖) = 0.1,

𝐴+(𝑥𝑖) = 0.9, 𝐵−(𝑥𝑖) = 0.4, 𝐵+(𝑥𝑖) = 0.6 (∀𝑖 = 1,

2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁), 由式 (11)有 𝐸̃(𝐴) = 𝐸̃(𝐵̃) = 1, 显然不符

合直觉,应该有 𝐸̃(𝐴) > 𝐸̃(𝐵̃).

定义 9 (改进的区间值模糊熵) 实函数 𝐸̃ :

IVFS(𝑋) → 𝑅+称为区间值模糊集上的熵, 若其满

足如下条件:

1) ∀𝐷 ∈ 𝑃 (𝑋), 𝐸̃(𝐷) = 0.

2) 𝐸̃(𝐴) = max
𝐵̃∈IVFS(𝑋)

𝐸̃(𝐵̃),其中 ∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝐴−(𝑥)

= 0, 𝐴+(𝑥) = 1.

3) 𝐸̃(𝐴) ⩽ 𝐸̃(𝐵̃), 如果𝐴不如 𝐵̃模糊, 则对于 ∀𝑖
=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ,存在:

①当𝐵+(𝑥𝑖) ⩽ 0.5时,有

𝐴−(𝑥𝑖)⩽𝐵−(𝑥𝑖), 𝐴
+(𝑥𝑖) ⩽ 𝐵+(𝑥𝑖);

②当𝐵−(𝑥𝑖) ⩾ 0.5时,有

𝐴−(𝑥𝑖) ⩾ 𝐵−(𝑥𝑖), 𝐴
+(𝑥𝑖) ⩾ 𝐵+(𝑥𝑖);

③当𝐵−(𝑥𝑖) < 0.5 < 𝐵+(𝑥𝑖)时,有

𝐵−(𝑥𝑖) < 𝐴−(𝑥𝑖) < 0.5 < 𝐴+(𝑥𝑖) < 𝐵+(𝑥𝑖).

④ 𝐸̃(𝐴) = 𝐸̃(𝐴𝑐).

定理 1 由区间值模糊熵公理可知

𝐸̃(𝐴) =
∑

𝑥𝑖∈𝑋′
(𝐴+(𝑥𝑖)−𝐴−(𝑥𝑖))+

∑
𝑥𝑖∈𝑋/𝑋′

min(𝐴−(𝑥𝑖), 1−𝐴+(𝑥𝑖))

max(𝐴−(𝑥𝑖), 1−𝐴+(𝑥𝑖))
(13)

是一个区间值模糊集𝐴的模糊熵,其中

𝑋 ′ = {𝑥𝑖∣𝐴−(𝑥𝑖) < 0.5 < 𝐴+(𝑥𝑖), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}.
证证证明明明 1) ∀𝐷 ∈ 𝑃 (𝑋),有𝐷−(𝑥𝑖) = 𝐷+(𝑥𝑖) = 0

或𝐷−(𝑥𝑖) = 𝐷+(𝑥𝑖) = 1,根据式 (4),有 𝐸̃(𝐷) = 0.

2)对于𝐴, 𝐵̃ ∈ IVFS(𝑋), ∀𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 , 有

𝐴−(𝑥𝑖) = 0, 𝐴+(𝑥𝑖) = 1,且 𝐵̃ ∕= 𝐴. 由式 (11)有

𝐸̃(𝐴) =

𝑁∑
𝑖=1

(𝐴+(𝑥𝑖)−𝐴−(𝑥𝑖)) =

𝑁∑
𝑖=1

1 =𝑁.

而对于 ∀𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 , 当𝐵−(𝑥𝑖) < 0.5 < 𝐵+(𝑥𝑖)

时, 𝐵+(𝑥𝑖)−𝐵−(𝑥𝑖) < 1,对于其他情况,有
min(𝐵−(𝑥𝑖), 1−𝐵+(𝑥𝑖))

max(𝐵−(𝑥𝑖), 1−𝐵+(𝑥𝑖))
< 1.

所以 𝐸̃(𝐵̃) < 𝑁 = 𝐸̃(𝐴) ,即

𝐸̃(𝐴) = max
𝐵̃∈IVFS(𝑋)

𝐸̃(𝐵̃),

∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝐴−(𝑥) = 0, 𝐴+(𝑥) = 1.

3)设𝐴, 𝐵̃ ∈ IVFS(𝑋), 𝐴不如 𝐵̃模糊, 下面分 3

种情况进行讨论:

①当𝐵−(𝑥𝑖) < 0.5 < 𝐵+(𝑥𝑖)时, 有𝐵−(𝑥𝑖) <

𝐴−(𝑥𝑖) < 0.5 < 𝐴+(𝑥𝑖) < 𝐵+(𝑥𝑖), 显然, 𝐴−(𝑥𝑖) ⩽
𝐵−(𝑥𝑖), 𝐴

+(𝑥𝑖) ⩽ 𝐵+(𝑥𝑖);

②当𝐵+(𝑥𝑖)⩽ 0.5时, 𝐴−(𝑥𝑖)⩽𝐵−(𝑥𝑖), 𝐴
+(𝑥𝑖)

⩽ 𝐵+(𝑥𝑖),则有
min(𝐴−(𝑥𝑖), 1−𝐴+(𝑥𝑖))

max(𝐴−(𝑥𝑖), 1−𝐴+(𝑥𝑖))
=

𝐴−(𝑥𝑖)

1−𝐴+(𝑥𝑖)
⩽

𝐵−(𝑥𝑖)

1−𝐵+(𝑥𝑖)
=

min(𝐴−(𝑥𝑖), 1−𝐴+(𝑥𝑖))

max(𝐴−(𝑥𝑖), 1−𝐴+(𝑥𝑖))
;

③当𝐵−(𝑥𝑖)⩾ 0.5时, 𝐴−(𝑥𝑖)⩾𝐵−(𝑥𝑖), 𝐴
+(𝑥𝑖)

⩾ 𝐵+(𝑥𝑖),则有
min(𝐴−(𝑥𝑖), 1−𝐴+(𝑥𝑖))

max(𝐴−(𝑥𝑖), 1−𝐴+(𝑥𝑖))
=

1−𝐴+(𝑥𝑖)

𝐴−(𝑥𝑖)
⩽

1−𝐵+(𝑥𝑖)

𝐵−(𝑥𝑖)
=

min(𝐴−(𝑥𝑖), 1−𝐴+(𝑥𝑖))

max(𝐴−(𝑥𝑖), 1−𝐴+(𝑥𝑖))
.

综合以上 3种情况,有 𝐸̃(𝐴) ⩽ 𝐸̃(𝐵̃).

④因为 ((𝐴)𝑐)−(𝑥) = 1 − 𝐴+(𝑥), ((𝐴)𝑐)+(𝑥) =

1−𝐴−(𝑥),所以有

𝐸̃((𝐴)𝑐) =∑
𝑥𝑖∈𝑋′

((1−𝐴−(𝑥𝑖))− (1−𝐴+(𝑥𝑖)))+

∑
𝑥𝑖∈𝑋/𝑋′

min(1−𝐴+(𝑥𝑖), 1− (1−𝐴−(𝑥𝑖)))

max(1−𝐴+(𝑥𝑖), 1− (1−𝐴−(𝑥𝑖)))
=

∑
𝑥𝑖∈𝑋′

(𝐴
+
(𝑥𝑖)−𝐴−(𝑥𝑖))+

∑
𝑥𝑖∈𝑋/𝑋′

min(𝐴−(𝑥𝑖), 1−𝐴+(𝑥𝑖))

max(𝐴−(𝑥𝑖), 1−𝐴+(𝑥𝑖))
= 𝐸̃(𝐴). 2

本文构造的区间值模糊集的熵结合了文献 [12-

13]的熵定义,同时考虑了隶属度的未知区间度和退

化为普通模糊集时的模糊度,弥补了不足,符合直觉,

更适用于实际应用.

例 2 设区间值模糊集

𝐴 =[0.1, 0.4]/𝑥1 + [0.2, 0.7]/𝑥2+

[0.3, 0.5]/𝑥3 + [0.6, 1]/𝑥4,

显然, 𝑋 ′ = {𝑥2},则由式 (13)得

𝐸̃(𝐴) = (0.7− 0.2) +
min(0.1, 1− 0.4)

max(0.1, 1− 0.4)
+

min(0.3, 1− 0.5)

max(0.3, 1− 0.5)
+

min(0.6, 1− 1)

max(0.6, 1− 1)
= 1.266 7.

例 3 利用区间值模糊熵对图像进行全局阈值

分割, 用Matlab分别对 rice图像和 saturn原图进行分

割, 对比结果如图 2和图 3所示. 在图 2和图 3中, 图

2(b)阈值为 135, 目标下部部分信息丢失, 图 2(c)阈

值为 113,分割结果明显好于图 2(b). 图 3(b)为图 3(a)

加入了 1 %高斯噪声所得的图像, 图 3(c)阈值为 66,

图 3(d)阈值为 73, 由图 3(c)和图 3(d)可以看出, 新算

法的抗噪能力比基于普通模糊集算法的抗噪能力要

强.
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(a)   rice!" (b) #$%&'
()*+

(  ) ,-.()*+c

图 2 rice图像分割结果

(a)  saturn!" (b) #$%& "saturn

(  ) '()*+,-./ (d) 012,-./c

图 3 saturn图像分割结果

5 结结结 论论论

本文提出了基于质心的二型模糊集的模糊熵、

加权模糊熵和一种新的区间值模糊熵的度量. 新的区

间值模糊集的模糊熵融合了Bustince和Zeng给出的

模糊熵, 将论域分成两个部分, 并分别给出了不同的

表达式. 新的模糊熵克服了Bustince和Zeng给出的

模糊熵的不足. 数值实例和仿真实验验证了新的模糊

熵的合理性和实用性.
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