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摘 要: 随机抽样一致性算法是应用最广泛的鲁棒性基础矩阵估计算法之一.针对随机抽样一致性算法效率低的问

题,提出一种基于概率分析的随机抽样一致性算法. 该算法减少首次抽样的次数,利用预检验技术确定一个较优的模

型子集,通过定义样本属于该较优模型的概率来选择内点概率大的样本子集,并通过多次迭代得到一个只包含内点

样本的子集. 模拟数据和真实数据的基础矩阵估计实验表明,算法在计算效率和精度上均优于随机抽样一致性算法.
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Abstract: Random sample consensus(RANSAC) algorithm is one of the most widely used for robust fundamental matrix

estimator. Considering low efficiency of RANSAC, a random sample consensus algorithm based on probability analysis

is proposed. The algorithm reduces the quantity of fist random sampling, and incorporates a better subset of model using

preemption scheme. The probability that the sample belongs to the better model is defined in order to be incorporated into

the sample subset. After several iterations, the sample subset contains only inliers. Experimental results of the fundamental

matrix computation on both simulated and real data show the superiority of the proposed algorithm in precision and efficiency.
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1 引引引 言言言

在不同视点处获得的同一场景的两幅图像间存

在重要的几何约束关系,即对极几何关系,可以用一

个 3阶秩 2的矩阵 (即基础矩阵)来表示. 基础矩阵的

估计是 3维重建[1]、运动模型估计、特征匹配[2]及跟

踪的关键, 由于在测量和匹配等过程中不可避免地

存在不符合实际模型的外点, 影响了实际模型的参

数估计.目前, 利用图像间对应点来估计基础矩阵的

方法主要分为 3类: 线性法、迭代法和鲁棒法[3]. 线

性法速度较快, 但对于存在错误匹配点以及由噪声

引起坏点的情况精确性较低. 迭代法精度比线性算

法高, 但计算时间长, 且误匹配点剔除效果不是很

好.鲁棒法是指去除外点对模型参数估计的影响,目

前提出的多种鲁棒算法中, 文献 [4]提出的随机抽样

一致性算法 (RANSAC)是最有效的鲁棒估计算法之

一,在基础矩阵估计、特征匹配和运动模型选择等计

算机视觉领域得到了广泛的应用. RANSAC算法能

处理外点率超过 50 %的数据,同时,根据随机抽样的

思想衍生出MINPRAN[5]和MLESAC[6]等算法. M估

计法[7-8]将问题转化为加权最小二乘问题, 用一个余

差函数代替余差平方, 以此抑制大余差对估计过程

的影响. M估计通过迭代加权求解, 对初值依赖较

大,初值一般由最小二乘法得到,受错误数据影响大,

因此M估计对大误差数据有较好的抑制作用, 但是

此算法对完全错误的数据不再适用. 最小中值算法

(LMedS)[7-8]通过最小化余差平方中值来估计模型参

数, 对含有外点的数据有较好的鲁棒性, 但是由于

LMedS算法是通过最小化余差平方中值求解,当数据
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错误率超过 50 %时此算法不再适用. 文献 [9]通过预

检验的方式对RANSAC算法进行改进, 减少了计算

时间.

经典的RANSAC算法在外点比率较大时算法效

率低下, 且通过人为设置阈值判断内外点, 过大或过

小的阈值均会对估计结果产生不利影响.所提算法通

过概率分析[10]和预检验技术减少了检验次数,提高了

算法效率;利用模糊集理论中隶属度函数代替固定阈

值的刚性判断,并通过迭代的方式使抽样集收敛. 实

验表明,算法在效率和精度方面均优于经典RANSAC

算法, 由于其基于概率分析和随机抽样思想,称为概

率分析随机抽样一致性算法 (PARANSAC).

2 对对对极极极几几几何何何约约约束束束及及及基基基础础础矩矩矩阵阵阵

从两个不同视点得到的同一场景的两幅图像存

在着对极几何约束关系.设𝑀为三维空间中一点,在

左右两幅图像上的投影分别为𝑚和𝑚′; 𝐶和𝐶
′
为两

相机的光心; 𝐶𝐶
′
连线与左右两幅图像分别交于点 𝑒

和 𝑒′,称为对极点,其对应的齐次坐标分别为 𝑒 = [𝑒𝑥,

𝑒𝑦, 1], 𝑒′ = [𝑒′𝑥, 𝑒
′
𝑦, 1], 直线 𝑙′𝑚 = ⟨𝑚′, 𝑒′⟩为点𝑚在右

视图上的对极线,直线 𝑙𝑚 = ⟨𝑚, 𝑒⟩称为点𝑚′在左视

图上的对极线.则相应的对极几何约束关系可以描述

为:一幅图像上的点𝑚在另一幅图像上的匹配点𝑚′

位于该点的对极线上. 在代数上,这一几何关系可以

表示为一个 3×3的基础矩阵𝐹 ,它将一幅图像上的点

𝑚映射到该点在另一幅图像上的对极线 𝑙′𝑚上, 因而

有 𝑙′𝑚 = 𝐹𝑚 = ⟨𝑚′, 𝑒′⟩, 𝑙𝑚 = 𝐹
′
𝑚′.

对于图像点𝑚, 其匹配点一定位于对极线𝐹𝑚

上, 对于图像点𝑚′, 其匹配点一定位于对极线𝐹
′
𝑚′

上,从而得出基础矩阵𝐹 的基本关系式为

𝑚
′T𝐹𝑚 = 0. (1)

当相机未定标时,对极几何约束是从两幅图像中

可以获得的惟一约束关系.这时基础矩阵不仅可以确

定两幅图像之间的对极几何约束关系,而且是解决其

他视觉问题的关键环节,在计算机视觉领域得到了广

泛的应用.

3 PARANSAC算算算法法法
RANSAC的抽样思想是, 在满足一定置信率的

条件下, 一次抽够至少包含一个正确样本的抽样次

数,然后用所有的数据对由抽样样本得出的模型参数

进行检验. 然而, 当数据外点率增加时, RANSAC的

抽样次数将呈指数增长,计算时间也会显著增加. 为

了解决此问题, 可行的思想是减少初次样本抽样次

数, 能得到一个较好的样本空间即可,然后通过再次

采样来增加子样本的内点率,对于样本空间的评价只

抽取部分数据进行检验即可.基于概率分析的一致性

抽样算法基于以下假设: 一个更好的模型将有利于样

本的下次抽样. 首先如何确定一个已知模型的优劣,

RANSAC算法通过内点的数量进行判断,利用一个阈

值来刚性地判断是否属于该模型的内点. 由于阈值的

设定往往依靠经验, 并没有一个最优标准,提出用模

糊逻辑对模型的优劣进行连续的量化,避免了刚性逻

辑的不合理性. 其次,如何利用前次抽样的反馈信息

指导下次抽样,算法思想是利用此次抽样得到的较优

模型来评估每个样本为内点的可能性,通过可能性的

大小进行下次抽样.

首先要确定的是抽样次数的问题, RANSAC算

法中,在保证一定置信概率𝑃 下, 𝑀组抽样中至少有

一组抽样的数据全为内点,有

1− (1− (1− 𝜀)𝑚)𝑀 = 𝑃. (2)

其中: 𝜀为样本数据中外点的比例, 𝑚为模型估计所需

最小样本数目. 在给定𝑚和𝑃 时, 不同的 𝜀需要的采

样次数为

𝑀 =
log(1− 𝑃 )

log(1− (1− 𝜀)𝑚)
. (3)

表 1显示了当置信率为 98 %时, 不同的数据维

数和外点比率所对应的最小抽样次数.

表 1 采样次数随𝒎和外点比率的变化

外点比率/%
𝑚

20 30 40 50 60 70 80

4 7 6 9 14 151 481 2 443

5 10 21 48 123 380 1 607 12 223

6 13 31 82 248 953 5 364 61 123

7 17 46 138 499 2 386 17 886 305 625

8 21 66 231 1 000 5 967 59 623 1 528 132

由表 1可以看出, 在样本数据外点比率较大时,

抽样次数将呈指数级增加, 且𝑚对于抽样次数影响

较大. 比如在基础矩阵估计中需要 8组匹配点, 如果

置信率为 98 %,外点比率为 60 %,则RANSAC算法需

要抽样 5 967次. 如果将𝑚减小为 4,则抽样次数将急

剧减少到 151次. 这样抽样的意义变为每次抽取 4个

样本,抽样 151次至少有一次全为内点的概率为 98 %.

如果每次抽取 8个样本, 则抽样 151次中至少有一次

8个样本中有 4个为内点的概率为 98%. 减小𝑚的数

值虽然可以在 𝜀较大时减少抽样次数,但重点是减少

𝑚对于基础矩阵估计的影响. 文献 [13]提出, 在模型

参数估计中含有 1∼3个外点时,正确样本的检验误差

要远小于错误样本的检验误差. 这样,即可减少初次

抽样次数, 得到一个较优的模型, 再通过迭代选择样

本重抽样的方式得出最优结果.

3.1 模模模型型型评评评价价价函函函数数数

为了避免RANSAC算法中人为设置阈值的不
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便,采用模糊集理论来构造模型评判函数,定义为

𝐸(𝜃) =

𝑛∑
𝑖=1

𝜇𝑅(𝑟𝑖). (4)

其中: 𝑅 = {𝑟𝑖∣𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}为样本对应参数模型
的余差; 𝜇𝑅(𝑟𝑖)为第 𝑖个样本隶属于该模型的程度,称

为隶属度函数,有

𝜇𝑅(𝑟𝑖) =

⎧⎨⎩
1, 𝑟𝑖 ⩽ 𝜎̂;

1√
2π𝜎̂

exp
(
− (𝑥− 𝜎̂2)2

2𝜎̂2

)
, 𝜎 < 𝑟𝑖 < 3𝜎̂;

0, 𝑟𝑖 ⩾ 3𝜎̂.

(5)

𝜎̂为标准差估计, 当样本数量𝑁满足𝑁 ⩾ 2𝑚时, 标

准差估计定义为

𝜎̂2 =

𝑁∑
𝑖=1

𝑟2𝑖

𝑁 −𝑚
. (6)

3.2 预预预检检检验验验

经随机抽样得到的模型参数集多数与正确模型

误差较大,为了加速模型参数的识别过程, 利用预检

验来减少模型评估时间. 预检验是指用小样本抽样

来评估模型参数,将明显错误的模型参数从中剔除以

避免所有的样本参与检验[11-12], 从而节省计算时间.

比如对于𝑚个模型参数, 在第 1次预检验过程中, 随

机选择𝑛个样本来评估𝑚个模型参数,从中去除一半

可能错误的模型参数;在第 2次预检验中将有𝑚/2个

模型参数被随机选择的另外𝑛个样本检验. 如此经

过 𝑘次预检验,剩下𝑚/2𝑘个模型参数和 𝑘𝑛次抽样.

文献 [13]中的假设和实验表明,正确的模型在正

确样本上检验时的误差远小于在错误样本上的检验

误差, 同时假设错误模型为一随机模型, 该随机模型

在正确样本和错误样本上的误差是近似相等的. 在样

本的内点率不是很高的情况下,每次抽样中混杂内外

点的概率极大.但是, 最小模型抽样中内点的数目对

于区分内外点有重要影响,内点数量越多, 在正确抽

样数据检验上的误差越小于在错误数据上的误差. 对

于每次的𝑛个检验样本,其中每个样本或者符合正确

模型的内点, 或者不符合正确模型的外点, 因此用模

型评估函数对每个模型进行检验时,其对评估数值的

贡献是不同的. 得益于模糊集理论的连续性逻辑描

述, 可以较好地判断出哪个模型更优, 即哪个模型可

能含有更多的内点.

在预检验过程中,模型优劣的评判采用模型评价

函数,如式 (4)所示. 对于待检验模型参数而言,可以

分为较好的模型和较差的模型两类;对于𝑛个待检验

样本而言,也可分为内点和外点两类. 用两种模型分

别评价两种样本,较好模型在内点样本上检验的误差

较小, 因此模型评价值会较大;较好的模型在外点样

本上检验的误差较大,因此模型评价值会非常小; 较

差的模型无论在内点还是外点上检验的误差一般都

较大,因此模型评价值也非常小. 其次,因为所有模型

参数都用同样的标准 (𝑛个检验样本)进行预检验,所

以用模型评价函数检验的结果明显分为几类,数值越

大说明是较好模型的可能性越大.而差的模型由于误

差较大,所对应的评价结果值也较小, 可以选取对应

评价结果值较大的一类作为预检验结果.但是还有一

种极端的情况,即𝑛个检验样本中全为外点或只存在

极少内点, 所有待检验模型的评价值过低, 若出现这

种情况,则重新抽取另外𝑛个样本进行检验.

3.3 样样样本本本重重重采采采样样样

在第 1次样本抽样中,为了减少计算时间而减少

了抽样次数,因此经预检验后的模型参数只是一个较

好的结果,为了能达到最优结果,需对样本进行再次

采样以增加其内点比率.对于样本𝑥𝑖, 其属于模型参

数集的可能性为

𝑝(𝑥𝑖) =

𝑘∑
𝑗=1

Pr(𝜃𝑗) Pr(𝑥𝑖∣𝜃𝑗), (7)

其中Pr(𝜃𝑗)为模型参数 𝜃𝑗是正确估计的可能性,即

Pr(𝜃𝑗) = 𝐸(𝜃𝑗)
/ 𝑘∑

𝑗=1

𝐸(𝜃𝑗). (8)

从统计分布角度看,对于正确的数据样本,其余

差分布满足高斯分布.因此,对于抽样数据𝑥𝑖和参数

估计模型 𝜃𝑗 , 在假设模型为正确模型前提下, 样本属

于该参数模型的概率为

Pr(𝑥𝑖∣𝜃𝑗) = 1√
2𝜋𝜎̂2

𝑗

exp
(
− 𝑟2𝑖,𝑗

𝜎̂2
𝑗

)
, (9)

其中 𝑟𝑖,𝑗为样本𝑥𝑖在参数模型 𝜃𝑗下的余差.

为了减少计算时间和外点对于模型参数估计的

影响,选择可能性值较大的样本作为进行下次抽样的

子样本,通过设定阈值来选择具体子样本.

3.4 算算算法法法过过过程程程

算法过程描述如下:

input: 匹配点样本集为𝑋 = {𝑥𝑖∣𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑁},

样本中外点比率为 𝜀, 预检验样本数目为𝑛, 置信率

为𝑃 ;

output: 最优模型参数.

Step 1: 设模型估计所需最小样本数目𝑚 = 5 (参

数𝑚仅用于初次抽样次数的计算), 迭代次数 𝑡 = 0,

第 𝑡次迭代的样本空间Ω 𝑡 = 𝑋 ,设定置信率𝑃 ,设定

预检验样本数目𝑛;

Step 2: 由式 (3)计算初次抽样次数, 对样本进行

随机抽样并计算模型参数得到模型参数集Θ ;
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Step 3: 利用第 3.2节预检验技术检验模型参数

集Θ ,去除明显错误的模型,得到新的模型参数集Θ ′;

Step 4: 利用式 (7)计算每个样本属于模型参数集

Θ ′的可能性值 𝑝(𝑥𝑖);

Step 5: 选择新的抽样样本,设定样本选择阈值 𝜏 ,

选择样本可能性值大于此阈值的样本组成新的样本

空间Ω 𝑡{𝑥𝑖∣ 𝑝(𝑥𝑖) ⩾ 𝜏};

Step 6: 设定阈值 𝜂, 判断 𝑝(𝑥𝑖)是否已收敛的可

接受误差范围,即如果𝐸(𝑝(𝑥𝑖)) > 1− 𝜂,其中 𝑝(𝑥𝑖)为

均匀分布,则Ω 𝑡为最终抽样样本,否则设置 𝑡 = 𝑡+ 1,

𝜀 = 𝜏 ,返回 Step 2;

Step 7: 根据Ω 𝑡计算模型参数.

3.5 算算算法法法计计计算算算量量量分分分析析析

假设从样本数据中随机抽取一组的时间为𝑇𝑆 ,

用一组抽样计算模型参数所需要的时间为𝑇𝐶 , 用一

个样本数据检验一个模型参数需要的时间为𝑇𝐸 , 则

RANSAC算法所需要的计算时间为

𝑇RANSAC = 𝑀(𝑇𝑆 + 𝑇𝐶) +𝑀𝑁𝑇𝐸 . (10)

其中: 𝑀为抽样次数,由式 (3)进行计算; 𝑁为样本总

数.

算法抽样次数为

𝑀 ′ =
log(1− 𝑃 )

log(1− (1− 𝜀)𝑚′)
, (11)

其中𝑚′为降维后的采样维数. 则算法计算时间为

𝑇 =

𝑙∑
𝑡=0

𝑇𝑡. (12)

其中: 𝑡为迭代次数; 𝑇𝑡为第 𝑡次迭代算法的计算时间,

有

𝑇𝑡 = 𝑀
′
𝑡 (𝑇𝑆 + 𝑇𝐶) +

(
𝑛

𝑘∑
𝑖=0

𝑀
′
𝑡

2𝑖
+
𝑀

′
𝑡

2𝑘
𝑁
)
𝑇𝐸 . (13)

𝑀
′
𝑡定义如式 (11), 𝑛为预检验抽样次数, 𝑘为预检验

次数.

由上述分析得出, PARANSAC算法比RANSAC

算法节省的计算时间为

Δ𝑇 = 𝑇RANSAC − 𝑇. (14)

由于PARANSAC算法在不同外点比率样本下

的迭代次数不同, 每次迭代过程的子抽样也有所

不同, 因此精确估计计算时间𝑇 是困难的. 但是,

PARANSAC算法每次迭代的计算时间是递减的, 由

此可以假设每次迭代计算时间均为第 1次迭代时间,

即𝑇 = 𝑙𝑇0,进而得出的计算时间比实际的要多,所节

省的时间为

Δ𝑇 =(𝑀 − 𝑙𝑀
′
0)(𝑇𝑆 + 𝑇𝐶)+(

𝑀𝑁 − 𝑙
(
𝑛

𝑘∑
𝑖=0

𝑀
′
0

2𝑖
+
𝑀

′
0

2𝑘
𝑁
))

𝑇𝐸 . (15)

从式 (15)可以看出, PARANSAC算法节省的计

算时间由抽样并生成模型的时间和样本检验模型

的时间组成. 在 PARANSAC算法和实验中, 预检验

样本数𝑛一般取 10,迭代次数 𝑙随外点比率不同取值

范围为 3∼15. 在外点比率较低时 (一般低于 25 %),

PARANSAC算法抽样次数要略多于RANSAC算法,

故在抽样并生成模型时间上, PARANSAC算法计算

时间要多于RANSAC算法; 但由于较少的样本检

验次数, PARANSAC算法的样本检验时间要优于

RANSAC算法, 且样本检验所节省的时间要多于

抽样并生成模型中比RANSAC算法多耗费的时间.

综上所述, 在外点比率较低时PARANSAC算法优于

RANSAC算法, 但计算效率的优势并不明显. 但当

外点比率较高时, RANSAC算法抽样次数的增长率

远大于 PARANSAC算法, RANSAC算法抽样并生成

模型的时间和样本检验时间均多于 PARANSAC算法

所需时间, PARANSAC算法在计算效率上明显优于

RANSAC算法.

4 实实实验验验分分分析析析

为了检验算法的有效性和鲁棒性, 对模拟数据

和真实图像数据分别进行实验, 同时将本文算法与

RANSAC算法和文献 [9]所提算法进行对比. 实验结

果为 100次计算结果的平均值,所有实验均在相同的

硬件平台 (Pentium(R) D 3.20 GHz, 1.00 GB内存)和软

件平台Matlab 7.1上进行.

4.1 模模模拟拟拟数数数据据据实实实验验验

首先模拟同一场景不同视角图像的匹配点,匹配

点数为 100. 为了模拟真实图像特征点匹配效果, 在

每个匹配点上叠加方差为 2个像素的高斯噪声. 设置

信率为 98 %,预检验样本数𝑛 = 10,实验在不同外点

比率下对比了 3种算法的计算精度和计算时间. 图 1

为在不同外点比率下的平均对极距离, 反映了基础

矩阵求解的精度. 从图 1可以看出, RANSAC算法和

PRANSAC算法在计算精度上保持一致,在外点比率

为 60 %时出现了明显拐点, 而PARANSAC算法在计

算精度上优于前两种算法, 在外点比率达到 75 %时

才出现明显的拐点.
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图 1 不同外点比率下 3种算法的平均对极距离
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图 2为在不同外点比率下 3种不同算法的计算

时间比较. 从图 2中可以看出,在外点比率低于 30 %

时, 3种算法的计算时间相差不大,但随着外点比率的

增大, RANSAC算法和 PRANSAC算法的计算时间急

剧增加, PARANSAC算法所需计算时间优于其他两

种算法,尤其在外点率较高的情况下.

RANSAC
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PARANSAC
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图 2 不同外点比率下 3种算法的计算时间

鲁棒性估计的目的在于消除外点的影响,因此在

鲁棒性算法中是否能准确地区分外点成为评价算法

的重要依据. 外点查全率是算法已划分为外点样本中

真实外点的数量与所有外点样本数量的比值,图 3显

示了不同外点比率下, PARANSAC算法和RANSAC

算法外点查全率的比较. 从图 3可以看出, 在外点

比率为 50%时, RANSAC算法的外点查全率开始降

低,且随外点比率的增大而下降. PARANSAC算法在

外点比率为 70 %时外点查全率才出现明显下降, 且

PARANSAC算法在高外点率时优于RANSAC算法.
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图 3 不同外点比率下 2种算法的外点查全率比较

为了验证算法的收敛特性,计算每次迭代时样本

点可能性概率的平均值.图 4显示了不同外点比率样

本的收敛特性, 当样本外点比率较低时, 样本可能性

概率经过较少次数的迭代即可收敛到接近于 1的概

率 (因为有人为高斯噪声,所以概率值无法达到 1).
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图 4 不同外点比率下PARANSAC算法迭代次数

4.2 真真真实实实图图图像像像实实实验验验

在真实图像实验中,采用牛津大学提供的图像数

据库进行实验. 该数据库是进行图像匹配常用标准库

之一,提供了各种不同视角的图像和各个图像之间的

准确对应关系. 首先使用 SIFT算法[14]对两幅图像进

行特征点检测, 并使用匹配算法对特征点进行匹配;

然后分别利用 3种不同算法对匹配点进行筛选,得到

最终抽样集和参数模型;最后由基础矩阵求解平均对

极距离来衡量基础矩阵的估计精度.图 5为参加实验

的不同视角的所对应的图像.设置信率为 98 %,预检

验样本数𝑛 = 10, 通过人工判断, 图 5(a)正确匹配点

对数约在 50 %至 55 %之间, 置 𝜀 = 0.5; 图 5(b)正确

匹配点数约为 70 %,置 𝜀 = 0.3.

(a) 1!"

(b) 2!"

图 5 不同视角的 2组图像

表 2和表 3分别为图 5中 2个场景经不同算法获

得的对极距离、平均对极距离的标准偏差和计算时

间. 由表 2和表 3可见,在计算精度上, RANSAC算法

和 PRANSAC算法基本保持一致, 而 PARANSAC算

法优于前两种算法, 这得益于其在不同外点比率下

较高的外点查全率; 在效率上, PRANSAC算法优于

RANSAC算法, 而 PARANSAC算法明显优于其他两

种算法,当匹配点中外点比率较高时, PARANSAC算

法在计算效率方面更为突出.

表 2 场景 1中不同算法计算精度和效率比较

RANSAC PRANSAC PARANSAC

对极距离/像素 4.576 3 4.356 8 2.531 5

标准偏差/像素 4.013 5 4.119 3 2.963 7

计算时间/s 28.168 4 19.684 3 7.125 7

表 3 场景 2中不同算法计算精度和效率比较

RANSAC PRANSAC PARANSAC

对极距离/像素 2.967 4 3.426 7 0.964 2

标准偏差/像素 3.128 7 2.786 1 0.758 4

计算时间/s 5.146 3 3.124 8 1.197 3
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5 结结结 论论论

本文针对鲁棒性基础矩阵估计中随机抽样一致

性算法存在的不足,提出了一种基于概率分析的抽样

一致性算法. 该算法首次抽取少量样本建立模型估计

集合,通过预检验技术去除明显错误的模型, 并得到

一个较优的模型集合.计算样本中每个元素属于该较

优模型集合的可能性,并选择概率值较大的样本作为

下次迭代的初始样本集,经数次迭代直到概率值收敛.

在模拟数据和真实数据的鲁棒性基础矩阵估计实验

表明,算法消除了错误匹配点对基础矩阵估计的影响,

提高了基础矩阵估计的精度,在鲁棒性和计算效率上

较为优越.
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