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摘 要: 针对多包描述线性离散不确定系统,提出一种在系统状态不可测时的直接约束鲁棒预测控制算法. 将控制

器与观测器综合设计,利用观测状态直接构造性能指标,通过求解无穷时域性能指标的最小最大优化问题,得到系统

的最优状态反馈控制律.采用参数依赖Lyapunov函数,在满足输入和状态约束的情况下保证闭环系统稳定. 仿真结

果验证了算法的有效性.
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Abstract: For multi-packet described linear discrete uncertain system, when the state can not be measured, an direct

method of constrained robust model predictive control algorithm is proposed. The observer and controller are designed

comprehensively, and observed state is used to structure performance index directly. Through solving the min-max

optimization problem with infinite horizon performance cost, the system optimal state feedback control law is obtained.

When the constrains of input/state is met, the parameter-dependent Lyapunov function are introduced to ensure the closed-

loop system stability. Simulation examples show the effectiveness of the proposed approach.
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1 引引引 言言言

鲁棒预测控制将鲁棒控制与预测控制相结合,成

为一类具有良好鲁棒性的先进控制算法[1-2]. 近年来,

基于状态可测的多包系统鲁棒预测控制得到了广泛

的研究[2-5]. 在假设状态可测的情况下, 文献 [2]引入

min-max鲁棒预测控制设计思想,将预测控制的在线

最小化问题转变为min-max问题描述, 求解控制律,

使得在最坏情况下的目标函数值最小. 由于设计方法

采用单一的Lyapunov函数, 所设计的控制器具有一

定的保守性. 为了解决这一问题,文献 [3]采用参数依

赖Lyapunov函数设计控制器, 减少了单一Lyapunov

函数设计时要求二次稳定的保守性,并且可以获得更

优的控制性能.

在实际问题中,系统的状态无法直接测量,量测

设备在经济上和使用性上的限制会使状态反馈在物

理实现上成为不可能.因此, 研究状态不可测的鲁棒

预测控制算法更具有实际意义. 在假设状态不可测

的情况下, 文献 [4]指出输出反馈预测控制器闭环系

统的鲁棒稳定性分析具有一定的困难. [5]利用离线

LMI方法求解无穷时域二次性能指标的min-max优

化问题,提出了一种鲁棒输出反馈模型预测控制,并

给出了系统的鲁棒稳定性条件,但它将控制器与观测

器分开设计,在处理系统约束时并没有考虑观测器的

影响. [6]考虑到未来输入和状态受到观测误差的影

响, 提出了约束时变不确定离散系统的输出反馈预

测控制.但是,设计方法采用了单一的Lyapunov函数,

使得所设计的控制器具有较大的保守性,且没有考虑

闭环系统的稳定性.

系统的真实状态与观测状态之间是存在观测误

差的,并且系统的未来输入和状态会受到观测误差的
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影响,因此, 在处理状态和输入约束时必须考虑观测

器的影响.本文将控制器与观测器综合考虑,提出一

种基于状态观测器的直接约束鲁棒预测控制.在性能

指标与控制器设计中直接利用观测状态,使控制器满

足鲁棒稳定性约束,将无穷时域性能指标的优化问题

最终转化为min-max优化问题. 在此基础上, 采用参

数依赖Lyapunov函数, 分析了所得控制器闭环系统

的稳定性.

2 直直直接接接鲁鲁鲁棒棒棒预预预测测测控控控制制制算算算法法法

考虑变多包不确定离散系统

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴(𝑘)𝑥(𝑘) +𝐵(𝑘)𝑢(𝑘),

𝑦(𝑘) = 𝐶𝑥(𝑘). (1)

其中: 𝑢 ∈ 𝑅𝑚, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑦 ∈ 𝑅𝑟分别为系统的控制输

入、状态和输出; [𝐴(𝑘)∣𝐵(𝑘)] ∈ Ω = Co{[𝐴1∣𝐵1], ⋅ ⋅ ⋅ ,
[𝐴𝐿∣𝐵𝐿};系统输入和输出约束分别为

− 𝑢̄ ⩽ 𝑢(𝑘 + 𝑖) ⩽ 𝑢̄,

− Ψ̄ ⩽ Ψ𝑦(𝑘 + 𝑖+ 1) ⩽ Ψ̄ . (2)

假设系统状态不可测,针对系统 (1),采用如下形式的

状态观测器:

𝑥̂(𝑘 + 1)=𝐴(𝑘)𝑥̂(𝑘) +𝐵(𝑘)𝑢(𝑘) + 𝐿𝑝(𝑦(𝑘)− 𝐶𝑥̂(𝑘)),

𝑥̂(0) = 𝑥(0),

𝑢(𝑘 + 𝑖∣𝑘) = 𝐹𝑥̂(𝑘 + 𝑖∣𝑘). (3)

其中: 𝑥̂(𝑘)为系统的观测状态, 𝐿𝑝为观测器增益,

𝑒(𝑘) = 𝑥(𝑘)− 𝑥̂(𝑘)为观测误差.

由于系统的状态𝑥(𝑘)是不可测的, 在性能指标

中直接采用观测状态, 目的是综合鲁棒预测控制器,

使得系统 (1)的状态和输入最终被驱动到原点 (𝑥, 𝑢)

= (0, 0),同时在每个时刻 𝑘实现

min max
𝑢(𝑘+𝑖∣𝑘)[𝐴(𝑘+𝑖)∣𝐵(𝑘+𝑖)]∈Ω, 𝑖⩾0

𝐽∞(𝑘),

𝐽∞ =

∞∑
𝑖=0

[∥𝑥̂(𝑘 + 𝑖∣𝑘)∥2𝐿 + ∥𝑢(𝑘 + 𝑖∣𝑘)∥2𝑅]. (4)

s.t. 𝑥̂(𝑘 + 𝑖+ 1∣𝑘) = (𝐴− 𝐿𝑝𝐶)𝑥̂(𝑘 + 𝑖∣𝑘)+
𝐵𝑢(𝑘 + 𝑖∣𝑘) + 𝐿𝑝𝐶𝑥(𝑘 + 𝑖∣𝑘),

𝑥̂(𝑘∣𝑘) = 𝑥̂(𝑘), ∀𝑖 ⩾ 0; (5)

𝑢(𝑘 + 𝑖∣𝑘) = 𝐹 (𝑘)𝑥̂(𝑘 + 𝑖∣𝑘), ∀𝑖 ⩾ 0; (6)

− 𝑢̄ ⩽ 𝑢(𝑘 + 𝑖∣𝑘) ⩽ 𝑢̄; (7)

− Ψ̄ ⩽ Ψ𝐶𝑥(𝑘 + 𝑖+ 1∣𝑘) ⩽ Ψ̄ , 𝑖 ⩾ 0. (8)

由于输入约束与观测状态直接相关,而状态约束

是相对于真实状态的约束,为了保证所设计的控制器

满足系统约束,在性能指标中直接采用观测状态来设

计控制器. 将优化问题 (4)分解为两部分,即

min max
𝑢(𝑘+𝑖∣𝑘)[𝐴(𝑘+𝑖)∣𝐵(𝑘+𝑖)]∈Ω, 𝑖⩾0

𝐽1(𝑘),

𝐽1 =

𝑁−1∑
𝑖=0

[∥𝑥̂(𝑘 + 𝑖∣𝑘)∥2𝐿 + ∥𝑢(𝑘 + 𝑖∣𝑘)∥2𝑅];

s.t.式(5) ∼ (8). (9)

min max
𝑢(𝑘+𝑖∣𝑘)[𝐴(𝑘+𝑖)∣𝐵(𝑘+𝑖)]∈Ω, 𝑖⩾0

𝐽2(𝑘),

𝐽2 =

∞∑
𝑖=𝑁

[∥𝑥̂(𝑘 + 𝑖∣𝑘)∥2𝐿 + ∥𝑢(𝑘 + 𝑖∣𝑘)∥2𝑅];

s.t.式(5) ∼ (8). (10)

其中: 问题 (9)是一个有限时域约束最小最大优化问

题,问题 (10)是一个无穷时域约束最小最大优化问题.

为了克服控制器的保守性,本文采用如下参数依

赖Lyapunov函数:

𝑉 (𝑥̂(𝑘 + 𝑖∣𝑘)) = 𝑥̂(𝑘 + 𝑖∣𝑘)T𝑃 (𝑘 + 𝑖∣𝑘)𝑥̂(𝑘 + 𝑖∣𝑘),
其中𝑃 (𝑘 + 𝑖∣𝑘) ∈ Ω ,即存在𝜆𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿),使得

𝑃 (𝑘 + 𝑖∣𝑘) =
𝐿∑

𝑖=1

𝜆𝑖𝑃𝑖(𝑘 + 𝑖∣𝑘),
𝐿∑

𝑖=1

𝜆𝑖 = 1.

假设Lyapunov函数满足如下鲁棒稳定性约束:

𝑉 (𝑥̂(𝑘 + 𝑖+ 1∣𝑘))− 𝑉 (𝑥̂(𝑘 + 𝑖∣𝑘)) ⩽
− [∥𝑥̂(𝑘 + 𝑖∣𝑘)∥2𝐿 + ∥𝑢(𝑘 + 𝑖∣𝑘)∥2𝑅]. (11)

当闭环系统稳定时,有

𝑥̂(∞∣𝑘) = 0, 𝑉 (𝑥̂(∞∣𝑘)) = 0.

将式 (11)从 𝑖 = 𝑁叠加到 𝑖 = ∞,得

max𝐽2(𝑘) ⩽ 𝑉 (𝑥̂(𝑘 +𝑁 ∣𝑘)).
因此, 优化问题 (10)可转化为最小化𝑉 (𝑥̂(𝑘 + 𝑁 ∣𝑘)),
优化问题 (4)可以转化为如下最小最大优化问题:

min max
𝑢(𝑘+𝑖∣𝑘)[𝐴(𝑘+𝑖)∣𝐵(𝑘+𝑖)]∈Ω, 𝑖⩾0

−
𝐽(𝑘), (12)

其中

𝐽(𝑘) =

𝑁−1∑
𝑖=0

[∥𝑥̂(𝑘 + 𝑖∣𝑘)∥2𝐿 + ∥𝑢(𝑘 + 𝑖∣𝑘)∥2𝑅]+

∥𝑥̂(𝑘 +𝑁 ∣𝑘)∥2𝑝.
令𝑢(𝑘+ 𝑖∣𝑘) = 𝐹 (𝑘)𝑥̂(𝑘+ 𝑖∣𝑘), ∀𝑖 ⩾ 0,则鲁棒稳定性

约束 (11)等价于

∥(𝐴+𝐵𝐹 )𝑥̂(𝑘 + 𝑖∣𝑘) + 𝐿𝑝𝐶𝑒(𝑘 + 𝑖∣𝑘)∥2𝑝−
∥𝑥̂(𝑘 + 𝑖∣𝑘)∥2𝑝 ⩽

− ∥𝑥̂(𝑘 + 𝑖∣𝑘)∥2𝐿 − ∥𝑥̂(𝑘 + 𝑖∣𝑘)∥2𝑅. (13)

在式 (13)中,省略 𝑒(𝑘 + 𝑖∣𝑘) (等价于仅在考虑最优性

时进行无误差观测状态的假设),则式 (13)等价于

(𝐴+𝐵𝐹 )T𝑃 (𝐴+𝐵𝐹 )− 𝑃 ⩽ −𝐿− 𝐹T𝑅𝐹. (14)

引理 1[10](投影引理) 令矩阵𝑈 ∈ 𝑅𝑛×𝑚,𝑊 ∈
𝑅𝑛×𝑛, 𝑌 = 𝑌 T ∈ 𝑅𝑛×𝑚,则以下两种描述等价:

1)存在矩阵𝑉 ,满足𝑌 + 𝑈𝑉𝑊 + (𝑈𝑉𝑊 )T > 0.

2)𝑈⊥𝑌 (𝑈⊥)T𝑌𝑊⊥ > 0.
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为了增加优化的自由度, 本文引入松弛矩阵𝐺,
定义标量 𝛾 > 0, 𝛾1 > 0. 令𝑄 = 𝛾𝑝−1, 𝑌 = 𝐹𝑄,利用
引理 1,式 (14)可以转化为如下LMI:⎡⎢⎢⎢⎢⎣

𝛾𝑄 ∗ ∗ ∗
𝐺T(𝐴𝑄+𝐵𝑌 ) −𝛾𝑄+𝐺+𝐺T ∗ ∗

𝐿1/2 0 𝐼 ∗
𝑅1/2𝑌 0 0 𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . (15)

松弛矩阵𝐺的引入,一般可以增强控制律的最优
性[11]. 对于不确定系统 (1),可以得到系统的估计状态
预测为

[𝑥̂(𝑘 + 1∣𝑘) 𝑥̂(𝑘 + 2∣𝑘) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥̂(𝑘 +𝑁 ∣𝑘)]T =⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴(𝑘)

𝐴(𝑘 + 1)𝐴(𝑘)
...
𝑀

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ 𝑥̂(𝑘) +

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑢(𝑘)

𝑢(𝑘 + 1)
...

𝑢(𝑘 +𝑁 − 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦×

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐵(𝑘) 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

𝐴(𝑘)𝐵(𝑘) 𝐵(𝑘 + 1) ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

...
. . .

...
𝑀 ′ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 𝐵(𝑘 +𝑁 − 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐿𝑝𝐶 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

𝐴(𝑘)𝐿𝑝𝐶 𝐿𝑝𝐶 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

... ⋅ ⋅ ⋅ ...
𝑀 ′′ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 𝐵(𝑘 +𝑁 − 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦×

[𝑒(𝑘) 𝑒(𝑘 + 1) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑒(𝑘 +𝑁 − 1)]T,

𝑀 = 𝐴(𝑘 +𝑁 − 1) ⋅ ⋅ ⋅𝐴(𝑘 + 1)𝐴(𝑘),

𝑀 ′ = 𝐴(𝑘 +𝑁 − 1) ⋅ ⋅ ⋅𝐴(𝑘 + 1)𝐵(𝑘),

𝑀 ′′ = 𝐴(𝑘 +𝑁 − 2) ⋅ ⋅ ⋅𝐴(𝑘)𝐿𝑝𝐶. (16)

式 (16) (省略 𝑒(𝑘 + 𝑖)等价于仅在考虑最优性时作无

误差观测状态的假设)可以改写为[
˜̂𝑥(𝑘 + 1)

𝑥̂(𝑘 +𝑁)

]
=[

𝐴(𝑘)(𝑘 + 1)

𝐴𝑁 (𝑘)

]
𝑥̃(𝑘) +

[
𝐵̃(𝑘)(𝑘 + 1)

𝐵̃𝑁 (𝑘)

]
, (17)

其中

˜̂𝑥(𝑘 + 1) =

[𝑥̃(𝑘 + 1∣𝑘)T 𝑥̃(𝑘 + 2∣𝑘)T ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥̃(𝑘 +𝑁 − 1∣𝑘)T]T.
由式 (17)可知, 矩阵 [𝐴(𝑘) 𝐵̃(𝑘)]为一系列顶点

的凸组合,其顶点数为 𝐿̃ = 𝐿𝑁−1. [𝐴𝑁 (𝑘) 𝐵̃𝑁 (𝑘)]也

是一系列顶点的凸组合,其顶点数为 𝐿̃𝑁 = 𝐿𝑁 ,即

[𝐴(𝑘) 𝐵̃(𝑘)] =

𝐿∑
𝑖=1

𝜆𝑖[𝐴𝑖(𝑘) 𝐵̃𝑖(𝑘)],

𝐿∑
𝑖=1

𝜆𝑖 = 1;

[𝐴𝑁 (𝑘) 𝐵̃𝑁 (𝑘)] =

𝐿̃𝑁∑
𝑖=1

𝜆𝑖[𝐴𝑁𝑖(𝑘) 𝐵̃𝑁𝑖(𝑘)],

𝐿̃𝑁∑
𝑖=1

𝜆𝑖 = 1.

令

∥𝐴˜̂𝑥(𝑘) + 𝐵̃𝑢̃(𝑘)∥2𝐿 + ∥𝑢̃(𝑘)∥2𝑅 ⩽ 𝛾1, (18)

∥𝐴𝑁 𝑥̃(𝑘) + 𝐵̃𝑁 𝑢̃(𝑘)∣∣2𝑝 ⩽ 𝛾. (19)

优化问题 (4)转化为

min ∥𝑥̃(𝑘)∥2𝐿 + 𝛾1 + 𝛾,

s.t.式(18)和(19).

利用 Schur补引理,式 (18)和 (19)可转化为如下LMI:⎡⎢⎣ 𝛾1 ∗ ∗
𝐴˜̂𝑥+ 𝐵̃𝑢̃ 𝐿̃−1 ∗

𝑢̃ 0 𝑅̃−1

⎤⎥⎦ ⩾ 0, (20)

[
1 ∗

𝐴𝑁𝑥̃+ 𝐵̃𝑁𝑢̃ 𝑄

]
⩾ 0. (21)

下面,基于状态观测器 (3),推导使得系统的真实

状态、观测状态和观测误差都保持在同一个椭圆内部

的条件.

定理 1 假设存在𝑄,使得

𝑥(0)T𝑄−1𝑥(0) ⩽ 1, 𝑥̂(0)T𝑄−1𝑥̂(0) ⩽ 1,

𝑒(0)T𝑄−1𝑒(0) ⩽ 1,

那么在 𝑘时刻,如果存在标量Θ , 0 < Θ < 1和适当维

数的矩阵𝑌, 𝐿𝑝以及对称正定矩阵, 使得如下条件满

足: [
(1− 2Θ)𝑄 ∗

𝐵𝑡𝑌 𝑄

]
⩾ 0, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿; (22)[

Θ2𝑄 ∗
𝐴𝑙𝑄+𝐵𝑙𝑌 𝑄

]
⩾ 0, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿; (23)[

Θ𝑄 ∗
𝐿𝑝𝐶𝑄 𝑄

]
⩾ 0; (24)[

(1−Θ)𝑄 ∗
𝐴𝑙𝑄+𝐵𝑙𝑌 𝑄

]
⩾ 0, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿; (25)[

(1− 2Θ)2𝑄 ∗
𝐴𝑙𝑄− 𝐿𝑝𝐶𝑄 𝑄

]
⩾ 0, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿. (26)

则采用控制律𝑢(𝑘) = 𝑌 𝑄−1𝑥(𝑘)后, 系统 (1)的真实

状态、观测状态和观测误差保持在同一个椭圆内部,

即

𝑥(𝑘)T𝑄−1𝑥(𝑘) ⩽ (1−Θ)2𝑘,

𝑥̂(𝑘)T𝑄−1𝑥̂(𝑘) ⩽ 1,

𝑒(𝑘)T𝑄−1𝑒(𝑘) ⩽ (1−Θ)2𝑘, ∀𝑘 ⩾ 0. (27)

证证证明明明 由式 (1)和 (3)可得

𝑥(𝑘 + 1) = [𝐴(𝑘) +𝐵(𝑘)𝐹 ]𝑥(𝑘)−𝐵(𝑘)𝐹𝑒(𝑘),

𝑒(𝑘 + 1) = [𝐴(𝑘)− 𝐿𝑝𝐶]𝑒(𝑘),

𝑥̂(𝑘 + 1) = [𝐴(𝑘) +𝐵(𝑘)𝐹 ]𝑥̂(𝑘) + 𝐿𝑝𝐶𝑒(𝑘). (28)

当 𝑘 = 0时,式 (27)成立. 当 𝑘 > 0时,令
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∥𝐵(𝑘)𝐹𝑒(𝑘)∥2𝑄−1 ⩽ (1− 2Θ)𝑒(𝑘)T𝑄−1𝑒(𝑘) ⩽
(1− 2Θ)(1−Θ)2𝑘, (29)

∥[𝐴(𝑘) +𝐵(𝑘)𝐹 ]𝑥(𝑘)∥2𝑄−1 ⩽ Θ2𝑥(𝑘)T𝑄−1𝑥(𝑘) ⩽
Θ2(1−Θ)2𝑘. (30)

应用式 (28),得到

∥𝑥(𝑘 + 1)∥2𝑄−1 =

∥[𝐴(𝑘) +𝐵(𝑘)𝐹 ]𝑥(𝑘)−𝐵(𝑘)𝐹𝑒(𝑘)∥2𝑄−1 ⩽
∥[𝐴(𝑘) +𝐵(𝑘)𝐹 ]𝑥(𝑘)∥2𝑄−1 + ∥𝐵(𝑘)𝐹𝑒(𝑘)∥2𝑄−1 ⩽
(1−Θ)2𝑘+2.

根据式 (27),得到式 (29)和 (30)成立的充分条件为

[𝐵(𝑘)𝐹 ]T𝑄−1[𝐵(𝑘)𝐹 ] ⩽ (1− 2Θ)𝑄−1, (31)

[𝐴(𝑘) +𝐵(𝑘)𝐹 ]T𝑄−1[𝐴(𝑘) +𝐵(𝑘)𝐹 ] ⩽ Θ2𝑄−1.

(32)

利用 Schur补引理, 式 (31)和 (32)可以转化为如下矩

阵不等式:[
(1− 2Θ)𝑄 ∗

𝐵𝑡𝑌 𝑄

]
⩾ 0, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿;[

Θ2𝑄 ∗
𝐴𝑙𝑄+𝐵𝑙𝑌 𝑄

]
⩾ 0, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿.

类似地,令

∥𝐿𝑝𝐶𝑒(𝑘)∥2𝑄−1 ⩽ Θ𝑒(𝑘)T𝑄−1𝑒(𝑘) ⩽ Θ , (33)

∥[𝐴(𝑘) +𝐵(𝑘)𝐹 ]𝑥̂(𝑘)∥2𝑄−1 ⩽
(1−Θ)𝑥̂(𝑘)T𝑄−1𝑥̂(𝑘) ⩽ 1−Θ . (34)

则应用式 (28),得

∥𝑥̂(𝑘 + 1)∥2𝑄−1 =

∥[𝐴(𝑘) +𝐵(𝑘)𝐹 ]𝑥̂(𝑘) + 𝐿𝑝𝐶𝑒(𝑘)∥2𝑄−1 ⩽
∥[𝐴(𝑘) +𝐵(𝑘)𝐹 ]𝑥̂(𝑘)∥2𝑄−1 + ∥𝐿𝑝𝐶𝑒(𝑘)∥2𝑄−1 ⩽ 1.

根据式 (27),得到式 (33)和 (34)成立的充分条件为[
Θ𝑄 ∗

𝐿𝑝𝐶𝑄 𝑄

]
⩾ 0;[

(1−Θ)𝑄 ∗
𝐴𝑙𝑄+𝐵𝑙𝑌 𝑄

]
⩾ 0, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿.

令

∥[𝐴(𝑘)− 𝐿𝑝𝐶]𝑒(𝑘)∥2𝑄−1 ⩽
(1− 2Θ)2𝑒(𝑘)T𝑄−1𝑒(𝑘) ⩽ (1−Θ)2𝑘+2, (35)

考虑式 (35)与 (27)成立的充分条件为

[𝐴(𝑘)− 𝐿𝑝𝐶]T𝑄−1[𝐴(𝑘)− 𝐿𝑝𝐶] ⩽ (1− 2Θ)2𝑄−1.

(36)

利用Schur补引理,式 (36)等价于[
(1− 2Θ)2𝑄 ∗
𝐴𝑙𝑄+ 𝐿𝑝𝐶𝑄 𝑄

]
⩾ 0, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿. 2

进一步,式 (4)中输入和状态约束满足的充分条件为

[
𝑄 ∗
𝑌 𝑍

]
⩾ 0, 𝑍𝑗𝑗 ⩽ 𝑢̄2

𝑗,max, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚; (37)

⎡⎢⎣ 𝑄 ∗ ∗
0 𝑄 ∗√

2Ψ𝐶(𝐴𝑙𝑄+𝐵𝑙𝑌 ) −√
2Ψ𝐶𝐵𝑙𝑌 Γ

⎤⎥⎦ ⩾ 0,

𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿, Γ𝑠𝑠 ⩽ Ψ̄2
𝑠 , 𝑠 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑞. (38)

这样,鲁棒预测控制问题 (4)和 (8)被近似地转化为如

下LMI优化问题:

min
𝛾1,𝛾,𝑄,𝑌,𝑍,Γ ,𝐺

∥𝑥̂(𝑘)∥2𝐿 + 𝛾1 + 𝛾,

s.t.式(20) ∼ (26), (33)和(34). (39)

3 闭闭闭环环环稳稳稳定定定性性性

当在线实施观测器和控制器时, 根据现在时刻

的观测状态 𝑥̂(𝑘)得到状态反馈增益矩阵𝐹 (𝑘). 假设

𝐹 (𝑘)是独立于系统观测状态 𝑥̂(𝑘)的,并且𝐹 (𝑘)属于

不确定集合Ψ = Co(𝐹1, 𝐹2)
∪ ⋅ ⋅ ⋅∪(𝐹𝑁−1, 𝐹𝑁 ),则系

统 (1)的扩增闭环系统为

𝜒(𝑘 + 1) = 𝐴aug(𝑘)𝜒(𝑘). (40)

其中

𝜒(𝑘) = [𝑥(𝑘) 𝑘]T,

𝐴aug(𝑘) =

[
𝐴(𝑘) 𝐵(𝑘)𝐹 (𝑘)

𝐿𝑝𝐶 𝐴(𝑘) +𝐵(𝑘)𝐹 (𝑘)− 𝐿𝑝𝐶

]
.

定理 2(闭环稳定性) 如果存在正定对称矩阵𝑄

> 0,使得对于Ω内的所有顶点和Ψ内的任意𝐹𝑖(𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁),满足如下不等式:[
𝑄 𝑄𝐴T

aug,𝑖,𝑗

𝐴aug,𝑖,𝑗𝑄 𝑄

]
⩾ 0, (41)

则扩增系统 (40)是闭环稳定的,其中

𝐴aug,𝑖,𝑗 =

[
𝐴𝑗 𝐵𝑗𝐹𝑖

𝐿𝑝𝐶 𝐴+𝐵𝐹𝑖 − 𝐿𝑝𝐶

]
,

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁.

证证证明明明 对于系统 (40),如果Ω内的所有顶点和Ψ

内的任意𝐹𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)满足式 (41),则对于系统

矩阵 [𝐴 𝐵] ∈ Ω , 𝐹𝑘 ∈ Ψ ,有[
𝑄 𝑄𝐴T

aug,𝑖,𝑗

𝐴aug,𝑖,𝑗𝑄 𝑄

]
⩾ 0. (42)

利用 Schur补引理,令 𝑝 = 𝑄−1,则式 (42)等价于

𝑃 −𝐴T
aug𝑃𝐴aug > 0,

即扩增系统的二次型函数𝜒T𝑝𝜒是单调递减的. 2
4 仿仿仿真真真例例例子子子

考虑一个顶点数为𝐿 = 2的多包不确定系统

𝐴1 =

[
0.86 0

1− 𝛼(𝑘) 0.86

]
, 𝐴2 =

[
0.86 0

1 + 𝛼(𝑘) 0.86

]
,
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𝐵1 =

[
1− 𝛼(𝑘)

0

]
, 𝐵2 =

[
1 + 𝛼(𝑘)

0

]
,

𝐶1 = [0 1− 𝛼(𝑘)], 𝐶2 = [0 1 + 𝛼(𝑘)],

其中𝛼(𝑘) ∈ [−0.5 0.5]为时变不确定参数. 输入约束

为 ∣𝑢∣ ⩽ 1.5,取𝐿 = 𝐼 , 𝑅 = 𝑙, Θ = 0.05,满足 0 < Θ <

1,初始状态为𝑋(0) = [0.067,−0.012]T.

当𝛼(𝑘) = 0.5 sin(40𝑘)时, 分别选取观测器增益

为𝐿𝑝1 = [0.003 − 0.04]和𝐿𝑝2 = [0.01 0.012],得到闭

环系统的状态轨迹和控制律曲线如图 1∼图 4所示.
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图 1 观测增益为𝑳𝒑1时对应的闭环系统的状态轨迹
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图 2 观测增益为𝑳𝒑1时对应的控制律曲线
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图 3 观测增益为𝑳𝒑2时对应的闭环系统的状态轨迹
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图 4 观测增益为𝑳𝒑2时对应的控制律曲线

由图 1和图 3可见,观测器增益的选取只影响闭

环系统达到稳态时所需要的时间,并不影响控制器的

稳定性. 因此,本文所设计的基于状态观测器的直接

约束鲁棒预测控制器是一种稳定且有效的约束鲁棒

预测控制器.

5 结结结 论论论

本文针对具有约束的时变不确定离散系统,给出

了一种基于状态观测器的直接约束鲁棒预测控制.由

于系统的状态不可测,直接采用观测状态设计控制器

使得闭环系统在有观测误差的情况下, 仍然满足输

入和状态约束. 在控制器设计过程中采用参数依赖

Lyapunov函数, 从而降低二次稳定条件存在的保守

性,利用LMI将无穷时域min-max优化问题转化为线

性规划问题.利用Lyapunov稳定性定理,证明了所得

控制器具有闭环稳定性.
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