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摘 要: 考虑存在多个时变时延、有限能量扰动以及时变拓扑结构不确定等网络约束条件,给出了多智能体系统实

现鲁棒一致性的时延相关稳定判据. 首先,利用状态分解将原问题转化为讨论不一致向量系统的鲁棒稳定性;然后,

考虑到多个时变时延和动态拓扑,采用构造Lyapunov-Krasovskii泛函的方式分析系统鲁棒稳定性,并利用自由权矩

阵方法获得关于非线性矩阵不等式 (NLMI)的可行解判据;最后,借鉴求解锥补问题的思想,对NLMI判据进行非线

性最小化处理,以得到保守性低、易于求解的LMI稳定判据. 数值实例和仿真结果均验证了所提出判据的有效性.
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Abstract：：：Considering the network restrictions such as multiple time-varying delays, disturbances with limited energy and

time-varying topologies uncertainties, the delay-dependent stability criteria for robust consensus of multi-agent systems

are proposed. Firstly, by using the idea of state decomposition, the condition for guaranteeing robust consensus is

converted into verifying the robust stability of the disagreement systems. Considering multiple time-varying delays and

switching topologies, Lyapunov-Krasovskii functional is constructed to analyse the robust stability. By using free-weighting

matrices(FWM) method, the stability criteria can be obtained through solving the corresponding feasible nonlinear matrix

inequality nonlinear matrix inequality(NLMI). Finally, according to solving cone complementarity problem, nonlinear

minimization is employed to obtain the LMI criteria with lower conservativeness and be solved easily. Numerical examples

and simulation results show the effectiveness of the proposed criteria.
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1 引引引 言言言

近年来, 多智能体一致性理论已逐渐成为多机

器人协调领域的研究热点之一,其基本任务是基于多

个智能体可能相冲突的输入信息,采用一致性协议协

调多智能体系统产生一致的公共输出,并从理论上证

明达到一致所需协调次数的上界与下界相同. 由于

一致性理论具有无中心控制、局部信息交换的特点,

多智能体系统可通过简单的行为协调涌现出整体的

自治行为,从而受到了学术界的广泛关注. 迄今为止,

一致性理论已在多机器人系统编队控制[1]、蜂拥[2]和

聚集[3]、信息融合[4]、协同决策[5]以及耦合振荡器同

步[6]等多个领域得到了广泛应用. 但在很多应用中,

由于存在智能体移动、通信拥塞或传输距离受限等因

素,研究一致性问题时不得不考虑时延对系统收敛性

能的影响.目前已有大量文献[7-12]研究了具有通信时

延的多智能体系统取得一致性的条件,大体分为频域

和时域两种分析方法. 尽管频域法[7-8]能够给出系统

实现一致所允许通信时延上界的解析表达,但该方法

通常仅适用于固定拓扑结构,这是因为分析切换拓扑

结构需要寻找公共的多个Lyapunov函数, 这在实际

应用中是十分困难的[9]. 对于时域法, 大都采用构造

Lyapunov-Krasovskii函数方法给出系统取得一致的
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稳定判据, 如压缩理论和波形变量设计方法[10]以及

LMI方法[11-12]等. 由于这一类方法均以给出的稳定判

据为充分条件,在判据的保守性方面仍存在进一步改

善的可能.

除通信时延外,多智能体系统还会受到诸如执行

器偏差、量测 /计算误差以及通信拓扑变化等因素的

干扰. 同样,扰动的存在亦可能破坏多智能体系统的

收敛性能或无法实现一致. 文献 [13-14]研究了噪声

对多智能体系统稳定性的影响.进一步,人们开始关

注含有时延和外界扰动情况下的多智能体系统鲁棒

一致性问题, 如频域方法[9]、Lyapunov-Krasovskii泛

函[15-16]和Lyapunov-Razumikhin泛函[17]等时域方法.

考虑到时变时延和动态拓扑结构等问题,目前时域方

法已成为研究和分析系统稳定判据的主流方法.但是,

从现有的关于鲁棒一致性的研究成果看,在以下两方

面的研究相对较弱: 1)关于时延的假设过于苛刻,如

[15-16]只考虑单个时变时延情况, [17]假定时延为足

够小量; 2)稳定性判据保守性大,如 [15-16]采用保守

性很强的“基本不等式”对Lyapunov-Krasovskii泛函

导数进行放大.

本文在考虑同时存在通信时延、扰动以及拓扑

结构不确定性等情况下,分析并给出了单积分器型多

智能体系统实现鲁棒一致的时延相关稳定判据. 主要

结论围绕固定拓扑、动态拓扑两种情况,重点关注如

下几方面: 1) Lyapunov-Krasovskii (公共)泛函的构造

问题,以便判断更为复杂的通信时延等约束条件,如

多时变时延、有限能量扰动和时变拓扑结构不确定;

2)为降低判据保守性,在主要结论中引入自由权矩阵

方法,以获得给定𝐻∞性能指标 𝛾下多智能体系统实

现鲁棒一致所允许的更大范围的网络约束条件边界;

3)如何获得形式简单、易于求解的稳定性判据.

为研究方便, 文中的符号 ★表示对称矩阵中的

对称部分, 𝒰 > (⩾, <,⩽) 0表示矩阵𝒰是正定的 (半正

定、负定、半负定), 1表示向量 [1, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 1]T, 0或0表

示零值或合适维零矩阵. 符号⊗为Kronecker乘积.

2 基基基础础础知知知识识识

2.1 图图图 论论论

通常,多智能体间的交互关系可由一个加权的有

向图𝐺= (𝒱, ℰ ,𝒜)描述. 其中: 𝒱 = {𝜐1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜐𝑛}为图
的节点集, 且节点序号属于有限集合 ℐ = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑛}; ℰ ⊂ 𝒱 × 𝒱为图的边集, (𝜐𝑖, 𝜐𝑗)表示图的边; 𝒜=

[𝑎𝑖𝑗 ]为邻接矩阵, 其非负元素 𝑎𝑖𝑗的取值与图中的边

相对应.例如: (𝜐𝑖, 𝜐𝑗)∈ℰ ⇔ 𝑎𝑖𝑗 > 0. 节点 𝜐𝑖的紧邻节

点集合可定义为𝒩𝑖 = {𝜐𝑗 ∈𝒱 : (𝜐𝑖, 𝜐𝑗) ∈ ℰ}. 为研究
方便,通常采用有向图拓扑结构相应的Laplacian矩阵

𝐿=[𝑙𝑖𝑗 ]来描述节点间的邻接关系.其中

𝑙𝑖𝑖 =

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗 , 𝑙𝑖𝑗 = −𝑎𝑖𝑗 , 𝑖 ∕= 𝑗.

令𝑥𝑖 ∈𝑹𝑁𝑑为节点 𝜐𝑖的𝑁𝑑维状态值 (如位置或

温度等信息), 则𝐺𝑥 = (𝐺, 𝑥)是指状态值为𝑥 = (𝑥1,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛)
T, 拓扑结构为𝐺的多智能体系统.节点 𝜐𝑖和

𝜐𝑗状态达成一致当且仅当𝑥𝑖=𝑥𝑗 . 多智能体所有节点

实现一致当且仅当对于所有 𝑖, 𝑗 ∈ ℐ, 𝑖 ∕= 𝑗, 𝑥𝑖 = 𝑥𝑗成

立. 此时,该一致值称为群决策值[7].

2.2 定定定义义义和和和引引引理理理

在给出主要结论之前, 首先介绍几个定义和引

理.

定定定义义义 1 强连通[7]. 如果图中每个节点与其他

任意节点间存在一个有向路径,则该图是强连通的.

定定定义义义 2 平衡图[7]. 有向图𝐺 = (𝒱, ℰ ,𝒜)中的
节点 𝜐𝑖是平衡的当且仅当它的入度和出度相等, 如

degout(𝜐𝑖)=degin(𝜐𝑖). 图𝐺=(𝒱, ℰ ,𝒜)是平衡的当且
仅当它的所有节点是平衡的,或者满足∑

𝑗

𝑎𝑖𝑗 =
∑
𝑗

𝑎𝑗𝑖, ∀𝑖 ∈ ℐ.

定定定义义义 3 平衡矩阵[12]. 方阵𝐹 ∈𝑹𝑛×𝑛为平衡矩

阵当且仅当1T
𝑛𝐹 =0和𝐹1𝑛=0成立.

引引引理理理 1 文献 [7]研究表明,如果多智能体系统

的图𝐺是强连通的, 则它的Laplacian矩阵𝐿满足: 1)

矩阵𝐿的秩为𝑛− 1; 2)零为矩阵𝐿的一个特征值,其

相应的特征向量为1𝑛; 3)其余𝑛 − 1个特征值具有正

实部.特别地,如果𝐺为无向图,则其特征值均为正实

数.

引引引理理理 2 文献 [12]的研究表明, 对于完全图的

Laplacian矩阵⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑛− 1 −1 ⋅ ⋅ ⋅ −1
−1 𝑛− 1 ⋅ ⋅ ⋅ −1

...
...

. . .
...

−1 −1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑛− 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

如果𝐸𝑐为Laplacian矩阵的特征向量所组成的矩阵,

则它是一个正交矩阵. 对于给定的任意平衡矩阵𝐹 ∈
𝑹𝑛×𝑛,有下式成立:

𝐸T
𝑐 𝐹𝐸𝑐 =

[
𝐹 0(𝑛−1)×1

0(𝑛−1)×1 0

]
, (1)

其中𝐹 是正定矩阵.

引引引理理理 3 [21] 若给定合适维矩阵𝐵=𝐵T, 𝐽,𝐾,则

对于所有满足𝐷T(𝑡)𝐷(𝑡)⩽𝐼的矩阵𝐷(𝑡),不等式𝐵+

𝐽𝐷(𝑡)𝐾 +𝐾T𝐷T(𝑡)𝐽T<0等价于

𝐵 + 𝑐−1
0 𝐽𝐽T + 𝑐0𝐾

T𝐾 < 0,

其中 𝑐0为小常数.
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引引引理理理 4 [22] 若存在一个对称矩阵𝑋使得如下 2

个不等式成立: [
𝑂1 +𝑋 𝑌1

∗ 𝐻1

]
> 0,[

𝑂2 −𝑋 𝑌2

∗ 𝐻2

]
> 0

等价于 ⎡⎢⎣ 𝑂1 +𝑂2 𝑌1 𝑌2

∗ 𝐻1 0

∗ ∗ 𝐻2

⎤⎥⎦ > 0.

引引引理理理 5 (Schur) [23] 若对于给定对称矩阵

𝑍 = [𝑍𝑖𝑗 ], 𝑍11 ∈ 𝑹𝑟×𝑟,

𝑍12 ∈ 𝑹𝑟×(𝑛−𝑟), 𝑍22 ∈ 𝑹(𝑛−𝑟)×(𝑛−𝑟),

则𝑍<0当且仅当𝑍11<0, 𝑍22−𝑍21𝑍
−1
11 𝑍12<0或 𝑍22

<0, 𝑍11 − 𝑍12𝑍
−1
22 𝑍21<0成立.

3 问问问题题题描描描述述述

本文讨论的智能体 𝑖采用如下连续时间域下的

一阶积分器模型:

𝑥̇𝑖(𝑡) = 𝑢𝑖(𝑡) + 𝜔𝑖(𝑡). (2)

其中: 𝑥𝑖(𝑡)为智能体 𝑖的状态值, 𝑢𝑖(𝑡)为一致性协议,

𝜔𝑖(𝑡)为外部干扰,且𝑥𝑖(𝑡), 𝑢𝑖(𝑡), 𝜔𝑖(𝑡)∈𝑹𝑁𝑑 .

为实现状态一致,采用如下考虑多个通信时延和

拓扑不确定性的一致性协议:

𝑢𝑖(𝑡) =

𝛽

𝑚∑
𝑞=1

∑
𝑗∈𝑁𝑖

(𝑎𝑖𝑗 +Δ𝑎𝑖𝑗)[𝑥𝑗(𝑡− 𝜏𝑞(𝑡))− 𝑥𝑖(𝑡− 𝜏𝑞(𝑡))].

(3)

其中: Δ𝑎𝑖𝑗表示通信拓扑的不确定性, 𝛽为一致性协

议系数, 𝜏𝑞(𝑡)(𝑞=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)为多个时变的通信时延.

则多智能体系统可描述为如下矩阵形式:

1)固定拓扑

𝑥̇(𝑡) =

− 𝛽

𝑚∑
𝑞=1

[(𝐿𝑞 +Δ𝐿𝑞)⊗ 𝐼𝑁𝑑
]𝑥(𝑡− 𝜏𝑞) + 𝜔(𝑡); (4)

2)动态拓扑

𝑥̇(𝑡) =

− 𝛽

𝑚∑
𝑞=1

[(𝐿𝜎𝑞 +Δ𝐿𝜎𝑞)⊗ 𝐼𝑁𝑑
]𝑥(𝑡− 𝜏𝑞) + 𝜔(𝑡). (5)

这里: 𝑥(𝑡)∈𝑹𝑛𝑁𝑑×1为状态向量, 𝜔(𝑡)∈𝑹𝑛𝑁𝑑×1为噪

声向量, 𝜎(𝑡) : [0,∞]→{1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁𝑠𝑠} (简写为𝜎)为描

述动态拓扑结构变换的切换信号.定义输出方程为

𝑧(𝑡) = Λ𝑥(𝑡), (6)

其中系数矩阵Λ定义如下:

Λ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑛− 1

𝑛
− 1

𝑛
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − 1

𝑛

− 1

𝑛

𝑛− 1

𝑛
− 1

𝑛

. . . − 1

𝑛
...

. . . . . . . . .
...

− 1

𝑛
⋅ ⋅ ⋅ − 1

𝑛

𝑛− 1

𝑛
− 1

𝑛

− 1

𝑛
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − 1

𝑛

𝑛− 1

𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

多智能体系统 (4)或 (5)渐近实现平均一致性当

且仅当

lim
𝑡→∞

∥𝑥𝑖(𝑡)− 𝑥𝑗(𝑡)∥ = 0, ∀𝑖, 𝑗 ∈ ℐ, (7)

且

lim
𝑡→∞

𝑥𝑖(𝑡) =
1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖(0), ∀𝑖 ∈ ℐ. (8)

本文假定𝜔(𝑡) ∈ ℒ2[0,∞), 且Laplcian描述的时

变拓扑结构不确定性满足:

1)固定拓扑

Δ𝐿𝑞 = 𝐿(1)
𝑞 𝔏(𝑡)𝐿(2)

𝑞 , 𝑞 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚; (9)

2)动态拓扑

Δ𝐿𝜎𝑞 = 𝐿(1)
𝜎𝑞 𝔏𝜎(𝑡)𝐿

(2)
𝜎𝑞 , 𝑞 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (10)

需要说明的是, 针对固定拓扑结构情况, 𝐿(1)
𝑞 和

𝐿
(2)
𝑞 为合适维常数矩阵, 𝔏(𝑡)为未知时变矩阵且满足

𝔏T(𝑡)𝔏(𝑡)⩽𝐼;动态拓扑结构情况下,对于所有切换信

号𝜎(𝑡) : [0,∞]→ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁𝑠𝑠},𝐿(1)
𝜎𝑞 和𝐿

(2)
𝜎𝑞为合适

维常数矩阵, 𝔏𝜎(𝑡)为未知时变矩阵且满足𝔏T
𝜎 (𝑡)𝔏𝜎(𝑡)

⩽𝐼 .

注注注 1 为讨论方便,文中假定𝑁𝑑 =1. 但需要说

明的是,此后所给出的稳定性判据对于𝑁𝑑>1的情况

仍然适用.

4 主主主要要要结结结论论论

下面分别讨论固定拓扑和切换拓扑情况下,多智

能体系统实现鲁棒平均一致的稳定判据. 在给出主要

结论之前,先给出如下假设:

假假假设设设 1 多智能体系统的图拓扑是强连通的,

且为平衡有向图.

假假假设设设 2 存在𝑚个通信时延 (1⩽𝑚⩽𝑛(𝑛− 1)),

且有 0 ⩽ 𝜏𝑖 ⩽ 𝜏𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. 为方便讨论, 假定 0

<𝜏1<𝜏2< ⋅ ⋅ ⋅<𝜏𝑚.

定定定理理理 1 对于多智能体系统 (4)和 (6),满足假设

1和假设 2. 给定常量 𝜏𝑖和 𝜇̄𝑖, 𝑖= 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 如果存

在合适维矩阵𝑃 >0, 𝑄𝑞⩾0和𝑅𝑞⩾0, 𝑞=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚,

自由权矩阵𝑁𝑞 = [𝑁
(1)
𝑞 , 𝑁

(2)
𝑞 ]T, 𝑞= 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 以及

常数 𝑐0满足如下NLMI:
𝑚∑
𝑞=1

Ξ𝑞 < 0. (11)
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其中

Ξ𝑞 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ξ 11
𝑞 Ξ 12

𝑞 𝑃 0 𝜏𝑞𝑁
(1)
𝑞

∗ Ξ 22
𝑞 0 −𝛽𝜏𝑞𝐿𝑞 𝜏𝑞𝑁

(2)
𝑞

∗ ∗ −𝛾2𝐼 𝜏𝑞 0

∗ ∗ ∗ −𝜏𝑞𝑅−1
𝑞 0

∗ ∗ ∗ ∗ −𝜏𝑞𝑅𝑞

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ★ ★

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

→

←

𝜏𝑞Λ
T −𝛽𝑃𝐿

(1)
𝑞 0

0 0 𝑐0[𝐿
(2)
𝑞 ]T

0 0 0

0 −𝛽𝜏𝑞𝐿(1)
𝑞 0

0 0 0

−𝐼 0 0

∗ −𝑐0𝐼 0

∗ ∗ −𝑐0𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

Ξ 11
𝑞 = 𝑄𝑞 +𝑁 (1)

𝑞 + [𝑁 (1)
𝑞 ]T,

Ξ 12
𝑞 = −𝛽𝑃𝐿𝑞 −𝑁 (1)

𝑞 + [𝑁 (2)
𝑞 ]T,

Ξ 22
𝑞 = −(1− 𝜇𝑞)𝑄𝑞 −𝑁 (2)

𝑞 − [𝑁 (2)
𝑞 ]T.

则采用一致性协议 (3)的多智能体系统 (4)和 (6), 可

渐近取得鲁棒平均一致且满足指定𝐻∞性能指标 𝛾.

证证证明明明 根据多智能体系统实现平均一致的条件

(8),
1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖(0)为不变向量. 利用状态分解思想, 𝑥(𝑡)

可以描述为如下 2个部分的组合,即

𝑥(𝑡) =
1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖(𝑡)1+ 𝛿(𝑡).

因此,多智能体系统 (4)和 (6)实现鲁棒平均一致条件

可以转换为判断如下不一致向量系统的零平衡点是

否为鲁棒稳定的:

𝛿̇(𝑡) = −𝛽
𝑚∑
𝑞=1

(𝐿𝜎𝑞 +Δ𝐿𝜎𝑞)𝛿(𝑡− 𝜏𝑞) + 𝜔(𝑡), (12)

𝑧†(𝑡) = Λ𝛿(𝑡). (13)

从而, 对于给定𝐻∞性能指标 𝛾的多智能体系统, 其

渐近实现鲁棒一致需满足以下 2个条件:

1) ∀𝑡⩾0,状态方程 (4)或 (5)和输出方程 (6)所描

述的多智能体系统在𝜔(𝑡)=0条件下是渐近稳定的;

2)在所有非零𝜔(𝑡)∈ℒ2[0,∞)和给定 𝛾 > 0的条

件下有 𝐽(𝜔)<0,这里

𝐽(𝜔) =
w ∞
0

(𝑧†
T
(𝑡)𝑧†(𝑡)− 𝛾2𝜔T(𝑡)𝜔(𝑡))d𝑡.

下面分别给出满足上述 2个条件的详细证明过

程.

首先,构造如下Lyapunov-Krasovskii泛函:

𝑉 (𝑡, 𝛿(𝑡)) =

𝛿T(𝑡)𝑃𝛿(𝑡) +

𝑚∑
𝑞=1

w 𝑡

𝑡−𝜏𝑞(𝑡)
𝛿T(𝑠)𝑄𝑞𝛿(𝑠)d𝑠+

𝑚∑
𝑞=1

w 0

−𝜏𝑞

w 𝑡

𝑡+𝜗
𝛿̇T(𝑠)𝑅𝑞 𝛿̇(𝑠)d𝑠d𝜗, (14)

其中𝑃 > 0, 𝑄𝑞 ⩾ 0和𝑅𝑞 ⩾ 0为合适维正定平衡矩阵,

𝑞=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

由Newton-Leibniz定理可得

𝑓(𝑡)− 𝑓(𝑡− 𝑟) =
w 𝑡

𝑡−𝑟
𝑓(𝑠)d𝑠. (15)

给定适当维自由权矩阵

𝑁𝑞 =

[
𝑁

(1)
𝑞

𝑁
(2)
𝑞

]
, 𝑞 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚,

则有
𝑚∑
𝑞=1

2[𝛿T(𝑡)𝑁 (1)
𝑞 + 𝛿T(𝑡− 𝜏𝑞(𝑡))𝑁

(2)
𝑞 ]×

[
𝛿(𝑡)− 𝛿(𝑡− 𝜏𝑞(𝑡))−

w 𝑡

𝑡−𝜏𝑞(𝑡)
𝛿̇(𝑠)d𝑠

]
= 0. (16)

同样,对于合适任意矩阵

𝑀𝑞 =

[
𝑀

(11)
𝑞 𝑀

(12)
𝑞

∗ 𝑀
(22)
𝑞

]
⩾ 0, 𝑞 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚,

下式成立:
𝑚∑
𝑞=1

[
𝜏𝑞(𝑡)𝜉

T
1𝑞(𝑡)𝑀𝑞𝜉1𝑞(𝑡)−

w 𝑡

𝑡−𝜏𝑞(𝑡)
𝜉T1𝑞(𝑡)𝑀𝑞𝜉1𝑞(𝑡)d𝑠

]
= 0, (17)

其中 𝜉1𝑞(𝑡)=[𝛿T(𝑡), 𝛿T(𝑡− 𝜏𝑞(𝑡))]
T.

对泛函𝑉 (𝑡, 𝛿(𝑡))求导,得

𝑉̇ (𝑡, 𝛿(𝑡)) =

2𝛿T(𝑡)𝑃 𝛿̇(𝑡) +

𝑚∑
𝑞=1

[𝛿T(𝑡)𝑄𝑞𝛿(𝑡)−

(1− 𝜏𝑞(𝑡))𝛿
T(𝑡− 𝜏𝑞(𝑡))𝑄𝑞𝛿(𝑡− 𝜏𝑞(𝑡))]+

𝑚∑
𝑞=1

[
𝜏𝑞 𝛿̇

T(𝑡)𝑅𝑞 𝛿̇(𝑡)−
w 𝑡

𝑡−𝜏𝑞
𝛿̇T(𝑠)𝑅𝑞 𝛿̇(𝑠)d𝑠

]
. (18)

用式 (12)替换 (18)中的 𝛿̇(𝑡), 并添加式 (16)和 (17)等

式的左边项,可以得到

𝑉̇ (𝑡, 𝛿(𝑡)) ⩽

− 2𝛿T(𝑡)𝑃

𝑚∑
𝑞=1

𝛽(𝐿𝑞 +Δ𝐿𝑞)𝛿(𝑡− 𝜏𝑞(𝑡))+

2𝛿T(𝑡)𝑃𝜔(𝑡) +

𝑚∑
𝑞=1

[𝛿T(𝑡)𝑄𝑞𝛿(𝑡)−

(1− 𝜇𝑞)𝛿
T(𝑡− 𝜏𝑞(𝑡))𝑄𝑞𝛿(𝑡− 𝜏𝑞(𝑡))]+

𝑚∑
𝑞=1

𝜏𝑞[−𝛽(𝐿𝑞 +Δ𝐿𝑞)𝛿(𝑡− 𝜏𝑞(𝑡)) + 𝜔(𝑡)]T𝑅𝑞×
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[−𝛽(𝐿𝑞 +Δ𝐿𝑞)𝛿(𝑡− 𝜏𝑞(𝑡)) + 𝜔(𝑡)]−
𝑚∑
𝑞=1

w 𝑡

𝑡−𝜏𝑞(𝑡)
𝛿̇T(𝑠)𝑅𝑞 𝛿̇(𝑠)d𝑠+

𝑚∑
𝑞=1

[
𝜏𝑞(𝑡)𝜉

T
1𝑞(𝑡)𝑀𝑞𝜉1𝑞(𝑡)−

w 𝑡

𝑡−𝜏𝑞(𝑡)
𝜉T1𝑞(𝑡)𝑀𝑞𝜉1𝑞(𝑡)d𝑠

]
+

𝑚∑
𝑞=1

2[𝛿T(𝑡)𝑁 (1)
𝑞 + 𝛿T(𝑡− 𝜏𝑞(𝑡))𝑁

(2)
𝑞 ]×

[
𝛿(𝑡)− 𝛿(𝑡− 𝜏𝑞(𝑡))−

w 𝑡

𝑡−𝜏𝑞(𝑡)
𝛿̇(𝑠)d𝑠

]
. (19)

下面给出非零𝜔(𝑡)∈ℒ2[0,∞)和给定𝐻∞性能 𝛾

>0条件下的稳定性证明.

由式 (19)可知

𝑉̇ (𝑡, 𝛿(𝑡)) + 𝑧†T(𝑡)𝑧†(𝑡)− 𝛾2𝜔T(𝑡)𝜔(𝑡) ⩽
𝑚∑
𝑞=1

𝜉T2𝑞(𝑡)Ξ2𝑞𝜉2𝑞(𝑡)−

𝑚∑
𝑞=1

w 𝑡

𝑡−𝜏𝑞(𝑡)
𝜉T3𝑞(𝑡, 𝑠)Ξ3𝑞𝜉3𝑞(𝑡, 𝑠)d𝑠. (20)

其中

𝜉2𝑞(𝑡) = [𝜉1𝑞(𝑡), 𝜔
T(𝑡)]T,

𝜉3𝑞(𝑡, 𝑠) = [𝜉1𝑞(𝑡), 𝛿̇
T(𝑠)]T,

Ξ2𝑞 =⎡⎢⎣ Ξ
(11)
2𝑞 Ξ

(12)
2𝑞 𝑃

∗ Ξ
(22)
2𝑞 0

∗ ∗ −𝛾2𝐼

⎤⎥⎦+ [Λ, 0, 0]T[Λ, 0, 0]+

𝜏𝑞[0,−𝛽(𝐿𝑞 +Δ𝐿𝑞), 1]
T𝑅𝑞[0,−𝛽(𝐿𝑞 +Δ𝐿𝑞), 1],

Ξ
(11)
2𝑞 = 𝑄𝑞 +𝑁 (1)

𝑞 + [𝑁 (1)
𝑞 ]T + 𝜏𝑞𝑀

(11)
𝑞 ,

Ξ
(12)
2𝑞 =

− 𝛽(𝑃𝐿𝑞 + 𝑃Δ𝐿𝑞)−𝑁 (1)
𝑞 + [𝑁 (2)

𝑞 ]T + 𝜏𝑞𝑀
(12)
𝑞 ,

Ξ
(22)
2𝑞 = −(1− 𝜇𝑞)𝑄𝑞 −𝑁 (2)

𝑞 − [𝑁 (2)
𝑞 ]T + 𝜏𝑞𝑀

(22)
𝑞 ,

Ξ3𝑞 =

⎡⎢⎣ 𝑀
(11)
𝑞 𝑀

(12)
𝑞 𝑁

(1)
𝑞

∗ 𝑀
(22)
𝑞 𝑁

(2)
𝑞

∗ ∗ 𝑅𝑞

⎤⎥⎦ .

显然,如果
𝑚∑
𝑞=1

Ξ2𝑞 <0和
𝑚∑
𝑞=1

Ξ3𝑞 >0成立,则 𝑉̇ (𝑡, 𝛿(𝑡))

+ 𝑧T(𝑡)𝑧(𝑡) − 𝛾2𝑤T(𝑡)𝜔(𝑡)< 0. 对区间 [0,∞)取积分,

并令初始值𝑉 (0)=0,有w ∞
0

[𝑉̇ (𝑡, 𝛿(𝑡)) + 𝑧†
T
(𝑡)𝑧†(𝑡)− 𝛾2𝜔T(𝑡)𝜔(𝑡)]d𝑡 < 0,

(21)

或简写为 ∥𝑧†(𝑡)∥2<𝛾∥𝜔(𝑡)∥2.

用式 (9)替换Ξ2𝑞中的Δ𝐿𝑞. 根据引理 4和引理 5,

对于任意 𝑞 ∈ [1,𝑚], 有Ξ2𝑞 < 0和Ξ3𝑞 > 0同时成立等

价于 ⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Ξ2𝑞𝑎 Ξ2𝑞𝑏 Ξ2𝑞𝑐 Ξ2𝑞𝑑

∗ −𝜏𝑞𝑅−1
𝑞 0 0

∗ ∗ −𝜏𝑞𝑅𝑞 0

∗ ∗ ∗ −𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0. (22)

其中

Ξ2𝑞𝑎 =

⎡⎢⎣ Ξ
(11)
2𝑞𝑎 Ξ

(12)
2𝑞𝑎 𝑃

∗ Ξ
(22)
2𝑞𝑎 0

∗ ∗ −𝛾2𝐼

⎤⎥⎦ ,

Ξ
(11)
2𝑞𝑎 = Ξ

(11)
2𝑞 − 𝜏𝑞𝑀

(11)
𝑞 ,

Ξ
(12)
2𝑞𝑎 = Ξ

(12)
2𝑞 − 𝜏𝑞𝑀

(12)
𝑞 ,

Ξ
(22)
2𝑞𝑎 = Ξ

(22)
2𝑞 − 𝜏𝑞𝑀

(22)
𝑞 ,

Ξ2𝑞𝑏 = 𝜏𝑞[0,−𝛽(𝐿𝑞 + 𝐿(1)
𝑞 𝔏(𝑡)𝐿(2)

𝑞 ), 1]T,

Ξ2𝑞𝑐 = 𝜏𝑞[[𝑁
(1)
𝑞 ]T, [𝑁 (2)

𝑞 ]T, 0]T,

Ξ2𝑞𝑑 = 𝜏𝑞[Λ, 0, 0]
T.

进一步,不等式 (22)可整理为

Φ𝑞 +Ψ𝑞1𝔏(𝑡)Ψ
T
𝑞2 +Ψ𝑞2𝔏

T(𝑡)ΨT
𝑞1 < 0. (23)

其中

Φ𝑞 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Φ
(11)
𝑞 Φ

(12)
𝑞 𝑃 0 𝜏𝑞𝑁

(1)
𝑞 𝜏𝑞Λ

T

∗ Φ
(22)
𝑞 0 −𝜏𝑞𝛽𝐿𝑞 𝜏𝑞𝑁

(2)
𝑞 0

∗ ∗ −𝛾2𝐼 𝜏𝑞 0 0

∗ ∗ ∗ −𝜏𝑞𝑅−1
𝑞 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −𝜏𝑞𝑅𝑞 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

Φ(11)
𝑞 = Ξ

(11)
2𝑞𝑎 , Φ(12)

𝑞 = Ξ
(12)
2𝑞𝑎 + 𝛽𝑃Δ𝐿𝑞,

Φ(22)
𝑞 = Ξ

(22)
2𝑞𝑎 ,

Ψ𝑞1 = [−𝛽𝑃𝐿(1)
𝑞 0 0 − 𝛽𝜏𝑞𝐿

(1)
𝑞 0 0 ]T,

Ψ𝑞2 = [ 0 𝐿(2)
𝑞

T
0 0 0 0 ]T.

应用引理 3,式 (23)等价为

Φ𝑞 + 𝑐−1
0 Ψ𝑞1Ψ

T
𝑞1 + 𝑐0Ψ𝑞2Ψ

T
𝑞2 < 0 ∼ Ξ𝑞 < 0. (24)

也就是说,如果
𝑚∑
𝑞=1

Ξ𝑞 < 0成立,则式 (21)成立. 因此,

不一致向量系统 (12)和 (13)的零平衡点在非零𝜔(𝑡)

∈ℒ2[0,∞)和给定 𝛾>0条件下是稳定的.

类似地,可以得到𝜔(𝑡)= 0条件下的不一致向量

系统稳定性结论.令𝜔(𝑡)=0,式 (19)可重写为

𝑉̇ (𝑡, 𝛿(𝑡)) ⩽
𝑚∑
𝑞=1

𝜉T1𝑞(𝑡)Ξ1𝑞𝜉1𝑞(𝑡)−

𝑚∑
𝑞=1

w 𝑡

𝑡−𝜏𝑞(𝑡)
𝜉T3𝑞(𝑡, 𝑠)Ξ3𝑞𝜉3𝑞(𝑡, 𝑠)d𝑠. (25)
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其中

Ξ1𝑞 =

[
Φ

(11)
𝑞 Φ

(12)
𝑞

∗ Φ
(22)
𝑞

]
+ 𝜏𝑞[0,−𝛽(𝐿𝑞 +Δ𝐿𝑞)]

T×

𝑅𝑞[0,−𝛽(𝐿𝑞 +Δ𝐿𝑞)];

Φ
(11)
𝑞 ,Φ

(12)
𝑞 ,Φ

(22)
𝑞 , 𝜉1𝑞, 𝜉3𝑞和Ξ

(3)
𝑞 的定义分别见式(17),

(20)和 (23). 则Ξ1𝑞 < 0和Ξ3𝑞 > 0同时成立等价于下

式成立:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Φ
(11)
𝑞 Φ

(12)
𝑞 0

∗ Φ
(22)
𝑞 −𝛽𝜏𝑞𝐿T

𝑞

∗ ∗ −𝜏𝑞𝑅−1
𝑞

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

→

←

𝜏𝑞𝑁
(1)
𝑞 −𝛽𝑃𝐿

(1)
𝑞 0

𝜏𝑞𝑁
(2)
𝑞 0 𝑐0[𝐿

(2)
𝑞 ]T

0 −𝛽𝜏𝑞𝐿(1)
𝑞 0

−𝜏𝑞𝑅𝑞 0 0

∗ −𝑐0𝐼 0

∗ ∗ −𝑐0𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0, (26)

式 (26)可以由Ξ𝑞 < 0得到. 也就是说,如果
𝑚∑
𝑞=1

Ξ𝑞 < 0

成立,则不一致向量系统在𝜔(𝑡)=0条件下是稳定的,

加之前面已经证明非零𝜔(𝑡)条件下亦是稳定的,即满

足实现鲁棒一致的 2个条件.因此,多智能体系统 (4)

和 (6)渐近取得鲁棒平均一致且满足指定𝐻∞性能指

标 𝛾. 2
定定定理理理 2 对于多智能体系统 (5)和 (6),满足假设

1和假设 2. 给定常量 𝜏𝑖和 𝜇̄𝑖, 𝑖= 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 如果存

在合适维公共矩阵𝑃 > 0, 𝑄𝑞 ⩾ 0和𝑅𝑞 ⩾ 0, 𝑞 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 公共自由权矩阵𝑁𝑞 = [𝑁
(1)
𝑞 , 𝑁

(2)
𝑞 ]T, 𝑞 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚,以及常数 𝑐0满足如下NLMI:
𝑚∑
𝑞=1

Ξ𝑞 < 0, ∀𝜎 : [0,∞]→ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁𝑠𝑠}. (27)

这里: Ξ𝜎𝑞可由𝐿𝜎𝑞, 𝐿
(1)
𝜎𝑞 , 𝐿

(2)
𝜎𝑞分别替换式 (11)中的𝐿𝑞,

𝐿
(1)
𝑞 , 𝐿

(2)
𝑞 得到. 则采用一致性协议 (3)的多智能体系

统 (5)和 (6), 可渐近取得鲁棒平均一致且满足指定

𝐻∞性能指标 𝛾.

证证证明明明 对于动态拓扑情况,只需为多智能体系统

构造公共Lyapunov-Krasovskii泛函即可,证明过程与

定理 1类似,此略. 2
注注注 2 由于−𝜏𝑞𝑅−1

𝑞 (𝑞=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)的存在,不

等式 (11)和 (27)均为NLMI, 其可行解的数值求解方

法十分困难,不能由数学软件包直接计算获得.

注注注 3 无论是固定拓扑还是动态拓扑,其相应的

Laplacian矩阵
𝑚∑
𝑞=1

𝐿𝑞

( 𝑚∑
𝑞=1

𝐿𝜎𝑞

)
为奇异矩阵,且

rank
( 𝑚∑

𝑞=1

𝐿𝑞

)
= 𝑛− 1

(
rank

( 𝑚∑
𝑞=1

𝐿𝜎𝑞

)
= 𝑛− 1

)
.

大量数值实验表明,这种特性直接影响了NLMI可行

解结果的正确性.

本文引入非线性最小化和降阶方法处理上述问

题.首先以固定拓扑情况 (定理 1)为例进行说明.

定义合适维矩阵Υ𝑞, 𝑞 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 用Υ𝑞替换

式 (11)所定义的Ξ𝑞中的𝑅−1
𝑞 , 并记替换后的Ξ𝑞矩阵

为 Ξ̂𝑞, 则可以得到Ξ𝑞 < 0等价于 Ξ̂𝑞 < 0和𝑅−1
𝑞 ⩾Υ𝑞

同时成立.

由引理 5可知, 𝑅−1
𝑞 ⩾Υ𝑞等价为[

Υ−1
𝑞 𝐼

∗ 𝑅−1
𝑞

]
⩾ 0, (28)

则Ξ𝑞<0成立当且仅当

Ξ̂𝑞<0,

[
Υ ′

𝑞 𝐼

∗ 𝑅′
𝑞

]
⩾ 0, Υ ′

𝑞 = Υ−1
𝑞 , 𝑅′

𝑞 = 𝑅−1
𝑞

同时成立. 借鉴求解锥补问题 (CCP)的思想[24],可以

得到如下非线性最小化问题:

min Tr
{ 𝑚∑

𝑞=1

(Υ𝑞Υ
′
𝑞 +𝑅′

𝑞𝑅𝑞)
}
;

s.t.

𝑚∑
𝑞=1

Ξ̂𝑞 < 0,

𝑚∑
𝑞=1

[
Υ ′

𝑞 𝐼

∗ 𝑅′
𝑞

]
⩾ 0,

𝑚∑
𝑞=1

[
Υ𝑞 𝐼

∗ Υ ′
𝑞

]
⩾ 0,

𝑚∑
𝑞=1

[
𝑅𝑞 𝐼

∗ 𝑅′
𝑞

]
⩾ 0,

Υ𝑞 > 0, 𝑞 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (29)

则定理 1所得稳定判据可利用LMI工具箱直接求解.

考虑到通信拓扑结构相对应于Laplcian矩阵的

奇异性,从而可进行如下降阶处理:

分别对𝑃 > 0, 𝑄𝑞 ⩾ 0, 𝑅𝑞 ⩾ 0, 𝑞 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 以

及不一致向量 𝛿(𝑡)左乘𝐸T
𝑐1和右乘𝐸𝑐1 (这里𝐸𝑐1为完

全图Laplacian矩阵非零特征值所对应特征向量的矩

阵),从而根据引理 2可得到降阶后矩阵𝑃 >0, 𝑄̃𝑞⩾0,

𝑅̃𝑞 ⩾ 0, 𝑞 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 以及降阶后不一致向量系统

𝛿(𝑡). 因此,构造新的Lyapunov-Krasovskii泛函为

𝑉 (𝑡, 𝛿(𝑡)) =

𝛿T(𝑡)𝑃𝛿(𝑡) +

𝑚∑
𝑞=1

w 𝑡

𝑡−𝜏𝑞(𝑡)
𝛿T(𝑠)𝑄̃𝑞𝛿(𝑠)d𝑠+

𝑚∑
𝑞=1

w 0

−𝜏𝑞

w 𝑡

𝑡+𝜗

˙̃
𝛿
T

(𝑠)𝑅̃𝑞
˙̃
𝛿(𝑠)d𝑠d𝜗. (30)

同样,可对矩阵Λ, 𝑅′
𝑞, 𝐿𝑞, 𝑁

(1)
𝑞 , 𝑁

(2)
𝑞 , 𝐿

(1)
𝑞 , 𝐿

(2)
𝑞 ,Υ𝑞, 𝑞=

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚,均进行如上降阶变换.通过对式 (30)的求

导及放大等一系列处理后,可证明降阶后不一致向量

系统同样是鲁棒稳定的,从而可以得到降阶后的稳定

判据.
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min Tr
{ 𝑚∑

𝑖=1

(Υ̃𝑞Υ̃
′
𝑞 + 𝑅̃′

𝑞𝑅̃𝑞)
}
;

s.t.

𝑚∑
𝑖=1

˜̂
Ξ𝑞 < 0,

𝑚∑
𝑞=1

[
Υ̃ ′

𝑞 𝐼

∗ 𝑅̃′
𝑞

]
⩾ 0,

𝑚∑
𝑞=1

[
Υ̃𝑞 𝐼

∗ Υ̃ ′
𝑞

]
⩾ 0,

𝑚∑
𝑞=1

[
𝑅̃𝑞 𝐼

∗ 𝑅̃′
𝑞

]
⩾ 0,

Υ̃𝑞 > 0, 𝑞 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (31)

其中

˜̂
Ξ 𝑞 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

˜̂
Ξ

11

𝑞
˜̂
Ξ

12

𝑞 𝑃 0 𝜏𝑞𝑁̃
(1)
𝑞

∗ ˜̂
Ξ

22

𝑞 0 −𝛽𝜏𝑞𝐿̃𝑞 𝜏𝑞𝑁̃
(2)
𝑞

∗ ∗ −𝛾2𝐼 𝜏𝑞 0

∗ ∗ ∗ −𝜏𝑞Υ̃𝑞 0

∗ ∗ ∗ ∗ −𝜏𝑞𝑅̃𝑞

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

→

←

𝜏𝑞Λ̃
T −𝛽𝑃𝐿̃

(1)
𝑞 0

0 0 −𝛽𝑐0[𝐿̃(2)
𝑞 ]T

0 0 0

0 −𝛽𝜏𝑞𝐿̃(1)
𝑞 0

0 0 0

−𝐼 0 0

∗ −𝑐0𝐼 0

∗ ∗ −𝑐0𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

˜̂
Ξ

11

𝑞 = 𝑄̃𝑞 + 𝑁̃ (1)
𝑞 + [𝑁̃ (1)

𝑞 ]T,

˜̂
Ξ

12

𝑞 = −𝛽𝑃𝐿̃𝑞 − 𝑁̃ (1)
𝑞 + [𝑁̃ (2)

𝑞 ]T,

˜̂
Ξ

22

𝑞 = −(1− 𝜇𝑞)𝑄̃𝑞 − 𝑁̃ (2)
𝑞 − [𝑁̃ (2)

𝑞 ]T.

用 𝐿̃𝜎𝑞, 𝐿̃
(1)
𝜎𝑞 , 𝐿̃

(2)
𝜎𝑞 替换式 (31)中的 𝐿̃𝑞, 𝐿̃

(1)
𝑞 , 𝐿̃

(2)
𝑞 , 可以

得到关于动态拓扑结构情况 (定理 2)的稳定性结论.

限于篇幅,此处不再赘述.

5 数数数值值值实实实例例例和和和仿仿仿真真真结结结果果果

考虑图 1中的 3个强连通平衡图,假定它们的邻

接矩阵中只含 0, 1元素.

图 1 3个强连通平衡图

5.1 数数数值值值实实实例例例

例例例 1 给定𝐻∞性能指标 𝛾,求多智能体系统允

许的最大时延上界.

以图 1中固定拓扑𝐺𝑎为例,假定存在如下 2种时

延:

𝜏1(𝑡) = 𝜏12(𝑡) = 𝜏21(𝑡) = 𝜏34(𝑡) =

𝜏43(𝑡) = 𝜏56(𝑡) = 𝜏65(𝑡),

𝜏2(𝑡) = 𝜏16(𝑡) = 𝜏61(𝑡) = 𝜏23(𝑡) =

𝜏32(𝑡) = 𝜏45(𝑡) = 𝜏54(𝑡),

且满足 𝜏1 < 𝜏2. 令𝐿
(1)
1 = 0.2𝐼, 𝐿

(2)
1 = 𝐿1, 𝐿

(1)
2 = 0.2𝐼,

𝐿
(2)
2 =𝐿2. 给定𝐻∞性能指标 𝛾=1,可行的通信时延

上界可由式 (31)计算得到. 表 1列出了四因素-三水平

正交实验结果.

表 1 四因素-三水平正交实验结果

因 素
序号

𝛽 𝜏1 𝜇̄1 𝜇̄2

性能指标值 𝜏2

1 1.000 0.050 0 0 0.549

2 1.000 0.100 0.500 0.500 0.499

3 1.000 0.200 0.900 0.900 0.399

4 1.500 0.050 0.500 0.900 0.849

5 1.500 0.100 0.900 0 0.799

6 1.500 0.200 0 0.500 0.699

7 2.000 0.050 0.900 0.500 0.749

8 2.000 0.100 0 0.900 0.699

9 2.000 0.200 0.500 0 0.599

𝐼1 0.482 0.716 0.649 0.649

𝐼2 0.782 0.666 0.649 0.649

𝐼3 0.682 0.566 0.649 0.649

极差 0.300 0.150 0 0

表 1的实验结果表明:

1)从平均水平的极差看,影响最大通信时延上界

的主要因素是一致性协议系数项 𝛽,通信时延 𝜏1次之,

而时延变化率 𝜇̄1和 𝜇̄2则没有任何影响.

2) 针对多个通信时延情况, 时延上界 𝜏1的数值

越小,系统所允许的最大通信时延上界 𝜏2越大.

3)合适地选取一致性协议系数项 𝛽值,可以在一

定程度上抑制通信时延和拓扑结构不确定性对一致

性收敛性能带来的影响.

注注注 4 大量实验表明,针对多时延情况,时延变

化率对系统允许通信时延上界的影响甚微,若去掉式

(14)中的第 2项, 则可以得到时延相关 /时延变化率

无关稳定判据.

例例例 2 给定通信时延上界, 最小化多智能体系

统的𝐻∞性能指标 𝛾.

给定𝐻∞性能指标 𝛾,则由本文所得到的稳定判

据,可以得到针对不同的 𝜇̄2, 𝜏1, 𝜇̄1和 𝛽的最大通信时

延上界 𝜏2;反之,给定最大通信时延上界 𝜏2以及不同

的 𝜇̄2, 𝜏1, 𝜇̄1和𝛽值可得到最小化𝐻∞性能 𝛾.

下面以图 1中拓扑集合 {𝐺𝑏, 𝐺𝑐}动态切换为例,

讨论多智能体系统存在单个时变通信时延的情况. 令

𝐿
(1)
𝑏 =0.2𝐼, 𝐿

(2)
𝑏 =𝐿𝑏, 𝐿

(1)
𝑐 =0.2𝐼, 𝐿

(2)
𝑐 =𝐿𝑐. 针对任意

切换信号𝜎 : [0,∞]→{𝐺𝑏, 𝐺𝑐},对定理 2进行非线性

最小化和矩阵降阶处理,可计算得到给定最大通信时
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延上界时的最小𝐻∞性能 𝛾,见表 2.

表 2 给定通信时延上界 (𝝉 =0.25)时的最小化𝑯∞性能𝜸

𝜇̄ = 0 𝜇̄ = 0.5 𝜇̄ = 0.9 任意 𝜇̄

𝛽 = 1.0 0.713 0.713 0.713 0.713

𝛽 = 1.5 0.372 0.373 0.373 0.373

𝛽 = 2.0 0.278 0.282 0.282 0.281

𝛽 = 2.5 0.304 0.317 0.317 0.316

从表 2的结果可以得到如下主要结论:

1)在给定通信时延上界的前提下,决定鲁棒性能

指标 𝛾大小的主要因素是一致性协议系数𝛽,而时延

变化率对最终结果的影响甚微.

2) 𝛽 = 2.0时得到的 𝛾值远小于 𝛽 = 1.0, 1.5和

2.5时的值,从而可以推断,随着 𝛽值的增大, 𝛽与 𝛾之

间呈现一种“凹”函数关系的特征.

5.2 判判判据据据保保保守守守性性性比比比较较较

为体现本文所提出的判据在保守性方面的优势,

下面以固定拓扑𝐺𝑎为例, 分别利用本文判据和文献

[15]所得结论, 讨论多智能体系统满足性能指标 𝛾 =

2前提条件下实现鲁棒一致所允许的最大通信时延上

界.

表 3给出了不同时延变化率情况下的最大通信

时延上界. 结果表明,本文所提出的稳定判据较文献

[15]具有更低的保守性. 主要原因是自由权矩阵方法

的引入,没有对𝑉 (𝑡, 𝛿(𝑡))导数过度地放大.因此,在保

守性方面优于采用基本不等式方法的文献 [15]所得

结论.此外, 本文所提出的判据能够得到任意时变时

延情况下的最大上界,而文献 [15]只适合求解固定时

延情况.

表 3 不同时延变换率条件下所允许的最大时延上界

𝜇̄ = 0 𝜇̄ = 0.5 𝜇̄ = 0.9 任意 𝜇̄

文献 [15]中的定理 3 0.194 − − −
本文判据 2.999 2.999 2.999 2.999

5.3 鲁鲁鲁棒棒棒一一一致致致性性性仿仿仿真真真

为进一步验证例 1和例 2中所得结果的正确性,

选择表 1和表 2中相应数据分别对如下两种情况进行

仿真实验.

1)固定拓扑𝐺𝑎

𝜏1 = 0.2∣ sin(0.9/0.2 𝑡)∣,
𝜏2 = 0.399∣ sin(0.9/0.399 𝑡)∣, 𝛽 = 1.

2)动态拓扑𝐺𝑏, 𝐺𝑐

𝜏 = 0.25∣ sin(0.5/0.25 𝑡)∣, 𝛽 = 2;

𝜎(𝑡) =

{
𝐺𝑏, 𝑡 ∈ [𝑘𝑇, 𝑘𝑇 + 1);

𝐺𝑐, 𝑡 ∈ [𝑘𝑇 + 1, 𝑘𝑇 + 2);
𝑇 = 1 s.

令

𝔏(𝑡) =

[
sin 𝑡 01×5

05×1 05×5

]
, (32)

显然, 式 (32)满足条件𝔏T(𝑡)𝔏(𝑡)⩽ 𝐼 . 同时选择文献

[15-16]所采用的脉冲信号扰动作为有限能量扰动,即

𝜔(𝑡) =

⎧⎨⎩
0, 𝑡 ∈ [1, 64);

1, 𝑡 ∈ [64, 65);

0, 𝑡 ∈ [65, 137].

图 2和图 3分别给出了固定拓扑和动态拓扑情

况下多智能体系统状态演化曲线.

图 2 固定拓扑情况下𝑮𝒂多智能体系统状态演化曲线

图 3 动态拓扑情况下𝑮𝒃,𝑮𝒄多智能体系统状态演化曲线

由图 2和图 3可看到,在给定单位脉冲扰动前,多

智能体系统与邻居节点进行状态交换、调整,均能收

敛到平均一致的状态值. 在给定单位脉冲扰动 (64 s)

后, 智能体状态经历短暂调整后能够迅速恢复到原

来的收敛值.仿真结果表明,采用一致性协议 (3)的多

智能体系统能够克服有界通信时延、脉冲扰动和时

变通信拓扑不确定性等受限通信条件的影响,且在给

定𝐻∞性能指标 𝛾情况下渐近实现鲁棒一致,从而验

证了本文所提出的时延相关LMI稳定判据的有效性.

6 结结结 论论论

本文给出了网络约束条件下多智能体系统实现

鲁棒一致的时延相关LMI稳定判据. 不同于已往研究

成果[15-17],它可用于判断同时存在多个时变时延、有

限能量扰动以及时变拓扑结构不确定等网络约束条

件下的一致性收敛问题.最后通过数值仿真验证了所

提出判据的有效性.

本文主要结论包括以下几方面:

1) 通过判断Lyapunov-Krasovskii泛函的存在性

可得到NLMI表达的时延相关稳定判据. 同时, 自由

权矩阵的引入,可确保该判据比文献 [15]具有更低的

保守性.
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2) 为减少NLMI求解难度, 消除奇异Laplacian

矩阵对可行解结果的影响,采用非线性最小化和降阶

处理方法将NLMI判据转化为可直接利用数学工具

求解的LMI形式, 不同于频域方法在构造Lyapunov-

Krasovskii泛函 (公共)所表现出的难度, 它可借助数

学手段方便地获得一致性收敛所允许的多个通信时

延上界.

3) 该稳定判据同时建立了通信时延、时延变化

率、一致性协议系数以及给定𝐻∞性能之间的相互关

系,这便为网络约束条件下满足给定𝐻∞性能的鲁棒

一致性协议设计提供了理论依据.

下一步将探索优化选取 𝛽准则,并对如何构造合

适的Lyapunov-Krasovskii泛函,获得更低保守性的稳

定判据等方面展开研究.
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