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摘 要: 针对无人直升机模型阶数比较高,设计常规反步法控制器时面临着对虚拟控制输入信号求导过程较为繁琐

的缺陷,提出一种基于滤波器反步法的控制方法. 首先,通过滤波器而非直接解析地对虚拟控制量求导,从而显著简

化了反步控制器的设计过程,而且由于导数是通过积分过程而非微分得到,大大降低了测量噪声的影响;然后,基于

李雅普诺夫稳定性理论证明了补偿跟踪误差是全局指数稳定的;最后,通过仿真结果进一步验证了所提出方法的稳

定性和有效性.
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Abstract：：：Considering the high order of the unmanned helicopter’s model, it is very complicated and tedious to calculate

the virtual control signal derivatives in standard backstepping. The paper proposes a filtering backstepping controller, which

computes the derivatives of the virtual control by use of filter without having to analytically or numerically differentiate

it. Therefore, the backstepping implementation is significantly simplified. Furthermore, the derivatives are computed by

integration, not by differentiation, which helps to decrease the effects of measurement noise. Then the exponential stability

of the compensated tracking errors are proved based on Lyapunov theory. Simulation results show the effectiveness and

stability of the proposed method.

Key words：：：filtering backstepping；unmanned helicopter；trajectory tracking；Lyapunov stability

1 引引引 言言言

随着科学技术的不断发展,无人直升机在监视、

救援和航拍等众多应用领域引起了人们的广泛关注.

然而, 无人直升机自身是一个非线性、强耦合、不稳

定的系统,设计出合适的飞行控制器是很具挑战性的

研究领域[1-2]之一.

近年来,研究人员为无人直升机设计了许多不同

的控制方法,比如经典 PID控制[3]、LQR[4]以及𝐻∞控

制[5]等. 然而, 这些控制方法只能保证直升机在设定

平衡点附近的性能,当飞行速度增大或试图进行机动

飞行时,直升机的性能会急剧下降,甚至不稳定.文献

[6]采用增益调度方法解决了上述问题, 实现了大包

络飞行, 但为了得到较好的性能指标,在设计控制器

时需选择尽可能多的平衡点.

为克服上述线性控制方法存在的不足, 人们提

出了一些不同的应用于飞行控制的非线性控制方

法,比如反馈线性化[7]、动态逆[8]、神经网络[9]和反步

法[10]等. 其中反步法由于设计过程系统化,很受研究

人员的青睐. 然而,反步法递推过程中需不断地对虚

拟控制信号求导, 由文献 [10]可以看出, 对于无人直

升机这种模型阶数比较高的系统,其计算过程将变得

非常繁琐.

本文针对无人直升机反步控制方法存在的缺陷,

在文献 [11]的基础上,设计了一种基于滤波器反步法

的无人直升机轨迹跟踪控制方法. 该方法避免了反步

法递推过程中对虚拟控制信号繁琐的求导过程,大大
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简化了控制器设计.同时, 基于李雅普诺夫稳定性理

论证明了补偿跟踪误差是全局指数稳定的.

2 无无无人人人直直直升升升机机机动动动态态态模模模型型型

无人直升机受到重力、空气动力和驱动力的作

用, 可视为在三维空间内的刚体运动.直升机质心在

惯性坐标系下的位置和速度分别为

𝜉 = [𝑥 𝑦 𝑧 ]T, 𝑉 = [𝑢 𝑣 𝑤 ]T.

直升机机体质心受到的外力及外力矩分别表示为𝑇

和 𝜏, 𝑚为直升机质量, 𝐼 ∈𝑅3×3为直升机本身惯性矩

阵. 根据牛顿欧拉方程,可得直升机刚体运动方程为

𝜉 = 𝑉,

𝑚𝑉̇ = −𝑅(𝜂)𝑇𝑒3 +𝑚𝑔𝑒3,

𝑅̇ = 𝑅𝑠𝑘(Ω),

𝐼Ω̇ = −Ω × 𝐼Ω + 𝜏. (1)

其中: Ω = [ 𝑝 𝑞 𝑟 ]T表示相对于机体坐标系下的角

速度向量;姿态角向量 𝜂=[𝜑 𝜃 𝜓 ]T, 𝜑, 𝜃和𝜓分别

表示滚转角、俯仰角和偏航角. 机体坐标系到惯性坐

标系的旋转矩阵𝑅(𝜂)可表示为

𝑅(𝜂) =

⎡⎢⎣ c𝜃c𝜓 s𝜑s𝜃c𝜓 − c𝜑s𝜓 c𝜑s𝜃c𝜓 + s𝜑s𝜓

c𝜃s𝜓 s𝜑s𝜃s𝜓 + c𝜑c𝜓 c𝜑s𝜃s𝜓 − s𝜑c𝜓

−s𝜃 s𝜑c𝜃 c𝜑c𝜃

⎤⎥⎦ ,
(2)

其中 c(⋅)和 s(⋅)分别表示 cos(⋅)和 sin(⋅).
为便于反步法设计,将无人直升机动态模型方程

(1)和 (2)转换成如下形式:

𝜉 = 𝑉,

𝑉̇ = 𝑔𝑒3 − 1

𝑚
𝑅𝑇𝑒3 = 𝑔𝑒3 − 1

𝑚
𝑋,

𝑋 = 𝑅𝑇𝑒3,

𝑋̇ = 𝑇𝑅𝑒3 + 𝑇𝑅𝑠𝑘(Ω)𝑒3 = 𝑌,

𝑌̇ = 𝑇𝑅𝑒3 + 2𝑇𝑅𝑠𝑘(Ω)𝑒3 − 𝑇𝑅𝑠𝑘(𝑒3)𝑤̃,

𝑤̃ = −𝐼−1Ω × 𝐼Ω + 𝐼−1𝜏,

𝑢 = 𝑇𝑅𝑒3 − 𝑇𝑅𝑠𝑘(𝑒3)𝑤̃. (3)

3 轨轨轨迹迹迹跟跟跟踪踪踪滤滤滤波波波反反反步步步控控控制制制

3.1 轨轨轨迹迹迹跟跟跟踪踪踪控控控制制制

对于方程 (3)所示模型,设计如下虚拟控制信号:

𝑉 0
𝑐 = −𝑘1𝜉 + 𝜉𝑐,

𝑋0
𝑐 = −𝑚(−𝑘2𝑉 + 𝑉̇𝑐 − 𝑔𝑒3 − 𝑣1),

𝑌 0
𝑐 = −𝑘3𝑋̃ + 𝑋̇𝑐 +

1

𝑚
𝑣2,

𝑢0𝑐 = −𝑘4𝑌 + 𝑌̇𝑐 − 2𝑇𝑅𝑠𝑘(Ω)𝑒3 − 𝑣3,

𝑢 = 𝑢0𝑐 . (4)

式中: 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3和 𝑘4为正常数; 𝜉𝑐为参考轨迹; 𝑉 0
𝑐 , 𝑋

0
𝑐 ,

𝑌 0
𝑐 和𝑢0𝑐为理想虚拟控制信号; 𝑉𝑐, 𝑉̇𝑐, 𝑋𝑐, 𝑋̇𝑐, 𝑌 和 𝑌̇𝑐

为理想虚拟控制信号经滤波后得到的虚拟控制信号

值.跟踪误差定义为

𝜉 = 𝜉 − 𝜉𝑐, 𝑉 = 𝑉 − 𝑉𝑐,

𝑋̃ = 𝑋 −𝑋𝑐, 𝑌 = 𝑌 − 𝑌𝑐.

补偿跟踪误差定义为

𝑣1 = 𝜉 − 𝜍1, 𝑣2 = 𝑉 − 𝜍2,

𝑣3 = 𝑋̃ − 𝜍3, 𝑣4 = 𝑌 − 𝜍4.

其中 𝜍1, 𝜍2, 𝜍3和 𝜍4分别定义为

𝜍1 = −𝑘1𝜍1 + (𝑉𝑐 − 𝑉 0
𝑐 ) + 𝜍2,

𝜍2 = −𝑘2𝜍2 − 1

𝑚
(𝑋𝑐 −𝑋0

𝑐 )−
1

𝑚
𝜍3,

𝜍3 = −𝑘3𝜍3 + (𝑌𝑐 − 𝑌 0
𝑐 ) + 𝜍4,

且 𝜍𝑖(0)=0, 𝑖=1, 2, 3, 𝜍4=0.

3.2 航航航向向向控控控制制制

无人直升机航向动态模型可表示为

𝜓̇ =
s𝜑

c𝜃
𝑞 +

c𝜑

c𝜃
𝑟, 𝑟̇ = 𝑤̃3. (5)

针对方程 (5),构造如下虚拟控制信号:

𝑟0𝑐 =
c𝜃

c𝜑

(
− 𝑘5𝜓 + 𝜓̇𝑐 − s𝜑

c𝜃
𝑞
)
,

(𝑤̃3)0𝑐 = −𝑘6𝑟 + 𝑟̇𝑐 − c𝜑

c𝜃
𝑣5,

𝑤̃3 = (𝑤̃3)0𝑐 . (6)

式中: 𝑘5和 𝑘6为正常数, 𝜓𝑐为参考航向角. 跟踪误差

定义为

𝜓 = 𝜓 − 𝜓𝑐, 𝑟 = 𝑟 − 𝑟𝑐.

补偿跟踪误差定义为

𝑣5 = 𝜓 − 𝜍5, 𝑣6 = 𝑟 − 𝜍6.

𝜍5, 𝜍6定义为

𝜍5 = −𝑘5𝜍5 + c𝜑

c𝜃
(𝑟𝑐 − 𝑟0𝑐 ) +

c𝜑

c𝜃
𝜍6,

且 𝜍5(0)=0, 𝜍6=0.

3.3 滤滤滤波波波器器器设设设计计计

为避免直接对虚拟控制信号解析求导,本文将虚

拟控制信号经过滤波得到它的导数值.定义如下滤波

器:[
𝑞1(𝑡)

𝑞2(𝑡)

]
=

[
0 1

−𝜔2
𝑛 −2𝜁𝜔𝑛

][
𝑞1

𝑞2

]
+

[
0

𝜔2
𝑛

]
𝑥0𝑐 ,[

𝑥𝑐

𝑥̇𝑐

]
=

[
𝑞1

𝑞2

]
.

可见,当𝑥0𝑐有界时, 𝑥𝑐, 𝑥̇𝑐有界且连续.从输入信号𝑥0𝑐

到输出信号𝑥𝑐的传递函数为

𝑋𝑐(𝑠)

𝑋0
𝑐 (𝑠)

= 𝐻(𝑠) =
𝜔2
𝑛

𝑠2 + 2𝜁𝜔𝑛𝑠+ 𝜔2
𝑛

. (7)

由式 (7)可知, 该传递阻尼比为 𝜁, 自然频率为𝜔𝑛.如
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果信号𝑥0𝑐的带宽低于𝐻(𝑠),则误差 ∣𝑥0𝑐(𝑡) − 𝑥𝑐(𝑡)∣将
会很小. 假设已经知道𝑥0𝑐的带宽, 若要得到𝑥𝑐和 𝑥̇𝑐

的值,且保证 ∣𝑥0𝑐(𝑡) − 𝑥𝑐(𝑡)∣很小,则只需选择足够大

的自然频率𝜔𝑛即可.同时,从式 (7)可知,信号 𝑥̇𝑐是通

过积分过程而非微分过程得到的,从而可以大大减少

测量噪声的影响.当然,若𝜔𝑛太大时则会加大系统高

频噪声的影响,这需在二者之间选择一个合理的值.

3.4 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

定定定理理理 1 对于由方程 (1)和 (2)描述的无人直升

机系统, 在方程 (4)∼ (6)定义的反馈控制作用下, 补

偿跟踪误差 𝑣𝑖指数收敛于零.

证证证明明明 定义如下李雅普诺夫函数:

𝑆 =

6∑
𝑖=1

𝑆𝑖(𝑣𝑖),

其中𝑆𝑖=
1

2
𝑣2𝑖 . 下面分 3步证明定理 1.

1)求跟踪误差的导数
˙̃
𝜉 = 𝑉 − 𝜉𝑐 =

𝑉 0
𝑐 − 𝜉𝑐 + (𝑉𝑐 − 𝑉 0

𝑐 ) + (𝑉 − 𝑉𝑐) =

− 𝑘1𝜉 + (𝑉𝑐 − 𝑉 0
𝑐 ) + 𝑉 ,

˙̃𝑉 = 𝑉̇ − 𝑉̇𝑐 = 𝑔𝑒3 − 1

𝑚
𝑋 − 𝑉̇𝑐 =

𝑔𝑒3 − 1

𝑚
𝑋0

𝑐 − 𝑉̇𝑐 − 1

𝑚
(𝑋𝑐 −𝑋0

𝑐 )−
1

𝑚
(𝑋 −𝑋𝑐) =

− 𝑘2𝑉 − 𝑣1 − 1

𝑚
(𝑋𝑐 −𝑋0

𝑐 )−
1

𝑚
𝑋̃,

˙̃𝑋 = 𝑋̇ − 𝑋̇𝑐 = 𝑌 − 𝑋̇𝑐 =

𝑌 0
𝑐 − 𝑌̇𝑐 + (𝑌𝑐 − 𝑌 0

𝑐 ) + (𝑌 − 𝑌𝑐) =

− 𝑘3𝑋̃ +
1

𝑚
𝑣2 + (𝑌𝑐 − 𝑌 0

𝑐 ) + 𝑌 ,

˙̃𝑌 = 𝑌̇ − 𝑌̇𝑐 = 𝑢+ 2𝑇𝑅𝑠𝑘(Ω)𝑒3 − 𝑌̇𝑐 =

− 𝑘4𝑌 − 𝑣3,

˙̃
𝜓 = 𝜓̇ − 𝜓̇𝑐 =

s𝜑

c𝜃
𝑞 +

c𝜑

c𝜃
𝑟 − 𝜓̇𝑐 =

s𝜑

c𝜃
𝑞 − 𝜓̇𝑐 +

c𝜑

c𝜃
𝑟0𝑐 +

c𝜑

c𝜃
(𝑟𝑐 − 𝑟0𝑐 )+

c𝜑

c𝜃
(𝑟 − 𝑟𝑐) =

− 𝑘5𝜓 +
c𝜑

c𝜃
(𝑟𝑐 − 𝑟0𝑐 ) +

c𝜑

c𝜃
𝑟,

˙̃𝑟 = 𝑟̇ − 𝑟̇𝑐 = 𝑤̃3 − 𝑟̇𝑐 = −𝑘6𝑟 − c𝜑

c𝜃
𝑣5.

2)求补偿跟踪误差的导数

𝑣̇1 =
˙̃
𝜉 − 𝜍1 =

− 𝑘1𝜉 + (𝑉𝑐 − 𝑉 0
𝑐 ) + 𝑉−

− (−𝑘1𝜍1 + 𝑉𝑐 − 𝑉 0
𝑐 + 𝜍2) =

− 𝑘1𝑣1 + 𝑣2,

𝑣̇2 = ˙̃𝑉 − 𝜍2 =

− 𝑘2𝑉 − 𝑣1 − 1

𝑚
(𝑋𝑐 −𝑋0

𝑐 )−
1

𝑚
𝑋̃+

𝑘2𝜍2 +
1

𝑚
(𝑋𝑐 −𝑋0

𝑐 ) +
1

𝑚
𝜍3 =

− 𝑘2𝑣2 − 𝑣1 − 1

𝑚
𝑣3,

𝑣̇3 = ˙̃𝑋 − 𝜍3 =

− 𝑘3𝑋̃ +
1

𝑚
𝑣2 + (𝑌𝑐 − 𝑌 0

𝑐 ) + 𝑌−

(−𝑘3𝜍3 + 𝑌𝑐 − 𝑌 0
𝑐 + 𝜍4) =

− 𝑘3𝑣3 +
1

𝑚
𝑣2 + 𝑣4,

𝑣̇4 = ˙̃𝑌 − 𝜍4 = −𝑘4𝑣4 − 𝑣3,

𝑣̇5 =
˙̃
𝜓 − 𝜍5 =

− 𝑘5𝜓 +
c𝜑

c𝜃
(𝑟𝑐 − 𝑟0𝑐 ) +

c𝜑

c𝜃
𝑟+

𝑘5𝜍5 − c𝜑

c𝜃
(𝑟𝑐 − 𝑟0𝑐 )−

c𝜑

c𝜃
𝜍6 =

− 𝑘5𝑣5 +
c𝜑

c𝜃
𝑣6,

𝑣̇6 = ˙̃𝑟 − 𝜍6 = −𝑘6𝑟 − c𝜑

c𝜃
𝑣5 = −𝑘6𝑣6 − c𝜑

c𝜃
𝑣5.

3)对李雅普诺夫函数𝑆求导

𝑆̇ =

𝑣1𝑣̇1 + 𝑣2𝑣̇2 + 𝑣3𝑣̇3 + 𝑣4𝑣̇4 + 𝑣5𝑣̇5 + 𝑣6𝑣̇6 =

− 𝑘1𝑣
2
1 − 𝑘2𝑣

2
2 − 𝑘3𝑣

2
3 − 𝑘4𝑣

2
4 − 𝑘5𝑣

2
5 − 𝑘6𝑣

2
6 ⩽

− 𝑘∥𝑣∥22 = −2𝑘𝑆,

式中 𝑘 =min
𝑖
(𝑘𝑖). 由文献 [12]可知, 𝑣𝑖全局指数稳定

于平衡点零. 2
注注注 1 定理 1只证明了补偿跟踪误差 𝑣𝑖指数收

敛于零值.由滤波器设计过程可知, 当选择足够大的

自然频率𝜔𝑛时, ∣𝑥0𝑐(𝑡) − 𝑥𝑐(𝑡)∣将会任意小, 由 𝜍微分

方程式可知, 𝜍同样会任意小,从而系统跟踪误差任意

接近于零值.

4 仿仿仿真真真结结结果果果

为验证所提出控制方法的性能,定义如下参考跟

踪轨迹: 𝜉𝑐=[ sin(0.3𝑡), cos(0.3𝑡), 2+ 𝑡 ]T, 𝜓̇𝑐=2deg /s.

无人直升机模型相关参数参见文献 [13],滤波反步法

控制器参数取为 𝑘1 =0.5, 𝑘2 =1, 𝑘3 =2, 𝑘4 =5, 𝑘5 =1,

𝑘6=5, 𝜔𝑛=30 rad/s, 𝜁=0.9,直升机初始位置 𝜉0=[ 0,

0, 2 ]m,初始姿态角 𝜂=[ 0, 0, 0.3 ] rad.

由图 1∼图 3可以看出,基于滤波器反步法设计

的控制器,在避免对虚拟控制量进行繁琐的解析求导

过程的情况下,轨迹跟踪结果完全达到了基于常规反

步法设计控制器的性能指标,而且滤波反步法控制器

响应速度更快. 图 4和图 5表明, 轨迹跟踪初始阶段,

在滤波反步法控制器作用下的直升机姿态角及角速
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度变化范围稍大,但在合理范围之内,随后迅速减少.

这是由初始阶段直升机轨迹跟踪偏差较大造成的.
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图 1 直升机三维跟踪轨迹
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图 3 直升机位置轨迹
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图 4 直升机姿态角

!"#$%

&'#$%

-20

10

0

r
s

/ (
d

e
g

·
)

-1

-10

10 20 30

t /s

(a) ()*+,

0

10 20 30

t /s

(b) -.*+,

0

-150

50

q
s

/ (
d

e
g

·
)

-1

-50

10 20 30

t /s

(  ) /0*+,

0
-50

150

p
s

/(
d

e
g

·
)

-1

50

c

图 5 直升机姿态角速度

5 结结结 论论论

本文针对常规反步法在无人直升机这种数学模

型阶数较高的系统应用中存在的缺陷,设计了一种基

于滤波器的新型反步控制方法. 该方法综合了反步法

设计过程系统化的优点,同时避免了在高阶系统中所

面临的对虚拟控制输入信号繁琐的求导过程,而且由

于导数是通过积分过程而非微分得到的,大大降低了

测量噪声的影响,从而为下一步将反步法应用于实际
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飞行实验创造了条件.基于李雅普诺夫稳定性理论的

分析和仿真结果均验证了所提出方法的稳定性和有

效性.
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