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摘 要: 针对多变量时间序列建模中的输入变量选择问题,提出一种基于 𝑘-近邻互信息变化率的变量选择方法. 根

据多变量之间的相关关系,以输入输出之间的 𝑘-近邻互信息变化率作为评价标准选择相关变量; 同时根据输入变

量子集之间互信息值的大小判断变量是否为冗余变量; 通过设定合适的阈值系数,可以有效地实现输入变量选择.

Friedman, Lorenz混沌时间序列以及Housing数据的变量选择仿真结果验证了所提出方法的有效性.
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Abstract: An input variables selection method is proposed based on the 𝑘-nearest neighbors mutual information. According

to the mutual information between the multi-variables, the relevant variables which have great influence to the mutual

information are selected. Meanwhile, the redundant variables are removed according to the mutual information between

the input variables sets. Consequently, the input variables are selected with proper parameter settings. The results of the

simulation based on the Friedman data, the Lorenz time series and the Housing data show the effectiveness of the proposed

input variables selection method.
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1 引引引 言言言

多变量时间序列建模与预测已在天气预报、经

济预测、电力负荷预测等方面得到了广泛的应用. 传

统的预测方法很少考虑输入变量之间的关系,如果输

入变量选择不当, 则有可能产生较差的预测结果,因

此多变量间的相关分析及输入变量的选择对建立精

确的预测模型具有重要意义[1-2].

互信息不仅能反映变量间的线性关系,而且能够

表征变量间的非线性关系,因此, 互信息用于相关性

分析取得了较为广泛的应用. 如Fernado等人[3]提出

利用偏互信息进行相关性分析,但实际数据往往无法

满足该方法所提假设条件. Peng等人[4]提出了mRMR

(minimal-redundancy-maximal-relevance)进行输入变

量选择; Estévez等人[5]提出了NMIFS (normalized

mutual information feature selection),采用标准化互信

息进行变量选择.但是上述两种方法均无法实现变量

选择的自动终止,必须人为设定选择输入变量的个数.

Kraskov等人[6]提出了一种基于 𝑘-近邻的互信

息计算方法, 在变量选择方面取得了较好的应用[7].

本文在 𝑘-近邻互信息的基础上,提出一种前向式输入

变量选择方法,以输入输出间 𝑘-近邻互信息变化率为

评价标准来判断是否为相关变量,同时根据输入变量

子集之间互信息的大小判断是否为冗余变量. 利用人

工数据及实际数据进行了仿真,所得结果验证了本文

方法的有效性.

2 𝒌-近近近邻邻邻互互互信信信息息息估估估计计计
互信息理论来源于信息论中熵的概念. 熵可以作

为信息不确定性的良好度量[8],序列𝑋的信息熵定义
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为

𝐻(𝑋) = −
w
d𝑥𝜇(𝑥) log𝜇(𝑥), (1)

其中𝜇(𝑥)为𝑋的概率密度分布函数.

变量𝑋,𝑌 的联合分布𝜇(𝑥, 𝑦)与其边缘分布乘

积𝜇𝑥(𝑥)𝜇𝑦(𝑥)之间的相对熵即为互信息,其定义为

𝑀𝐼(𝑋,𝑌 ) =
ww

d𝑥d𝑦𝜇(𝑥, 𝑦) log
𝜇(𝑥, 𝑦)

𝜇𝑥(𝑥)𝜇𝑦(𝑦)
. (2)

根据熵的定义,互信息的计算可表示为

𝑀𝐼(𝑋,𝑌 ) = 𝐻(𝑋) +𝐻(𝑌 )−𝐻(𝑋,𝑌 ). (3)

变量间的互信息值的大小,说明了变量间的相关性的

大小.

Kraskov等人提出的 𝑘-近邻互信息计算方法较

为简单,算法的基本思路为:在𝑋和𝑌 构成的空间𝑍

= (𝑋,𝑌 )中, 以 𝜀𝑖/2为点 𝑧𝑖 = (𝑥𝑖, 𝑦𝑖)到其 𝑘-近邻的

距离, 𝜀𝑥(𝑖)/2为点 𝑧𝑖 = (𝑥𝑖, 𝑦𝑖)到𝑋轴上相应点的距

离,同理可得 𝜀𝑦(𝑖)/2.

统计到点𝑥𝑖的距离严格小于 𝜀𝑖/2的数目𝑛𝑥(𝑖),

同样对变量𝑌 作相同的处理得到𝑛𝑦(𝑖). 变量𝑋和𝑌

之间的互信息可以通过下式计算:

𝑀𝐼(𝑋,𝑌 )= 𝜓(𝑘)−⟨𝜓(𝑛𝑥+ 1)+ 𝜓(𝑛𝑦+ 1)⟩+ 𝜓(𝑁).

(4)

其中: 𝜓(𝑥)为双Γ函数, 且满足𝜓(1) = −0.577 251 6,

𝜓(𝑥+ 1) = 𝜓(𝑥) + 1/𝑥;符号 ⟨⋅ ⋅ ⋅ ⟩表示对其中的所有
变量 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁取平均.

多个变量 (𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚)之间的互信息可由

式 (4)扩展得到,即

𝑀𝐼(𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚) =

𝜓(𝑘) + (𝑚− 1)𝜓(𝑁)−
⟨𝜓(𝑛𝑥1) + 𝜓(𝑛𝑥2) + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝜓(𝑛𝑥𝑚)⟩, (5)

其中𝑚为变量个数.

3 基基基于于于𝒌-近近近邻邻邻互互互信信信息息息变变变化化化率率率的的的变变变量量量选选选择择择
3.1 多多多变变变量量量𝒌-近近近邻邻邻互互互信信信息息息分分分析析析

为分析变量间的相关关系,本文从多维互信息的

定义出发, 分析不同输入变量对于互信息值的影响.

设集合𝑆为输入变量子集, 共包含𝑚个变量 (设𝑆与

(𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚)等价),与输出变量𝑌 之间的互信息

值定义如下:

𝑀𝐼(𝑆, 𝑌 ) = 𝐻(𝑋1) +𝐻(𝑋2) + ⋅ ⋅ ⋅+𝐻(𝑋𝑚)+

𝐻(𝑌 )−𝐻(𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚, 𝑌 ). (6)

若增加一个变量𝑋𝑠,则互信息值的计算变为

𝑀𝐼(𝑆,𝑋𝑠, 𝑌 ) = 𝐻(𝑋1) +𝐻(𝑋2) + ⋅ ⋅ ⋅+𝐻(𝑋𝑚)+

𝐻(𝑋𝑠) +𝐻(𝑌 )−𝐻(𝑆,𝑋𝑠, 𝑌 ). (7)

两式相减,得

Δ𝑀𝐼(𝑆,𝑋𝑠, 𝑌 ) = 𝐻(𝑋𝑠) +𝐻(𝑆, 𝑌 )−𝐻(𝑆,𝑋𝑠, 𝑌 ).

(8)

根据信息熵的理论, 信息熵代表不确定性的度

量. 若增加无关变量,则必然对不确定性的改变较少;

若𝑋𝑠为相关变量, 则Δ𝑀𝐼(𝑆,𝑋𝑠, 𝑌 )将变化较大. 因

此, 可以用Δ𝑀𝐼(𝑆,𝑋𝑠, 𝑌 )的变化幅度来衡量新增加

的变量是否为相关变量. 定义Δ𝑀𝐼(𝑆,𝑋𝑠, 𝑌 )的变化

幅度通过如下互信息变化率进行衡量:

𝑅Δ𝑀𝐼(𝑆,𝑋𝑠,𝑌 ) =
Δ𝑀𝐼(𝑆,𝑋𝑠, 𝑌 )

𝑀𝐼(𝑆, 𝑌 )
. (9)

设定阈值𝛼,若𝑅Δ𝑀𝐼(𝑆,𝑋𝑠,𝑌 ) > 𝛼,则说明在变量

子集𝑆中增加该变量对原互信息值的影响较大,即与

输出变量之间的相关性较大,该变量为相关变量.

除考虑输入输出变量之间的相关关系外,同时需

要判断增加的变量是否为冗余变量. 设定阈值 𝛽, 判

断输入变量集𝑆与𝑋𝑠之间的互信息, 若满足𝑀𝐼(𝑆,

𝑋𝑠) < 𝛽且𝑅Δ𝑀𝐼(𝑆,𝑋𝑠,𝑌 ) > 𝛼, 则说明该变量为有效

相关变量,可将该变量选为输入变量.

3.2 前前前向向向式式式变变变量量量选选选择择择过过过程程程

变量选择的过程采用前向式变量选择.首先要确

定变量集合中的第 1个变量为与输出变量互信息值

最大的变量,设𝑀为候选输入变量的个数,有

𝑋𝑠1 = argmax{𝑀𝐼(𝑋𝑗 , 𝑌 )}
𝑋𝑗

, 1 ⩽ 𝑗 ⩽𝑀. (10)

其余的输入变量则根据互信息变化率及变量间的冗

余特性进行选择.

综上所述, 基于 𝑘-近邻的互信息变化率的变量

选择方法的算法 (𝑘NN MI VS)设计步骤如下 (设𝑆为

输入变量集合, 𝑀为输入变量个数):

1) 计算各输入变量与输出变量之间的互信息

𝑀𝐼(𝑋𝑖, 𝑌 ).

2)将互信息值进行排序,设定初始变量集合𝑆为

选择的第 1个输入变量𝑋𝑠1 .

3)根据互信息的排序结果,选择其余的输入变量

𝑋𝑠2 ,计算互信息变化率𝑅Δ𝑀𝐼(𝑆,𝑋𝑠2 ,𝑌 ).

4) 若满足𝑅Δ𝑀𝐼(𝑆,𝑋𝑠2 ,𝑌 ) > 𝛼, 且𝑀𝐼(𝑆,𝑋𝑠2) <

𝛽,则选择该变量𝑆 = {𝑆∪
𝑋𝑠2};否则,集合𝑆保持不

变.

5)重复步骤 3)和 4),直至选择完所有输入变量.

算法中参数𝛼, 𝛽为人为设定的变量选择的阈值.

算法过程中步骤 3)考虑输入变量与输出变量之间相

关性最大, 步骤 4)考虑使各输入变量之间冗余最小,

通过该算法能较好地进行变量选择.

4 仿仿仿真真真实实实例例例

为表明本文方法的有效性, 利用公用 Friedman

数据集, Lorenz序列以及Housing数据进行变量选择
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的仿真分析.

4.1 Friedman数数数据据据变变变量量量选选选择择择结结结果果果分分分析析析

Friedman的数学模型为

𝑌 = 10 sin(𝜋𝑋1𝑋2) + 20(𝑋3 − 0.5)2+

10𝑋4 + 5𝑋5 + 𝜀. (11)

其中: 变量𝑋𝑖 (1 ⩽ 𝑖 ⩽ 10)为 [0, 1]间的均匀分布,

𝜀为方差是 1的高斯噪声,变量𝑋6 ∼ 𝑋10是无关变量.

仿真选取的样本数目为 500.

仿真并与mRMR和NMIFS算法进行比较. 设定

mRMR和NMIFS选择变量子集的个数为 5,得到的变

量选择结果如表 1所示. 可以看出,所提出方法能够

有效选择全部输入变量, 而mRMR仅能选择全部有

效输入变量中的 4个.

表 1 Friedman数据变量选择结果 (无冗余变量)

变量选择方法 变量选择结果

mRMR 𝑋4, 𝑋2, 𝑋1, 𝑋5, 𝑋6

NMIFS 𝑋4, 𝑋2, 𝑋1, 𝑋3, 𝑋5

𝑘NN MI VS 𝑋4, 𝑋2, 𝑋1, 𝑋3, 𝑋5

在上述仿真中并未考虑输入变量中包含冗余变

量的情况,因此在原 Friedman数据集中增加变量𝑋11,

并令𝑋11 = 0.5𝑋1. 这样变量𝑋11与变量𝑋1具有很强

的相关关系,为冗余变量,在相同条件下进行仿真,结

果如表 2所示.

表 2 Friedman数据变量选择结果 (含冗余变量)

变量选择方法 变量选择结果

mRMR 𝑋4, 𝑋2, 𝑋1, 𝑋5, 𝑋6

NMIFS 𝑋4, 𝑋1, 𝑋2, 𝑋11, 𝑋3

𝑘NN MI VS 𝑋4, 𝑋2, 𝑋1, 𝑋3, 𝑋5

从表 2中仿真结果可以看出, mRMR仍未选择全

部有效输入变量, 而NMIFS算法在输入变量子集中

选择了冗余变量𝑋11, 3种变量选择方法中仅有本文

方法选择了全部有效输入变量. 综合表 1和表 2的变

量选择结果,本文提出的基于 𝑘-近邻互信息的变量选

择方法能更有效地选择输入变量子集.

4.2 Lorenz混混混沌沌沌时时时间间间序序序列列列仿仿仿真真真

为进一步说明本文所提出变量选择方法的有效

性,对Lorenz混沌时间序列进行仿真. Lorenz序列的

方程如下所示: ⎧⎨⎩
d𝑥

d𝑡
= 𝑎(−𝑥+ 𝑦),

d𝑦

d𝑡
= 𝑏𝑥− 𝑦 − 𝑥𝑧,

d𝑧

d𝑡
= 𝑥𝑦 − 𝑐𝑧.

(12)

其中: 𝑎 = 10, 𝑏 = 28, 𝑐 = 8/3,初始值𝑥(0) = 12, 𝑦(0)

= 2, 𝑧(0) = 9.

利用 4阶Runge-Kutta法求解时间序列𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡),

𝑧(𝑡),步长 0.02,取 2 000组作为输入输出样本对,其中

1 500组用于训练, 其余 500组进行测试. 仿真中对

𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)序列进行相空间重构, 根据文献 [9]延

迟时间分别设定为 8, 7, 8,嵌入维数均为 6,得到输入

样本为 18维.

𝑋(𝑡)= [𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡− 8), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑡− 5×8), 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡− 7),

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦(𝑡− 5×7), 𝑧(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧(𝑡− 5×8)]. (13)

单步预测的输出为

𝑌 (𝑡) = [𝑥(𝑡+ 1), 𝑦(𝑡+ 1), 𝑧(𝑡+ 1)]. (14)

预测模型采用广义回归神经网络 (GRNN).采用

下式所示均方根误差评价预测精度:

𝐸RMSE =
( 1

𝑁test − 1

𝑁test∑
𝑘=1

[𝑦(𝑘)− 𝑦(𝑘)]
2
)1/2

. (15)

其中: 𝑦(𝑘)为预测变量的实际值, 𝑦(𝑡)为该变量的预

测值, 𝑁test为对应测试样本数目.

表 3对预测均方根误差进行了比较,从表中结果

可以看出, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)序列经过变量选择后的预测

误差明显低于选择全部变量作为输入变量的情况,说

明了本文方法能够实现对Lorenz混沌时间序列特征

变量的选择及建模预测.
表 3 变量选择后的预测误差比较

序列 全部变量 变量选择结果 选择变量

𝑥(𝑡) 0.973 1 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡 − 8) 0.158 1

𝑦(𝑡) 0.534 3 𝑦(𝑡), 𝑥(𝑡 − 8), 𝑥(𝑡 − 16) 0.279 2

𝑧(𝑡) 1.042 8 𝑧(𝑡), 𝑧(𝑡 − 16), 𝑧(𝑡 − 8) 0.272 0

4.3 Housing数数数据据据建建建模模模预预预测测测

为验证本文所提出变量选择方法的有效性, 以

UCI数据中的Housing data进行仿真分析[7]. 通过每

栋房子周围代表 13个属性的统计值 (定义为输入变

量𝑋1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋13)来预测每栋房子的房价 (定义为输出

变量𝑌 ).

利用本文算法对Housing数据进行输入变量选

择,并通过GRNN网络进行回归预测. 仿真并与文献

[7]中变量选择方法, mRMR以及NMIFS变量选择算

法进行比较. 在预测模型中, 随机选取Housing数据

中 338组作为训练数据, 其余 168组作为测试数据,

表 4比较了 50次仿真均方根误差的均值与方差. 图 1

和图 2为一次运行的仿真结果, 为便于说明, 图中仅

选择其中 56个预测点的结果进行分析说明.
表 4 数据变量选择结果及预测精度

变量选择方法 选择变量结果 𝐸RMSE

全部变量 𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑋13 16.543 1±1.149 2

文献[7] 𝑋6, 𝑋13, 𝑋1, 𝑋4 4.729 8±0.539 9

mRMR 𝑋7, 𝑋6, 𝑋12𝑋13 8.002 4±0.715 0

NMIFS 𝑋13, 𝑋6, 𝑋11, 𝑋7 6.321 5±0.460 0

𝑘NN MI VS 𝑋6, 𝑋13, 𝑋1, 𝑋3 4.488 9±0.465 1
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图 1 变量选择后预测结果及误差曲线
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图 2 全部变量的预测结果及误差曲线

从仿真结果可以看出, 本文方法的预测精度最

高. 与其他变量选择方法相比,本文方法选择的变量

能够建立更为有效的预测模型.

5 结结结 论论论

本文通过对输入输出变量之间的互信息相关分

析,提出在变量选择过程中若在变量子集中增加相关

变量,则输入输出互信息的变化率较大.根据该原则,

设计了前向式变量选择算法,通过对所有变量完成遍

历, 实现了输入变量的选择.通过仿真研究验证了本

文所提出变量选择方法不仅能够有效地选择相关变

量, 而且还能去除掉冗余变量, 从而建立了较为有效

的预测模型. Lorenz混沌时间序列及Housing数据的

预测结果均表明了本文方法的有效性.
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