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摘 要: 针对混沌时间序列的多步预测, 提出了基于最大互信息 (MMI)的建模方法. 首先建立时间延迟、嵌入维

数和预测步长在相空间的最大信息量模型; 然后利用遗传算法求解并确定混沌时间序列的最佳预测结构; 最后对

Mackey-Glass系统和月太阳黑子的仿真实验表明, MMI可以确定更好的预测结构, 提高了混沌时间序列的预测精度.
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Abstract: For the multi-step-prediction of chaotic time series, a modeling method based on maximized the mutual

information(MMI) is proposed. Firstly, maximize information model in phase space with delay time, embedding dimension

and prediction step is established. Then this model can be solved by using generation algorithm(GA), which determines the

better prediction structure of chaotic time series. Finally, simulations of the Mackey-Glass system and monthly sunspot show

that MMI can determine the better prediction structure and improve the prediction accuracy of chaotic time series.
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1 引引引 言言言

随着混沌动力学理论及其应用技术研究的不断

深入, 混沌时间序列预测已成为混沌信号处理的重要

研究内容. 目前的研究主要是基于Packard[1]的相空间

重构思想和Takens[2]的嵌入定理. 即先将实际观测数

据进行相空间重构; 然后采用神经网络、支持向量机

等方法在固定的重构相空间上进行单步或多步的混

沌时间序列预测[3-6]. 在实际中, 由于无法获得混沌系

统完整的时间序列, 而且有噪声干扰的存在, 人们不

能从时间序列获得完整的系统信息, 从而不能由时间

序列通过重构较准确地还原系统空间. 这样重构的相

空间只能近似代替原混沌空间, 在其上进行的预测精

度将随着预测步长的增加而不断降低. 例如在经典的

Mackey-Glass 84步标杆预测问题中常规神经网络的

预测精度NRMSE仅为 10−1.2 ∼ 10−1.7[7]. 为了提高

多步预测效果, 人们采用变化的相空间结构进行混沌

时间序列多步预测[8-9], 但缺少一定的理论基础.

信息熵是系统整体性的一种度量, 在混沌时间序

列分析中起着重要作用[10]．田玉楚等人[11] 系统地论

述了在不变测度意义下, 将混沌系统视为一类特殊的

随机系统．赵鸿等人[12]分析了互信息在时间序列预

测中的重要作用. Papana等人[13] 分析了非线性动态

系统时间序列的互信息. 张春涛等人[6]讨论了两重构

参数具有的信息熵关系.

本文为了提高混沌时间序列多步预测的精度, 采

用变化的相空间结构, 提出了基于最大互信息 (MMI)

的相空间重构方法. 该方法通过建立时间延迟 𝜏 , 嵌

入维数𝑚和预测步长 𝑘的最大信息量模型, 对不同的

预测步长按互信息最大优化相空间重构参数, 使得相

空间结构更利于提供信息, 从而混沌系统中点的 “运

动轨迹”更易于显现. 最后通过数值实例验证了在该

方法确定的重构相空间上进行神经网络的多步预测
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精度均有较大幅度的提高, 表明了使用该方法进行多

步预测的有效性.

2 混混混沌沌沌时时时间间间序序序列列列的的的一一一般般般预预预测测测模模模型型型

设混沌系统产生的时间序列为𝑥(1), 𝑥(2), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥(𝑛), ⋅ ⋅ ⋅ , 根据嵌入定理, 总存在合适的维数𝑚, 时间

延迟 𝜏 的相空间𝑋(𝑛) = (𝑥(𝑛), 𝑥(𝑛 − 𝜏), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛 −
(𝑚 − 1)𝜏)) ∈ 𝑅𝑚, 使得重构相空间中的 “轨线”与原

混沌系统在微分同胚意义下是等价的. 即存在一个光

滑映射𝐹 : 𝑅𝑚 → 𝑅𝑚 能复原出原混沌系统的 “运动

过程”, 相空间点的轨迹表达式为

𝑋(𝑛+ 𝑘) = 𝐹 (𝑋(𝑛)). (1)

当𝑚足够大时, 式 (1)可化简为

𝑋(𝑛+ 𝑘) = 𝑓(𝑥(𝑛), 𝑥(𝑛− 𝜏), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛− (𝑚− 1)𝜏)),

(2)

其中 𝑘为预测步长.

一般的预测是先对时间序列进行相空间重构, 即

确定嵌入维数𝑚和时间 𝜏 延迟; 然后在历史数据集上

采用神经网络、支持向量机等模型进行非线性函数拟

合, 产生预测函数 𝑓 . 其明显的特征是相空间结构与

预测步长 𝑘无关. 但在实际应用中发现, 对于较短的

预测步长往往能取得较高的预测精度, 但对较长的预

测步长其效果一般较差. 正如文献 [8]中指出, 效果良

好的单步预测并不意味着良好的多步预测. 文献 [6]

也表明, 随着预测步长的增加, 相空间结构能够为将

来值提供的信息量越来越少; 且在实际的混沌系统

中, 一个系统和其他系统在不断地进行物质、能量和

信息的交换, 在较短的时间内一个系统可以近似为固

定的, 而在较长时间段上系统是在不停演变的, 其内

部机理也发生变化. 因此, 在较长时间预测步长上的

相空间结构也应发生变化. 这样, 传统的求解嵌入维

数𝑚和时间延迟 𝜏 的算法对变化的相空间结构不再

适合. 因此, 为混沌时间序列的多步预测寻找更一般

的理论依据十分重要, 下面将使用信息论知识建立多

步预测的一般模型.

3 基基基于于于最最最大大大互互互信信信息息息的的的多多多步步步预预预测测测模模模型型型

设有单变量混沌时间序列𝑥(𝑛), 𝑛 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ,

假定嵌入维数𝑚和时间延迟 𝜏 后, 对 𝑘步预测可以形

成如下的预测空间:

[𝑥(𝑛− (𝑚− 1)𝜏), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛− 𝜏), 𝑥(𝑛), ⋅ ⋅ ⋅ ;𝑥(𝑛+ 𝑘)].

(3)

记预测空间坐标向量的各分量为

𝑋1 = 𝑥(𝑛), 𝑋2 = 𝑥(𝑛− 𝜏), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑋𝑚 = 𝑥(𝑛− (𝑚− 1)𝜏), 𝑌 = 𝑥(𝑛+ 𝑘).

相空间重构即是用重构分量𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚 近

似表征原系统的各变量, 同时重构分量也可以看成

是重构相空间的坐标. 根据式 (2), 混沌时间序列预

测即是用𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚 来近似𝑌 , 预测的目标是提

高近似程度. 根据信息论知识, 要提高用𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑋𝑚 来近似𝑌 的程度, 应使得𝑌 能够从重构相空间

[𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚]中获得最大的信息量. 由此可以形

成如下的 𝑘步预测模型:

max 𝐼 = 𝐼(𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚;𝑌 ). (4)

从式 (4)可以看出, 相空间结构和预测步长具有

较强的相关性, 随着预测步长的不同, 相空间结构可

能发生变化, 因而不能使用传统的相空间重构算法求

解最佳嵌入维数𝑚和时间延迟 𝜏 . 根据互信息与熵的

关系, 将式 (4)转化为信息熵, 有

max 𝐼 = 𝐻(𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚)+

𝐻(𝑌 )−𝐻(𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑚, 𝑌 ). (5)

式 (5)是一个多元函数极值问题, 因其目标函数中的

熵函数是关于𝑚和 𝜏 的一个复杂的表达式, 目标函数

不具有梯度信息, 故用传统优化算法操作性不强. 本

文采用非数值全局优化算法—–遗传算法求解. 对 𝑘

步预测, 遗传算法求解模型的具体描述如下:

1) 编码. 参数𝑚和 𝜏 为非负整数, 采用二进制编

码.

2) 初始群体的确定. 群体规模𝑁 = 60, 采用随机

方法产生.

3) 确定适应值函数. 直接计算在 fit(𝑥)给定𝑚, 𝜏

和 𝑘的条件下互信息的值作为个体𝑥的适应度. 本文

采用矩阵标识法来计算联合熵[14].

4) 选择算子. 采用比例选择算子, 即个体在下一

代群体中的个数由该个体的适应值在种群总的适应

值中的比例来决定.

5) 交叉算子. 采用两点交叉算子, 交叉概率 𝑝𝑐 ∈
[0.7, 0.95].

6) 变异算子. 采用基本位变异算子, 变异概率 𝑝𝑚

∈ [0.01, 0.15].

7) 终止条件. 取最大迭代次数𝑇 = 100.

4 仿仿仿真真真实实实验验验

为了检验通过多步预测模型求解的有效性, 本文

使用Elman网络对混沌时间序列进行多步预测研究.

为了评价预测效果, 引入如下评判标准:

MSE =

𝑠∑
𝑡=1

[𝑦(𝑡)− 𝑦(𝑡)]2/𝑆, (6)

RMSE =
√
MSE, (7)
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NRMSE =

√√√⎷ 𝑠∑
𝑡=1

[𝑦(𝑡)− 𝑦(𝑡)]2/𝑆𝜎2, (8)

𝑒(𝑡) = 𝑦(𝑡)− 𝑦(𝑡). (9)

其中: 𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)和𝑆, 𝜎2 分别表示真实值、预测值、样

本大小和预测数据的方差.

4.1 Mackey-Glass时时时滞滞滞系系系统统统

Mackey-Glass时滞系统方程为

d𝑥

d𝑡
= 𝑎 ⋅ 𝑥(𝑡− 𝜏)

1 + 𝑥𝑐(𝑡− 𝜏)
− 𝑏𝑥(𝑡),

𝜏 = 17, 𝑎 = 0.2, 𝑏 = 0.1, 𝑐 = 10. (10)

通过Matlab的DDE23函数解得 2 000个点的时间序

列, 将前 1 500个点作为原始数据集, 后 500个点作为

预测数据集. 对不同的预测步长采用遗传算法求解

式 (5), 得到不同的重构参数如表 1所示.

表 1 不同预测步长下的重构参数

预测步长𝑘 嵌入维数𝑚 时间延迟 𝜏

4 11 6

8 10 6

12 12 4

84 13 6

为了检验多步预测模型的有效性, 这里采用

Elman网络对不同预测步长分别进行预测, 并与LS-

SVM[15]和CERNN[9]的RMSE进行比较, 所得结果如

表 2所示. 可以看出, MMI进行的多步预测取得了

最好的预测效果, 且采用变化相空间结构的MMI和

CERNN的预测精度比固定相空间结构的LS-SVM更

高. 同时还进行了Mackey-Glass 84步预测, 其NRMSE

= 0.002 1, 优于Elman网络在常用重构相空间结构

𝑚 = 4, 𝜏 = 6上的预测, 其NRMSE= 0.220 1, 也优于

文献 [7]中常规神经网络在固定相空间结构上的预

测.

表 2 多步预测的RMSE比较
步长 LS-SVM CERNN MMI

4 0.011 3 0.000 39 1.607 7 ×10−5

8 0.024 5 0.002 08 4.260 6 ×10−5

12 0.049 6 0.003 79 3.073 7 ×10−5

MMI的 84步预测效果和预测误差分别如图 1和

图 2所示.
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图 2 84步预测误差

从图 2可以看出, 84步预测误差达到 10−3, 优于

一般神经网络的预测误差. 从表 2, 图 1和图 2可以看

出, 对于确定的混沌系统—– Mackey-Glass时滞系统,

使用变化相空间结构的MMI多步预测都取得了最好

的预测效果, 说明MMI对确定混沌系统是有效的.

4.2 月月月太太太阳阳阳黑黑黑子子子时时时间间间序序序列列列预预预测测测

月太阳黑子数据来自于 SIDC(solar influences

data analysis center), 时间是 1749.1∼ 1977.3. 为了便于

比较, 本文采用与CERNN相同的训练、预测数据集.

对不同预测步长按式 (5)计算的重构参数如表 3所示.

多步预测实验与MSRN[16]和CERNN的MSE比较如

表 4所示．

表 3 月太阳黑子时间序列预测

预测步长𝑘 嵌入维数𝑚 时间延迟 𝜏

4 9 14

8 9 14

12 10 12

18 11 10

表 4 月太阳黑子多步预测的MSE比较
步长 LS-SVM CERNN MMI

4 0.008 376 0.000 847 5.849 1 ×10−4

8 0.007 813 0.002 882 0.001 7

12 0.010 803 0.005 619 0.002 2

18 0.014 645 0.008 299 0.003 4

从表 4可以看出, 对月太阳黑子数的预测, 变化

的相空间结构一般能取得较好的预测效果, MMI则

取得了更好的预测效果．说明MMI对现实中的混沌

系统也是有效的．但是由于现实系统内部机理的演

变, 使得本文的预测精度远远低于确定的混沌系统.

MMI和CERNN都采用了变化相空间结构加

Elman递归神经网络的预测模式, 而MMI采用最大

互信息对相空间进行建模, 不同于CERNN的直接

预测精度最小的相空间建模. 从表 2和表 4可以看出,

MMI的多步预测精度好于CERNN, 这是因为MMI是

基于最大互信息的相空间重构, 它能提供最大的信息

量, 有利于提高预测精度. 另外还能看出, MMI的多步

预测比CERNN的多步预测更加平稳, 这是因为混沌

的特性决定了随预测步长增加导致可预测性的降低,

但是MMI能够提供最大的信息量, 即使提供了一些
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冗余信息, 它仍能显著地改善预测性能, 使预测性能

随步长增加而缓慢降低．

5 结结结 论论论

本文针对混沌时间序列的多步预测提出了一种

基于最大互信息的相空间重构方法. 该方法改变了传

统的固定相空间模式, 对不同的预测步长以互信息最

大建立变化的相空间结构, 从而使得相空间更利于提

供信息, 更利于人们发现系统的混沌运动规律. 通过

对Mackey-Glass时滞系统和月太阳黑子的仿真实验,

表明了变化的相空间结构对确定混沌系统和现实混

沌系统是有效的. 特别是基于最大互信息的MMI, 因

其相空间能提供最大的信息量, 不仅大幅提高了混沌

时间序列的预测精度, 而且在一定程度上改善了混沌

时间序列随预测步长增加其预测效果急剧降低的性

能．
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