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摘 要: 针对航天器姿态机动过程中受几何约束的问题,提出一种控制方法使系统在满足局部约束的情况下获得较

好的全局性能.为了考虑全局性能并减少全局规划的计算代价,采用伪谱法以较少节点得到满足几何约束的路径节

点. 在局部节点跟踪控制中,通过分析航天器姿态机动所受的几何约束以及四元数在线性化状态方程中的传递形式,

设计具有保守性的几何约束凸化表达式,并给出了姿态机动预测控制律.仿真结果验证了所提出方法的可行性和有

效性.
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CHENG Xiao-jun1, CUI Hu-tao1, XU Rui2, CUI Ping-yuan2

(1. Deep Space Exploration Research Center，Harbin Institute of Technology，Harbin 150001，China；2. School

of Aerospace Engineering，Beijing Institute of Technology，Beijing 100081，China．Correspondent：CHENG Xiao-

jun，E-mail：xj cheng@yahoo.cn)

Abstract: A method considering global performance and local constraints is proposed for constraint attitude control problem.

The pseudo-spectral method, with few nodes for lower computation burden, is used as global path planner to obtain attitude

path nodes with good global performance. The local controller to track path nodes is advanced by using predictive control

method, and the convex constraint formulation with conservation is designed through the analysis of property of geometric

constraint and quaternion propagation in linearized dynamics. Simulation results show the effectiveness and feasibility of the

method.
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1 引引引 言言言

航天器在轨运行期间需要进行大量的姿态机动

来完成预定的观测、通信等定向任务, 在姿态机动
过程中要避免强光天体 (如太阳)进入某些光学敏感
器 (如红外敏感元件或弱光敏感元件等)的视场内,否
则将导致敏感元件的短暂致盲甚至损坏.同时, 在整
个机动过程中需要太阳电池阵方向矢量达到一定

要求来满足能量供给. 这些约束构成了航天器在姿
态机动过程中的几何约束[1]. 另外, 角速度的限制
以及执行机构的作用力矩有界也将对姿态机动路径

造成影响. 针对这类问题的研究, McInnes等人[1-4]将

几何约束引入势能函数的构造中,用Lypunov第二法
得出控制输入表达式, 该方法计算简单, 对星上资
源要求较少, 但该方法很难得到有界的输入和有意
义的性能指标; Frazzoli[5]应用随机规划理论求解该

问题, 以较快的搜索方式规划出可行姿态路径; 仲
维国[6]在 Frazzoli工作的基础上将姿态约束映射到罗
德里格空间中规划姿态路径, 提高了规划速度, 由
于没有考虑姿态动力学, 很难满足实际工程应用;
Kim[7-8]利用半定规划方法进行单步规划, 得到当前
时刻系统控制所需要的力矩输入, 能较好地满足约
束, 但由于采取的是单步控制方式, 在控制力矩有限
的情况下很容易违反几何约束. 然而比较遗憾的是,
以上文献中都未能较好地考虑姿态机动性能指标(时
间、能量等). 近年来,伪谱法以其对微分方程的处理
优势在航天器编队重构、轨道优化以及姿态控制等航

天领域得到了广泛应用[9-11]. Cheng等人[12]利用伪谱

法来求解该问题,较好地考虑了全局性能,但由于伪
谱法是通过非一致节点离散化处理动力学递推,很难
考虑到节点之间的路径约束, 若处理不当, 则极易违
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反需要满足的约束.

本文利用伪谱法对问题进行全局路径规划,同时
利用预测控制思想对文献 [7]进行推广, 改进其几何
约束满足的能力,并利用改进后的算法进行局部路径
节点跟踪控制, 从而在优化全局性能指标的情况下,
满足节点间的局部几何约束.

2 约约约束束束姿姿姿态态态机机机动动动问问问题题题描描描述述述

2.1 姿姿姿态态态运运运动动动状状状态态态方方方程程程

不失一般性, 本文以刚体航天器为例研究问题.
定义航天器本体固联坐标系𝑪𝐵 ,坐标原点在航天器
质心, 3轴分别与航天器主轴重合.航天器的姿态可用
惯性系𝑪𝐼到本体系𝑪𝐵的单位四元数 𝒒来表示姿态.
姿态运动学方程和动力学方程[9]为

𝒒̇ =
1

2
𝑸𝝎 =

1

2
𝜴𝒒; (1)⎧⎨⎩

𝐽1𝜔̇1 = 𝑇1 − (𝐽3 − 𝐽2)𝜔2𝜔3,

𝐽2𝜔̇2 = 𝑇2 − (𝐽1 − 𝐽3)𝜔1𝜔3,

𝐽3𝜔̇3 = 𝑇3 − (𝐽2 − 𝐽1)𝜔1𝜔2.

(2)

其中: 𝒒 = [𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3]
T, 满足归一化约束 ∥𝒒∥2 = 1;

𝝎 = [𝜔1, 𝜔2, 𝜔3]
T表示航天器相对惯性系的角速度在

本体系下的表示;

𝑸 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑞1 −𝑞2 −𝑞3

𝑞0 −𝑞3 𝑞2

𝑞3 𝑞0 −𝑞1

−𝑞2 𝑞1 𝑞0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ;

𝜴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 −𝜔1 −𝜔2 −𝜔3

𝜔1 0 𝜔3 −𝜔2

𝜔2 −𝜔3 0 𝜔1

𝜔3 𝜔2 −𝜔1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ;

𝑱 =diag(𝐽1, 𝐽2, 𝐽3)为航天器相对本体系的惯性矩阵;
𝒖 = [𝑇1, 𝑇2, 𝑇3]

T为控制力矩在本体系下的分量. 在实
际工程中,控制力矩有界,因此其动力学存在约束

∣𝑇𝑖∣ ⩽ 𝛾𝑇𝑖 . (3)

在姿态机动过程中,由于测量元件存在测量范围或为

了某些仪器的正常工作,需要将角速度幅值限定在一

定范围内,即

∣𝜔𝑖∣ ⩽ 𝛾𝜔𝑖 . (4)

2.2 几几几何何何约约约束束束

设图 1中 𝒓𝐵1表示敏感元件在本体系下的方向

矢量, 为了避免航天器在机动过程中, 强光天体光线

进入到光学敏感元件的镜头内,必须保证此类敏感器

件的视线方向矢量与太阳方向矢量之间的夹角不能

低于某一设定值,可将这种约束表示为

𝒓T
𝐵1(𝑪𝐵𝐼𝒓𝐼) ⩽ cos 𝜃1. (5)

其中: 𝒓𝐼为航天器到太阳的方向矢量在惯性系下的分
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图 1 航天器姿态机动所受几何约束示意图

量, 𝑪𝐵𝐼为航天器的姿态余弦矩阵. 将式 (3)转换成如

下四元数表示形式:

𝑪𝐵𝐼𝒓𝐼 = 𝒓𝐼 − 2𝒒T𝒒𝒓𝐼 + 2𝒒𝒒T𝒓𝐼 + 2𝑞0 ([𝒓𝐼×] 𝒒) . (6)

其中: 𝒒 = [𝑞1, 𝑞2, 𝑞3]
T为四元数矢量部分; [𝒓𝐼×]为叉

乘矩阵,具体形式为

[𝒓𝐼×] =

⎡⎢⎣ 0 −𝑟𝐼3 𝑟𝐼2

𝑟𝐼3 0 −𝑟𝐼1

−𝑟𝐼2 𝑟𝐼1 0

⎤⎥⎦ ,

以下形式相同.将式 (5)表示成更加紧凑的形式,可得

如下二次约束形式:

𝒒T𝑨𝒒 ⩽ 0, (7)

𝑨 =

[
𝑊 𝑽 T

𝑽 𝑼

]
. (8)

其中

𝑊 = 𝒓T
𝐼 𝒓𝐵1 − cos 𝜃, 𝑽 = [𝒓𝐵1×] 𝒓𝐼 ,

𝑼 = 𝒓𝐼𝑟
T
𝐵1 + 𝒓𝐵1𝒓

T
𝐼 − (

𝒓T
𝐼 𝒓𝐵1 + cos 𝜃

)
𝑰3.

假设 𝒓𝐵2为太阳电池阵在本体系下的方向矢量,为了

保证能量得到满足,需要在整个机动过程中该方向矢

量与太阳方向矢量之间的夹角不超过某一设定值,即

𝒓T
𝐵2 (𝑪𝐵𝐼𝒓𝐼) ⩾ cos 𝜃2, (9)

通过变形可得

−𝒓T
𝐵2 (𝑪𝐵𝐼𝒓𝐼) ⩽ − cos 𝜃2. (10)

最终可以得到和式 (7)相似的形式,处理方式也一样.

因此,下面的研究只针对式 (7)所表示的约束.

3 全全全局局局姿姿姿态态态机机机动动动规规规划划划

首先用𝒙 = [𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝜔1, 𝜔2, 𝜔3]
T表示姿态和

角速度,那么系统状态方程表示为

𝒙̇ = 𝑓 (𝒙) +𝑩𝒖. (11)

在机动过程中考虑能量最省的性能指标,于是将本文

所要解决的问题归纳如下:

min 𝐽 =
w 𝑡𝑓

𝑡0
𝒖T𝒖d𝑡;

s.t. 𝒙̇ = 𝑓 (𝒙) +𝑩𝒖, 𝒙 (𝑡0) = 𝒙0,

𝒙 (𝑡𝑓 ) = 𝒙𝑓 , 𝒒
T𝑨𝒒 ⩽ 0,

𝒒T𝒒 = 1, − 𝛾𝑤𝑖 ⩽ 𝜔𝑖 ⩽ 𝛾𝑤𝑖,

− 𝛾𝑢𝑖 ⩽ 𝑢𝑖 ⩽ 𝛾𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3. (12)
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按照文献 [13]中的方法, 利用基于Legendre-Gauss点

的全局插值多项式逼近状态和控制输入. 中间插值

节点表示为𝜅 = {𝜏1, 𝜏2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜏𝐾}, 𝜏𝑖 ∈ (−1, 1),以及端

点 𝜏𝐾+1 = −1,共𝐾 + 1个插值节点,有

𝒙 (𝜏) ≈ 𝑿 (𝜏) =

𝐾∑
𝑖=0

𝑳𝑖 (𝜏)𝒙 (𝜏𝑖), (13)

其中𝑳𝑖 =

𝐾∏
𝑗=0,𝑗 ∕=𝑖

𝜏 − 𝜏𝑗
𝜏𝑖 − 𝜏𝑗

.

动力学等式左边的状态微分可通过对式 (13)微

分得到,即

𝒙̇ (𝜏𝑘) ≈ 𝑿̇ (𝜏𝑘) =

𝐾∑
𝑖=0

𝑳𝑖 (𝜏𝑘)𝒙 (𝜏𝑖) = 𝑫𝑿, (14)

其中𝑫的元素𝐷𝑖,𝑘 = 𝐿̇𝑖 (𝜏𝑘). 于是,微分约束可转换

为易于解决的代数约束问题.终端状态可表示为相对

初始状态的积分,根据状态动力学有

𝒙 (𝑡𝑓 ) = 𝒙 (𝜏0) +
w 1

−1
(𝑓 (𝒙) +𝑩𝒖) d𝜏 . (15)

高斯积分离散近似为

𝒙 (𝜏𝑓 )− 𝒙 (𝜏0)− 𝑡𝑓 − 𝑡0
2

𝐾∑
𝑘=1

𝜔𝑘 (𝑓 (𝒙𝑘) +𝑩𝒖𝑘) = 0,

(16)

其中𝜔𝑘为高斯积分系数.

对于控制而言, 𝒖 (𝜏𝑖) ∈ 𝑹3没有微分形式,因此

任何满足𝒖 (𝜏𝑖) = 𝑼 (𝜏𝑖)性质的近似都可以, 但为了

形式上的统一,有

𝒖 (𝑡) ≈ 𝑼 (𝜏) =

𝐾∑
𝑖=1

𝑳̃𝑖 (𝜏)𝒖 (𝜏𝑖), 𝜏𝑖 ∈ 𝜅. (17)

于是,目标函数可表示为

𝐽 =
𝑡𝑓 − 𝑡0

2

𝐾∑
𝑖=1

𝜔𝑖𝒖 (𝜏𝑖)
T
𝒖 (𝜏𝑖). (18)

通过伪谱转换, 可将式 (12)中的积分项 (𝑎)转换成

(18), 微分项转换成 (14), 末端状态表示成 (16), 加上

(12)中原来的代数约束项,形成一个新的非线性规划

问题.对此, 通过专门的非线性规划工具箱可很容易

地求解问题的解.

值得注意的是,这种伪谱转变方法虽然利用离散

逼近将难以解决的优化控制问题转换成了容易求解

的非线性规划问题, 但也正是这种非一致离散节点,

引入了另一个问题,即对于节点之间的约束并未给出

合适的处理, 从而导致节点之间不一定满足约束, 特

别是中间稀疏节点之间更是如此. 因此,在进行全局

路径初步规划之后,需要进行满足约束的局部姿态机

动控制.

4 局局局部部部姿姿姿态态态机机机动动动控控控制制制

以全局路径规划节点为局部控制目标,在到达当

前目标节点提前设定的邻域内时,控制目标切换到下

一节点, 依次切换最终达到全局控制目标的邻域内,

从而逐步完成整个机动过程. 这种设计有助于全局性

能和局部性能的综合考虑,使全局方法和局部方法更

专注于处理各自擅长的问题,如:预测控制可选择较

少的预测步数来处理局部控制.文献 [7]利用半定规

划方法求解约束姿态机动,主要问题是性能指标对于

姿态机动过程没有实质性意义,同时一步规划控制极

易导致状态违反约束 (执行机构控制能力有限,易进

入“必碰区”[14]). 因此, 本节将利用预测控制思想推

广文献 [7]的方法, 同时对所受约束进行更深一步的

研究.

求式 (7)中矩阵𝑨的特征值为

eig (𝑨) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−1− cos 𝜃

−1− cos 𝜃

1− cos 𝜃

1− cos 𝜃

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . (19)

通过分析矩阵𝑨的特征值可知,除了 𝜃 = π的特征值

为非负以外, 其他情况都存在负数特征值.在实际工

程中 𝜃 < π, 可知矩阵𝑨为不定的. 根据凸函数以及

凸约束的判定性质[15]可知,式 (7)表示的姿态约束为

非凸约束. 具有非凸约束的规划问题通常收敛较慢,

且不易收敛到全局解,若要进行实时局部控制,需要

对其进行凸化处理.

用𝜆 = max (eig (−𝑨))表示−𝑨阵的最大特征

值, 由于 ∥𝒒∥2 = 1, 有 𝒒T ((𝜆+ 𝜀) 𝑰4) 𝒒 = 𝜆 + 𝜀, 其中

𝜀 > 0. 将其与式 (7)两边同时相加,可得

𝒒T (𝑨+ (𝜆+ 𝜀) 𝑰4) 𝒒 ⩽ 𝜆+ 𝜀. (20)

由此可知对称阵 (𝑨+ (𝜆+ 𝜀) 𝑰4)的全部特征值大于

0,即 (𝑨+ (𝜆+ 𝜀) 𝑰4)为正定阵,于是左侧关于四元数

𝒒的函数为凸函数. 根据文献 [15]可知该不等式为凸

约束. 需要对凸化映射作进一步了解,可参考文献 [7].

由于在变换过程是基于 ∥𝒒∥2 = 1的, 只要四元

数在递推过程中完全满足归一化约束,那么该凸化变

换仅仅只是一个等价变换.下面分析在四元数不满足

归一化约束的情况. 很明显有

−𝒒T ((𝜆+ 𝜀) 𝑰4) 𝒒 = − (𝜆+ 𝜀) ∥𝒒∥2 ,
然后将其代入式 (20)的两端可得

𝒒T𝑨𝒒 ⩽ −(𝜆+ 𝜀)(∥𝒒∥2 − 1).

当 ∥𝒒∥2 > 1时, −(𝜆 + 𝜀)(∥𝒒∥2 − 1) < 0, 即式 (20)

的凸化变换引入了保守性, 该保守性与 ∥𝒒∥2, 𝜆以

及 𝜀的大小有关;当 ∥𝒒∥2 < 1时,情况与前者相反,这

时有− (𝜆+ 𝜀) (∥𝒒∥2 − 1) > 0. 式 (20)表示的约束已

放大了式 (7)的范围,不再完全满足真实的几何约束.

虽然非凸约束转化成了凸约束,但状态方程的非

线性却同样影响解的收敛情况. 将式 (11)在航天器当
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前状态处进行线性化,有

𝒙̇ = 𝑓 (𝒙0) +
∂𝑓 (𝒙)

∂𝒙

∣∣∣
𝑥0

(𝒙− 𝒙0) +𝑩𝒖, (21)

进而离散化可得

𝑿 (𝑘 + 1) =

(𝑰 +Δ𝑇Λ)𝑿 (𝑘) + Δ𝑇𝑩𝒖 (𝑘) + Δ𝑇𝑭0. (22)

为了表示动力学方程和运动学方程的级联特性,

将式 (22)进一步转换成[
𝒒 (𝑘 + 2)

𝝎 (𝑘 + 1)

]
=[

𝜱1 [𝒒 (𝑘 + 1) ,𝝎 (𝑘 + 1)]
T
+𝑩1𝒖 (𝑘)+𝑭1

𝜱2 [𝒒 (𝑘 + 1) ,𝝎 (𝑘)]
T
+𝑩2𝒖 (𝑘)+𝑭2

]
. (23)

其中: 𝜱1, 𝜱2分别表示状态转移矩阵 (𝑰 +Δ𝑇Λ)的前

4行和后 3行; 𝑩1, 𝑩2分别表示控制矩阵Δ𝑇𝑩的前 4

行和后 3行; 𝑭1, 𝑭2分别表示当前时刻常数矩阵

Δ𝑇𝑭0的前 4行和后 3行.

以当前状态为初始状态, 以下一个Legendre-

Gauss路径节点处状态为末状态. 设计性能目标函

数为

𝐽 (𝑘) = 𝒒T
𝑒 (𝑘 +𝑁)𝑹𝒒𝑒 (𝑘 +𝑁)+

𝝎T
𝑒 (𝑘 +𝑁 − 1)𝜩𝝎𝑒 (𝑘 +𝑁 − 1)+

𝑁∑
𝑖=1

𝒖 (𝑘 + 𝑖− 1)
T
𝜞𝒖 (𝑘 + 𝑖− 1) , (24)

其中𝑹, 𝜩, 𝜞 为正定阵. 将上式中的部分表达式转化

为

𝐽 (𝑘) = 𝒒T (𝑘 +𝑁)𝑮𝒒 (𝑘 +𝑁)+

𝝎T
𝑒 (𝑘 +𝑁 − 1)𝜩𝝎𝑒 (𝑘 +𝑁 − 1)+

𝑁∑
𝑖=1

𝒖 (𝑘 + 𝑖− 1)
T
𝜞𝒖 (𝑘 + 𝑖− 1) , (25)

其中𝑮 = 𝑸T (𝒒𝑓𝑖)𝑪
T𝑹𝑪𝑸 (𝒒𝑓𝑖). 这里: 𝒒𝑓𝑖为第 𝑖个

目标节点, 𝑪 = diag [0, 1, 1, 1]表示对四元数取矢部,

𝑸 (𝒒𝑓𝑖) = [𝒒𝑓𝑖, (𝑞𝑓0𝑰3 + [𝒒𝑓𝑖×])T]T.

状态方程约束为

𝒒 (𝑘 + 𝑖+ 1) =

𝜱1 [𝒒 (𝑘 + 𝑖) ,𝝎 (𝑘 + 𝑖)]
T
+𝑩1𝒖 (𝑘 + 𝑖− 1) + 𝑭1,

𝝎 (𝑘 + 𝑖) =

𝜱2 [𝒒 (𝑘 + 𝑖) ,𝝎 (𝑘 + 𝑖− 1)]
T
+𝑩2𝒖 (𝑘 + 𝑖− 1) + 𝑭2,

∣𝜔𝑗 (𝑘 + 𝑖)∣ ⩽ 𝛾𝜔𝑗 , ∣𝑢𝑗 (𝑘 + 𝑖− 1)∣ ⩽ 𝛾𝑢𝑗 ,

𝑗 = 1, 2, 3; (26)

路径约束为

𝒒 (𝑘 + 𝑖+ 1)
T
(𝑨+ (𝜆+ 𝜀) 𝑰4) 𝒒 (𝑘 + 𝑖+ 1) ⩽ 𝜆+ 𝜀.

(27)

5 约约约束束束表表表达达达式式式的的的改改改进进进

由于状态方程的线性化,四元数将不再满足归一

化约束,而路径约束不等式 (27)是建立在四元数归一

化基础之上的,因此有必要对几何约束是否得到满足

进行分析.

假设𝜣和 𝜣̄分别为如下形式的反对称阵:

𝜣 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝜔0 −𝜔1 −𝜔2 −𝜔3

𝜔1 𝜔0 𝜔3 −𝜔2

𝜔2 −𝜔3 𝜔0 𝜔1

𝜔3 𝜔2 −𝜔1 𝜔0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (28)

𝜣̄ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝜔̄0 −𝜔̄1 −𝜔̄2 −𝜔̄3

𝜔̄1 𝜔̄0 𝜔̄3 −𝜔̄2

𝜔̄2 −𝜔̄3 𝜔̄0 𝜔̄1

𝜔̄3 𝜔̄2 −𝜔̄1 𝜔̄0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . (29)

这两个反对称阵之和仍为反对称阵,而其乘积也为同

形式的反对称阵. 由此可得,形如𝜣和 𝜣̄的反对称阵

的加法和乘法运算仍为相同形式的反对称阵. 为了方

便,本文称对角线元素为零,形如𝜣的反对称阵为零

反阵;对角线元素不为零,形如𝜣的反对称阵为非零

反阵.

由式 (22)和 (23)可得

𝒒𝑘+2 =

(𝑰 +Δ𝑇𝜦)

[
𝒒𝑘+1

𝝎𝑘+1

]
+

Δ𝑇
(1
2
𝜴𝑘𝒒𝑘+1 −𝜦

[
𝒒𝑘+1

𝝎𝑘

])
=

𝒒𝑘+1 +
1

2
Δ𝑇𝜴𝑘𝒒𝑘+1 +

1

2
Δ𝑇𝜦

[
𝒒𝑘+1 − 𝒒𝑘+1

𝝎𝑘+1 − 𝝎𝑘

]
=

𝒒𝑘+1 +
1

2
Δ𝑇𝜴𝑘+1𝒒𝑘+1. (30)

同样,

𝒒𝑘+3 =

(𝑰 +Δ𝑇𝜦)

[
𝒒𝑘+2

𝝎𝑘+2

]
+

Δ𝑇
(1
2
𝜴𝑘𝒒𝑘+1 −𝜦

[
𝒒𝑘+1

𝝎𝑘

])
=

𝒒𝑘+2 +
1

2
Δ𝑇𝜴𝑘𝒒𝑘+1 +Δ𝑇𝜦

[
𝒒𝑘+2 − 𝒒𝑘+1

𝝎𝑘+2 − 𝝎𝑘

]
=

𝒒𝑘+1 +
1

2
Δ𝑇𝜴𝑘+1𝒒𝑘+1 +

1

2
Δ𝑇𝜴𝑘𝒒𝑘+1+

1

2
Δ𝑇𝜴𝑘 (𝒒𝑘+2 − 𝒒𝑘+1)+

1

2
Δ𝑇𝑸𝑘+1 (𝝎𝑘+2 − 𝝎𝑘) =(
𝑰 +

1

2
Δ𝑇 (𝜴𝑘+1 +𝜴𝑘+2)+
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1

4
Δ𝑇 2𝜴𝑘𝜴𝑘+1

)
𝒒𝑘+1. (31)

假设

𝒒𝑘+𝑁−1 =
(
𝑰 +

1

2
Δ𝑇𝑪1 +

1

4
Δ𝑇 2𝜴𝑘𝑪2 + ⋅ ⋅ ⋅+(1

2
Δ𝑇

)𝑁−2

𝜴𝑁−3
𝑘 𝐶𝑁−2

)
𝒒𝑘+1. (32)

其中: 𝑪1, 𝑪2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑪𝑁−1分别为Δ𝑇/2, (Δ𝑇/2)
2
𝜴𝑘,

⋅ ⋅ ⋅, (Δ𝑇/2)
𝑁−2

𝜴𝑁−3
𝑘 的系数阵;

𝒒𝑘+𝑁 =

(𝑰 +Δ𝑇𝜦) [ 𝒒𝑘+𝑁−1𝝎𝑘+𝑁−1 ]+

Δ𝑇
(1
2
𝜴𝑘𝒒𝑘+1 −𝜦[ 𝒒𝑘+1𝝎𝑘 ]

)
=

𝒒𝑘+𝑁−1 +
1

2
Δ𝑇𝜴𝑘𝒒𝑘+1+

1

2
Δ𝑇𝜴𝑘 (𝒒𝑘+𝑁−1 − 𝒒𝑘+1)+

1

2
Δ𝑇𝜴𝑘+𝑁−1𝒒𝑘+1 − 1

2
Δ𝑇𝜴𝑘𝒒𝑘+1 =

𝒒𝑘+𝑁−1 +
1

2
Δ𝑇𝜴𝑘𝒒𝑘+𝑁−1+

1

2
Δ𝑇𝜴𝑘+𝑁−1𝒒𝑘+1 − 1

2
Δ𝑇𝜴𝑘𝒒𝑘+1 =(

𝑰 +
1

2
Δ𝑇𝜴𝑘

)(
𝑰 +

1

2
Δ𝑇𝑪1 +

1

4
Δ𝑇 2𝜴𝑘𝐶2 + ⋅ ⋅ ⋅+(1

2
Δ𝑇

)𝑁−2

𝜴𝑁−3
𝑘 𝑪𝑁−2

)
𝒒𝑘+1+

1

2
Δ𝑇𝜴𝑘+𝑁−1𝒒𝑘+1 − 1

2
Δ𝑇𝜴𝑘𝒒𝑘+1 =(

𝑰 +
1

2
Δ𝑇 (𝑪1 +𝜴𝑘+𝑁−1) +

1

4
Δ𝑇 2𝜴𝑘(𝑪2 +𝑪1)+(1

2
Δ𝑇

)3

𝜴2
𝑘 (𝑪3 +𝑪2) + ⋅ ⋅ ⋅+(1

2
Δ𝑇

)𝑁−2

𝜴𝑁−3
𝑘 (𝑪𝑁−2 +𝑪𝑁−3)+(1

2
Δ𝑇

)𝑁−1

𝜴𝑁−2
𝑘 𝑪𝑁−2

)
𝒒𝑘+1. (33)

由式 (33)可知, 除了Δ𝑇/2的系数为每次加上

上一预测步角速度形成的零反阵以及最后一项

(Δ𝑇/2)
𝑁−1

𝜴𝑁−2
𝑘 的系数总为𝜴𝑘+1外, 下一预测步

各个系数矩阵可根据上一预测步的相邻系数矩阵

相加得到. 由式 (30)和 (31), 根据式 (33)中系数关系

顺次往下递推, 可得出系数矩阵𝑪𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑁 − 1)皆为零反阵.

值得注意的是, 𝜴𝑘的奇数次连乘仍为零反阵,偶

数次连乘为对角阵,且对角线上的值相等. 对角阵与

零反阵相乘仍为零反阵. 两个不同的零反阵相乘,结

果为非零反阵,而非零反阵可表示为对角阵与零反阵

之和.因此,导致非零反阵出现的情况为存在𝜴𝑘的奇

数次连乘的项.最终可将 𝒒𝑘+𝑁表示成

𝒒𝑘+𝑁 =
(
𝑰 − 𝜌𝑰 + 𝜴̄𝑘+𝑁

)
𝒒𝑘+1. (34)

其中: 𝜴̄𝑘+𝑁为零反阵, 𝜌为一标量. 则有

∥𝒒𝑘+𝑁∥2 =

(1− 𝜌)
2 ∥𝒒𝑘+1∥2 + 𝒒T

𝑘+1𝜴̄
T
𝑘+𝑁𝜴̄𝑘+𝑁𝒒𝑘+1 ⩾

(1− 𝜌)
2 ∥𝒒𝑘+1∥2 . (35)

因此需要找到 𝜌的上界,并将式 (27)更改为

𝑞T (𝑨+ (𝜆+ 𝜀) 𝑰4) 𝒒 ⩽ (𝜆+ 𝜀) (1− 𝜌)
2 (36)

才能真正满足实际约束. 根据当前状态可以得到𝜴𝑘,

进而求出𝜴𝑛
𝑘 , 𝑛 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 −2. 结合式 (33)中的递

推系数,可很容易计算出 𝜌的上界.

6 仿仿仿真真真与与与分分分析析析

假设航天器上安装有一个红外望远镜和一个星

敏感器,在本体系下的方向矢量分别为 𝒓𝐵1, 𝒓𝐵2;太阳

方向矢量在惯性系下的分量为 𝒓𝐼 . 要求 𝒓𝐵1与 𝒓𝐼之

间的最小夹角为 𝜃1, 𝒓𝐵2与 𝒓𝐼之间的最小夹角为 𝜃2.

航天器初始姿态和角速度分别为 𝒒init, 𝝎init; 目标姿

态和角速度分别为 𝒒𝑓 , 𝝎𝑓 . 所选择初末状态均满足姿

态几何约束,初末状态之间的直接欧拉旋转路径违反

姿态约束. 星体惯性矩阵为𝑱 , 机动角速度的最大幅

值为𝜔max,控制力矩的最大幅值为𝑢max. 具体数值如

表 1所示.

表 1 仿真条件

变量 值

𝜔max 0.01 rad/s

𝑢max 1 Nm

𝒒𝑓 [0.025 8, 0.025 8, 0.025 8, 0.999]T

𝝎𝑓 [0, 0, 0]T rad/s

𝒒init [0.5, 0.5, 0.5, 0.5]T

𝝎init [0, 0, 0]T rad/s

𝑱 diag [100, 200, 300] kg ⋅ m2

𝜃1 20∘

𝜃2 20∘

𝒓𝐼 [0, 0, 1]T

𝒓𝐵1 [0.483, 0.837, 0.255 8]T

𝒓𝐵2 [0, 0.5, 0.866]T

𝑹 diag [1, 1, 1]

𝜩 diag [10, 10, 10]

𝜞 diag [0.001, 0.001, 0.001]
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图 2 利用伪谱法得到的星下点轨迹

首先进行全局规划,结果如图 2所示. 图 2中: 上

方区域为星敏感器视场, 下方区域为红外敏感器视

场. 图 2描绘了太阳在航天器质心天球上的星下点轨
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迹,包括初始状态和终端状态之间的直接欧拉旋转结

果和利用伪谱法进行全局规划的结果.将伪谱法规划

出来的Legendre-Gauss路径节点按式(13)进行拉格朗

日插值,得到中间路径. 可以看到,该路径在Legendre-

Gauss节点上满足约束, 但Legendre-Gauss节点之间

存在不满足约束的情况.
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图 3 局部节点跟踪控制下的星下点轨迹

局部节点跟踪控制仿真结果如图 3所示,采样周

期为 2 s,控制时域𝑁 = 6. 图 3中: 上方区域为星敏感

器视场,下方区域为红外敏感器视场. 从局部放大图

可以看出,太阳矢量在整个机动过程中, 并未进入到

红外望远镜和星敏感器要求的视场范围内,即在整个

机动过程中满足几何约束.

接下来采用下式计算整个机动过程中的能量消

耗:

𝑃 =

𝐾∑
𝑖=1

𝑇 (𝑖)
T
𝑇 (𝑖) .

其中: 𝑇 (𝑖)为每一控制周期上的输入力矩, 𝐾为总的

控制步数.

在相同条件下, 用文献 [7]方法和本文方法仿真

后得到的能量消耗分别为 17.588 9和 5.449 7,后者仅

为前者的 30.98%.

图 4为利用文献 [7]方法得到的太阳中心在航天

器质心天球上的星下点轨迹. 图 4中: 上方区域为星

敏感器视场,下方区域为红外敏感器视场. 从局部放

大图可以看出其存在进入红外敏感器视场的姿态节

点, 即存在违反几何约束的情况, 在控制力矩幅值设

置更小的情况下这种违反会更明显. 而本文方法能较

好地满足几何约束,如图 3所示.
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图 4 文献 [7]方法下的星下点轨迹

采样周期的选择对离散控制的控制品质影响较

大.采样周期越小,控制越趋近于连续控制,但有限的

星上计算资源期望控制周期不能太小,而当控制周期

增大到一定值后,系统将会发散.为了便于分析,选择

第 6个伪谱法规划节点作为预测控制目标,进行阶跃

仿真, 姿态四元数标部时间历程曲线如图 5所示. 从

图 5可知,在表 1中的权重矩阵𝑹, 𝜩和𝜞 下,当采样

周期为 0.5 s时, 存在较大的超调,在采样周期为 2.5 s

时, 控制品质较好; 而当持续增大采样周期到 2.95 s

时, 曲线将出现较大振荡, 继续增大将出现失稳现

象. 在控制周期为 2.5 s的情况下, 调整𝑹 = diag[10,

10, 10], 𝜩 = diag[1, 1, 1],则出现强烈振荡. 由此可知,

控制品质的好坏不但与采样周期有关,还与权重矩阵

相关,需要根据实际情况进行合理的配置以达到较好

的控制目的.
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图 5 在不同采样周期下的四元数标部时间历程曲线

7 结结结 论论论

本文针对航天器姿态机动受几何约束的问题,提

出了全局规划与局部控制相结合的方法. 利用伪谱法

求解全局姿态机动路径节点,并用基于预测控制思想

的控制方法顺次跟踪姿态节点. 此方法可在考虑姿态

机动全局性能的同时, 保证局部约束的较好满足, 从

而充分发挥全局和局部方法的优势. 预测控制思想的

引入大大减小了姿态进入“禁区”的可能性. 仿真结果

表明, 在改进局部约束满足的情况下, 本文方法在能

量耗费上仅为文献 [7]方法的 1/3.
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