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摘 要: 研究一类具有测量数据丢失的大系统分散𝐻∞控制器设计问题.针对由𝑁个子系统构成的线性离散大系

统,假设测量数据丢失满足已知概率的Bernoulli分布,采用线性矩阵不等式方法给出了分散𝐻∞控制器存在的充分

条件,所设计的控制器使得闭环系统均方指数稳定,且满足指定的𝐻∞性能指标.通过仿真例子验证了该方法的有效

性.
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Abstract: A decentralized 𝐻∞ controller design for a class of large-scale systems with missing measurements is considered

in this paper. The linear discrete-time large-scale system is modeled as interconnection of 𝑁 subsystems. The occurrence

of missing measurement is assumed to be a Bernoulli distributed sequence with known probability. Sufficient conditions for

the existence of decentralized 𝐻∞ controller are derived in terms of linear matrix inequality(LMI), such that the closed-loop

system is exponentially stable in the sense of mean square, and a prescribed 𝐻∞ performance is guaranteed. A numerical

example is also provided to show the effectiveness of the proposed design approach.
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1 引引引 言言言

许多物理系统是由相互影响、相互关联的若干

子系统按照一定组合方式构成的大系统, 其实现的

可靠性和经济性使大系统的控制方法得到了广泛研

究[1-2]. 另外,数据的网络传输以及传感器暂时失效等

原因都有可能造成测量数据丢失.因而, 对具有量测

数据丢失的大系统控制方法的研究具有重要意义.

目前, 对具有测量数据丢失的控制器和故障检

测滤波的研究已取得了一些成果[3-8], 大都采用 2种

方法: 1) 用估计值替代丢失的数据[3]; 2) 将丢失数

据作为“零”数据进行处理. 常用的有Bernoulli序列方

法[4]、马尔可夫过程[5]等. 其中Bernoulli序列方法最

为简单, 且物理意义明确. 文献 [6]对数据丢失满足

Bernoulli分布的随机离散时延系统设计了状态反馈

鲁棒𝐻∞控制器, 使得控制输出满足指定𝐻∞性能.

文献 [7-8]进一步设计了其输出反馈𝐻∞控制器. 目

前已有成果主要是针对被控对象为孤立线性离散系

统,而大系统由于互联项的存在, 使得分散控制器的

设计以及线性矩阵不等式的求解都更加困难,因此针

对此类系统的研究还未涉及.

本文采用满足Bernoulli分布的序列来描述量测

数据的丢失,针对具有测量数据丢失的线性离散大系

统设计一种𝐻∞状态反馈控制器,以线性矩阵不等式

形式给出此类大系统可分散镇定的充分条件, 并借

助Matlab工具箱中的LMI工具软件直接求解.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑一类由𝑁个子系统构成的离散大系统
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𝑥𝑖(𝑘 + 1) = 𝐴𝑖𝑥𝑖(𝑘) +𝐵𝑖𝑢𝑖(𝑘)+
𝑁∑

𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝐺𝑖𝑗𝑥𝑗(𝑘) + 𝐸𝑖𝑤𝑖(𝑘),

𝑧𝑖(𝑘) = 𝐶𝑖𝑥𝑖(𝑘) +𝐷𝑖𝑤𝑖(𝑘),

𝑦𝑖(𝑘) = 𝑥𝑖(𝑘), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁.

(1)

其中: 𝑥𝑖(𝑘) ∈ 𝑅𝑛𝑖 , 𝑢𝑖(𝑘) ∈ 𝑅𝑚𝑖 , 𝑧𝑖(𝑘) ∈ 𝑅𝑝𝑖 , 𝑦𝑖(𝑘)

∈ 𝑅𝑞𝑖 , 𝑤𝑖(𝑘) ∈ 𝑅𝑟𝑖分别为第 𝑖个子系统的状态、控制

输入、控制输出、量测输出、干扰输入向量; 𝑤𝑖(𝑘) ∈
𝑙2[0,∞); 𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝐶𝑖, 𝐷𝑖, 𝐸𝑖分别为具有相应维数的常

数矩阵; 𝐺𝑖𝑗为第 𝑗个子系统对第 𝑖个子系统的关联矩

阵.

假设系统实际测量到的状态为

𝑥̄𝑖(𝑘) = 𝛼𝑖(𝑘)𝑥𝑖(𝑘), (2)

𝛼𝑖(𝑘) ∈ 𝑅是一个满足Bernoulli分布的随机序列, 其

取值为 0和 1,且满足如下概率:

prob{𝛼𝑖(𝑘) = 1} = E{𝛼𝑖(𝑘)} := 𝛼̄𝑖,

prob{𝛼𝑖(𝑘) = 0} = 1− E{𝛼𝑖(𝑘)} := 1− 𝛼̄𝑖,
(3)

其中 0 < 𝛼̄𝑖 < 1是已知正实数.

对系统 (1)考虑分散控制器

𝑢𝑖(𝑘) = −𝐾𝑖𝑥̄𝑖(𝑘) = −𝛼𝑖(𝑘)𝐾𝑖𝑥𝑖(𝑘). (4)

将式 (4)代入 (1),整理得闭环系统⎧⎨⎩

𝑥𝑖(𝑘 + 1) = 𝐴𝑖𝑥𝑖(𝑘)− 𝛼𝑖(𝑘)𝐵𝑖𝐾𝑖𝑥𝑖(𝑘)+
𝑁∑

𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝐺𝑖𝑗𝑥𝑗(𝑘) + 𝐸𝑖𝑤𝑖(𝑘),

𝑧𝑖(𝑘) = 𝐶𝑖𝑥𝑖(𝑘) +𝐷𝑖𝑤𝑖(𝑘),

𝑦𝑖(𝑘) = 𝑥𝑖(𝑘), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁.

(5)

本文的研究目标是对系统 (1)设计状态反馈分散

控制器 (4), 使得: 1) 在𝑤(𝑘) = 0时, 闭环系统 (5)是

均方意义下指数稳定的; 2)在零初始条件下,闭环系

统 (5)的被控输出 𝑧(𝑘)满足如下𝐻∞性能指标:
∞∑
𝑘=0

E{∥𝑧(𝑘)∥2} < 𝛾2
∞∑
𝑘=0

E{∥𝑤(𝑘)∥2}. (6)

其中

𝑧(𝑘) = [ 𝑧T1 (𝑘) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑧T𝑁 (𝑘) ]T,

𝑤(𝑘) = [ 𝑤T
1 (𝑘) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑤T

𝑁 (𝑘) ]T,

𝛾 > 0为一给定的标量.

引引引理理理 1 [9] 𝑉 (𝑥(𝑘))为Lyapunov函数, 若存在常

数𝜆 ⩾ 0, 𝜇 > 0, 𝑣 > 0和 0 < 𝜓 < 1,使得

𝜇 ∥𝑥(𝑘)∥2 ⩽ 𝑉 (𝑥(𝑘)) ⩽ 𝑣 ∥𝑥(𝑘)∥2 ,
E {𝑉 (𝑥(𝑘 + 1) ∣𝑥(𝑘) )} − 𝑉 (𝑥(𝑘)) ⩽ 𝜆− 𝜓𝑉 (𝑥(𝑘)) ,

则有

E
{∥∥𝑥(𝑘)2∥∥} ⩽ 𝑣

𝜇
∥𝑥(0)∥2 (1− 𝜓)𝑘 +

𝜆

𝜇𝜓
.

3 主主主要要要结结结果果果

定定定理理理 1 给定 0 < 𝛼̄𝑖 < 1且干扰𝑤(𝑘) = 0. 如

果存在正定对称矩阵𝑃𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)和增益矩阵

𝐾𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)满足[
−𝑃 𝑄T

1

𝑄1 −𝑃−1

]
< 0, (7)

则闭环系统 (5)是均方意义下指数稳定的. 其中

𝑄1 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐴1−𝛼̄1𝐵1𝐾1

𝐺21

...

𝐺𝑁1

𝐵1𝐾1

0
...

0

𝐺12

𝐴2−𝛼̄2𝐵2𝐾2

...

𝐺𝑁2

0

𝐵2𝐾2

...

0

⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅
. . .

⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅
. . .

⋅ ⋅ ⋅

𝐺1𝑁

𝐺2𝑁

...

𝐴𝑁−𝛼̄𝑁𝐵𝑁𝐾𝑁

0

0
...

𝐵𝑁𝐾𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

[ 𝑄11 𝑄12 ]T, 𝑃 = diag{𝑃, 𝛽2𝑃},
𝑃 = diag {𝑃1, 𝑃2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃𝑁} , 𝛽 = diag {𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑁} ,
𝛽𝑖 = ((1− 𝛼̄𝑖) 𝛼̄𝑖)

1/2
, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁.

证证证明明明 当𝑤𝑘 = 0时,选取Lyapunov函数

𝑉 (𝑥(𝑘)) =

𝑁∑
𝑖=1

𝑥T𝑖 (𝑘)𝑃𝑖𝑥𝑖(𝑘). (8)

由E{𝛼𝑖(𝑘)−𝛼̄𝑖} = 0, E{(𝛼𝑖(𝑘)−𝛼̄𝑖)
2} = (1−𝛼̄𝑖)𝛼̄𝑖 =

𝛽2
𝑖 ,可得

E{𝑉 (𝑥(𝑘 + 1)∣𝑥(𝑘))} − 𝑉 (𝑥(𝑘)) =

𝑁∑
𝑖=1

(
𝐴𝑖𝑥𝑖(𝑘)− 𝛼̄𝑖𝐵𝑖𝑘𝑖𝑥𝑖(𝑘) +

𝑁∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝐺𝑖𝑗𝑥𝑗(𝑘)
)T

×

𝑃𝑖

(
𝐴𝑖𝑥𝑖(𝑘)− 𝛼̄𝑖𝐵𝑖𝑘𝑖𝑥𝑖(𝑘) +

𝑁∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝐺𝑖𝑗𝑥𝑗(𝑘)
)
+

𝑁∑
𝑖=1

𝛽2
𝑖 (𝐵𝑖𝑘𝑖𝑥𝑖(𝑘))

T𝑃𝑖(𝐵𝑖𝑘𝑖𝑥𝑖(𝑘))−
𝑁∑
𝑖=1

𝑥T𝑖 (𝑘)𝑃𝑖𝑥𝑖(𝑘)=

𝑥T(𝑘)(𝑄T
1 𝑃𝑄1 − 𝑃 )𝑥(𝑘) = 𝑥T(𝑘)𝜃1𝑥(𝑘). (9)

由 Schur补引理知,式 (7)成立等价于 𝜃1 < 0,此时有

E{𝑉 (𝑥(𝑘 + 1)∣𝑥(𝑘))} − 𝑉 (𝑥(𝑘)) <

− 𝛾

𝜎
𝑉 (𝑘) = −𝜓𝑉 (𝑘). (10)

其中

0 < 𝛾 < min{𝜆min(−𝜃1), 𝜆max(𝑃 )},
𝜎 = 𝜆max(𝑃 ), 𝜓 =

𝛾

𝜎
∈ (0, 1).

由引理 1可得闭环系统 (5)是均方意义下指数稳

定的. 2
由于式 (7)不是线性矩阵不等式, 下面给出其相
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应的求解方法,将其转化为线性矩阵不等式来求解矩

阵𝑃𝑖,𝐾𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 .

定定定理理理 2 给定 0 < 𝛼̄𝑖 < 1且扰动𝑤(𝑘) = 0. 如

果存在正定对称矩阵𝑀和增益矩阵𝑁满足线性矩阵

不等式 ⎡⎢⎣ −𝑀 𝑀𝑄T
11 𝛽𝑀𝑄T

12

𝑄11𝑀 −𝑀 0

𝛽𝑄12𝑀 0 −𝑀

⎤⎥⎦ < 0, (11)

则闭环系统 (5)是均方意义下指数稳定的. 其中

𝑄11𝑀 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴1𝑀1 − 𝛼̄𝐵1𝑁1 𝐺12𝑀2

𝐺21𝑀1 𝐴2𝑀2 − 𝛼̄𝐵2𝑁2

...
...

𝐺𝑁1𝑀1 𝐺𝑁2𝑀2

→

←

⋅ ⋅ ⋅ 𝐺1𝑁𝑀𝑁

⋅ ⋅ ⋅ 𝐺2𝑁𝑀𝑁

. . .
...

⋅ ⋅ ⋅ 𝐴𝑁𝑀𝑁 − 𝛼̄𝐵𝑁𝑁𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝛽𝑄12𝑀 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝛽1𝐵1𝑁1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

0 𝛽2𝐵2𝑁2 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

...
. . .

...

0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 𝛽𝑁𝐵𝑁𝑁𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
证证证明明明 式 (7)两端同乘正定对称矩阵

diag{𝑃−1, 𝐼𝑛, 𝛽𝐼𝑛}, (12)

其中 𝐼𝑛为
𝑁∑
𝑖=1

𝑛𝑖维单位矩阵. 定义

𝑀 = diag{𝑀1,𝑀2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀𝑁} = 𝑃−1 =

diag{𝑃−1
1 , 𝑃−1

2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃−1
𝑁 },

𝑁 = diag{𝑁1, 𝑁2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁𝑁} = 𝐾𝑃−1 =

diag{𝐾1𝑃
−1
1 ,𝐾2𝑃

−1
2 , ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾𝑁𝑃

−1
𝑁 }. (13)

式 (7)等价于 (11).

由线性矩阵不等式 (11)求解可得矩阵𝑀和𝑁 ,

进而由𝑃 =𝑀−1, 𝐾 = 𝑁𝑃 可求得矩阵𝑃 和𝐾. 2
定定定理理理 3 给定 0 < 𝛼̄𝑖 < 1, 如果存在正定对称

矩阵𝑃𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)和增益矩阵𝐾𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑁)满足 [

−𝑃 𝑄T
2

𝑄2 − ¯̄𝑃
−1

]
< 0, (14)

则闭环系统 (5)是均方意义下指数稳定的且具有给定

的𝐻∞特性. 其中

𝑄2 =

[
𝑄T

11 𝑄T
12 𝐶T 0

𝐸T 0 𝐷T −𝛾𝐼𝑟

]T

,

𝑄11 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴1−𝛼̄1𝐵1𝐾1 𝐺12 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐺1𝑁

𝐺21 𝐴2−𝛼̄2𝐵2𝐾2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐺2𝑁

...
...

. . .
...

𝐺𝑁1 𝐺𝑁2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐴𝑁−𝛼̄𝑁𝐵𝑁𝐾𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑄12 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐵1𝐾1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

0 𝐵2𝐾2 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

...
. . .

...
0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐵𝑁𝐾𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,
¯̄𝑃 = diag{𝑃, 𝛽2𝑃, 𝐼𝑝, 𝐼𝑟}, 𝐸 = diag{𝐸1, 𝐸2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐸𝑁},
𝐶 = diag{𝐶1, 𝐶2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐶𝑁}, 𝑃 = diag{𝑃, 0𝑁},
𝐷 = diag{𝐷1, 𝐷2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷𝑁},
𝑃 = diag{𝑃1, 𝑃2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃𝑁}, 𝛽 = diag{𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽𝑁},
𝛽𝑖 = ((1− 𝛼̄𝑖)𝛼̄𝑖)

1/2, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁,

𝐼𝑝, 𝐼𝑟分别为
𝑁∑
𝑖=1

𝑝𝑖,

𝑁∑
𝑖=1

𝑟𝑖维的单位矩阵.

证证证明明明 当𝑤(𝑘) = 0时,式 (14)包含 (7),因而闭环

系统 (5)是均方意义下指数稳定的.

当𝑤(𝑘) ∕= 0时,选取Lyapunov函数

𝑉 (𝑥(𝑘)) =

𝑁∑
𝑖=1

𝑥T𝑖 (𝑘)𝑃𝑖𝑥𝑖(𝑘), (15)

进而

E{𝑉 (𝑥(𝑘 + 1)∣𝑥(𝑘))} − 𝑉 (𝑥(𝑘))+

E{𝑧T(𝑘)𝑧(𝑘)} − 𝛾2E{𝑤T(𝑘)𝑤(𝑘)} =
𝜂T(𝑘)(𝑄T

2
¯̄𝑃𝑄2 − 𝑃 )𝜂(𝑘) = 𝜂T(𝑘)𝜃2𝜂(𝑘),

其中 𝜂(𝑘) = [𝑥(𝑘)T 𝑤(𝑘)T]T. 由Schur补引理,式 (14)

成立,即有 𝜃2 < 0,此时
∞∑
𝑘=0

E{𝑧T(𝑘)𝑧(𝑘)} <

𝛾2
∞∑
𝑘=0

E{𝑤T(𝑘)𝑤(𝑘)}+ E{𝑉 (0)} − E{𝑉 (∞)}.

因为系统初始值为零可得E{𝑉 (0)} = 0,又由于系统

是均方意义下指数稳定的,得
∞∑
𝑘=0

E{∥𝑧(𝑘)∥2} < 𝛾2
∞∑
𝑘=0

E{∥𝑤(𝑘)∥2}. 2
定定定理理理 4 给定 0 < 𝛼̄𝑖 < 1,如果存在正定对称矩

阵𝑀和增益矩阵𝑁满足线性矩阵不等式⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−𝑀 0 𝑀𝑄T
11 𝛽𝑀𝑄T

12 𝑀𝐶T −𝛾𝐼𝑟
0 0 𝐸T 0 𝐷T 0

𝑄11𝑀 𝐸 −𝑀 0 0 0

𝛽𝑄12𝑀 0 0 −𝑀 0 0

𝐶𝑀 𝐷 0 0 −𝐼𝑝 0

−𝛾𝐼𝑟 0 0 0 0 −𝐼𝑟

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0,

(16)

其中𝑄11𝑀和 𝛽𝑄12𝑀同式 (13), 则闭环系统 (5)是均
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方意义下指数稳定的,并且具有给定的𝐻∞特性.

证证证明明明 不等式 (14)两端同乘以矩阵

diag{𝑃−1, 𝐼𝑟, 𝐼𝑛, 𝛽𝐼𝑛, 𝐼𝑝, 𝐼𝑟} > 0,

与定理 2证明类似可得结论. 2
4 仿仿仿真真真例例例子子子

考虑如下包含两个子系统的线性离散大系统:⎧⎨⎩

𝑥1(𝑘 + 1) =

[
0 1

1 0.5

]
𝑥1(𝑘) +

[
1

1

]
𝑢1(𝑘)+[

0.5 0.2

0.5 0.2

]
𝑥2(𝑘) +

[
1 0

0 1

]
𝑤1(𝑘),

𝑧1(𝑘) = [0 1]𝑥1(𝑘) = 𝐶1𝑥1(𝑘),

𝑦1(𝑘) = 𝑥1(𝑘);⎧⎨⎩

𝑥2(𝑘 + 1) =

[
0 1

0.5 1

]
𝑥2(𝑘) +

[
2

1

]
𝑢2(𝑘)+[

0.2 0.5

0.5 0.2

]
𝑥1(𝑘) +

[
1 0

0 1

]
𝑤2(𝑘),

𝑧2(𝑘) = [0 1]𝑥2(𝑘)𝑤2(𝑘) = 𝐶2𝑥2(𝑘),

𝑦2(𝑘) = 𝑥2(𝑘).

选取干扰输入向量𝑤1(𝑘) = 𝑤2(𝑘) = 0.01 ×
[sin(100𝑘) sin(100𝑘)]T, 初始状态𝑥1(0) = [1 1]T,

𝑥2(0) = [−1 −1]T. 假设Bernoulli分布的随机序列

满足E{𝛼1(𝑘)∣𝛼1(𝑘) = 1} = E{𝛼2(𝑘)∣𝛼2(𝑘) = 1} =

0.9,对于给定 𝛾 = 1,通过求解定理 4中的线性矩阵不

等式 (16),可得

𝑀1=

[
1.377 3 0.007 9

0.007 9 1.333 5

]
, 𝑀2=

[
2.052 7 −0.668 6
−0.668 6 1.531 9

]
,

𝑁1 = [0.831 1 1.011 5], 𝑁2 = [−0.074 1 0.982 5].

进而可求得

𝑃1 =

[
0.726 1 −0.004 3
−0.004 3 0.749 9

]
, 𝑃2 =

[
0.567 9 0.247 9

0.247 9 0.761 0

]
,

𝐾1 = [0.599 1 0.754 9], 𝐾2 = [0.201 5 0.729 3].

基于Matlab的LMI工具箱, 得到闭环系统的控

制输出如图 1和图 2所示,可以验证
∞∑
𝑘=0

E{∥𝑧(𝑘)∥2}<

𝛾2
∞∑
𝑘=0

E{∥𝑤(𝑘)∥2}, 满足指定的𝐻∞性能. 同时, 当

𝑤1(𝑘) = 𝑤2(𝑘) = 0时, 基于Matlab软件可以验证

闭环系统所有状态均方意义下指数稳定.
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图 1 控制输出𝒛1(𝒌)的动态响应
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图 2 控制输出𝒛2(𝒌)的动态响应

5 结结结 论论论

针对量测数据丢失满足已知概率Bernoulli分布

的一类线性离散大系统,本文设计了其基于状态反馈

的分散𝐻∞控制器. 通过求解线性矩阵不等式, 给出

了此类大系统可分散镇定的充分条件,所设计的控制

器使得闭环系统是均方意义下指数稳定,且具有给定

的𝐻∞性能.
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