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摘 要: 针对径向基函数 (RBF)神经网络构造时其结构和参数难以确定的问题,结合可拓理论对输入样本和基函数

的中心向量建立物元模型,并借鉴第 2类型可拓神经网络 (ENN2)的聚类思想,根据样本分布,采用可拓分析及可拓

变换动态调整隐节点数目和基函数中心,从而提出基于可拓理论的RBF (ERBF)神经网络. 同时,通过UCI标准数据

集进行了测试,并通过应用实例进行了验证,结果表明, ERBF结构和参数的确定方法简单、收敛速度快,且泛化精

度、鲁棒性和稳定性均显著提高.
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Abstract：：：During the construction process of radical basis function(RBF) neural network, the structure and parameters

are hard to be determined. Therefore, combining with the extension theory, an extension theory-based RBF(ERBF) neural

network is proposed, in which the matter-element models including input samples and center vectors of the basis function

are established, the clustering method of extension neural network type 2(ENN2) is introduced, and the hidden layer

nodes number and center vectors of the basis function are dynamically adjusted by using extension analysis and extension

transformation according to the sample distribution. Meanwhile, UCI standard data sets are tested, and application object is

validated. Through the verification and comparison, the proposed ERBF algorithm has the advantages of simple calculation

and fast convergence, which significantly enhances the generalization accuracy, robustness and stability.
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1 引引引 言言言

过程工业具有高维数、强关联和非线性等特点,

其过程模型越来越复杂, 求解难度越来越大.以网络

结构简单、非线性全局逼近能力强以及收敛速度快

等优点著称的径向基函数 (RBF)神经网络[1]在建模

中得到了广泛应用,而决定RBF结构的主要因素有 2

个: 网络隐含层神经元的数目及其中心向量和宽度;

隐含层与输出层的连接权值[2-3]. 然而,如何有效地确

定其网络结构和参数, 虽然已有大批学者致力于此,

但一直没有得到公认的、有效的解决方法.

可拓理论[4]作为新型的人工智能技术, 采用形

式化模型讨论事物拓展的可能性以及开拓创新的规

律和方法, 近几年在经济、管理、控制和决策等领域

得到研究和应用. 其中基于可拓理论的神经网络技

术[5]是继模糊神经网络、进化神经网络之后的又一新

型网络. 以台湾学者王孟辉为代表的多位专家近几

年通过融合可拓理论和神经网络技术的优点,提出了

双权值连接结构, 并形成了多种ENN[6-8]类型. 与传

统神经网络采用梯度下降法不同, ENN权值训练过

程基于可拓距离根据相应公式进行调整,该类型网络

结构简单, 权值意义清晰明了, 对基于区间的分类和

聚类问题特别有效,可细分为本质为分类的监督学习

算法ENN 1和本质为聚类的非监督学习算法ENN 2.

其中ENN 2无需事先确定聚类数目,对新数据有很好
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的自适应性, 在聚类过程中保持了稳定性和灵活性.

而RBF研究的重点是对输入样本的聚类. 基于此,本

文通过建立输入变量和隐含层基函数中心向量的物

元模型, 采用可拓分析和可拓变换,根据样本分布动

态调整隐含层节点数目和基函数中心向量,进而计算

每个基函数的宽度,最终探索出基于可拓理论的RBF

神经网络. 同时采用UCI标准数据集进行验证,并推

广应用于精对苯二甲酸 (PTA)溶剂系统过程建模.结

果表明,此方法合理、有效、实用.

2 基基基于于于可可可拓拓拓理理理论论论的的的RBF神神神经经经网网网络络络
RBF为前馈式神经网络,只有一个隐含层,其隐

含层节点数目通常根据经验或试凑确定, 因此带有

很大的主观性. 针对此问题,借鉴ENN 2聚类思想,运

用可拓变换动态调整隐含层节点数目和基函数的中

心,形成基于可拓理论的RBF神经网络 (ERBF).其中

可拓理论采用形式化的模型 (物元、事元、关系元),利

用其可拓性和基本变换描述事物变化,为问题求解提

供策略.可拓性 (发散性、可扩性、相关性、蕴含性)用

于拓展解决问题的方向,基本变换 (置换、增删、扩缩

和分解), 变换运算 (积变换、与变换、或变换和逆变

换)及复合变换用于消解问题解决过程中发生的矛

盾,从而生成多种解决方案[9-10].

RBF神经网络研究的重点是输入空间的数据聚

类. 本文首先采用多维物元模型描述各输入样本,并

图 1 可拓聚类过程流程

运用可拓理论中变换的可组合性,通过删减变换和扩

缩变换组合实现归一化; 其次, 采用多维物元模型描

述中心向量, 设置距离参数阈值, 通过对第 1个样本

进行复制变换获得第 1个聚类中心,同时对中心物元

的对象实施主动变换, 引起对应特征值的传导变换;

再次, 将可拓学中距的定义扩展到𝑛维物元中, 得到

扩展的可拓距公式,并根据此公式计算出样本和所有

已存在中心的最小可拓距,据此判断样本是否属于当

前已存在的类,然后分情况运用置换变换进行中心和

权值的调整,直到所有的聚类过程收敛;最后,计算宽

度, 并运用LMS算法进行隐含层和输出层的权值调

整. 其中可拓聚类过程的流程如图 1所示.

基于以上可拓聚类流程, ERBF算法步骤如下:

1）建立输入样本的多维物元模型,并求取各个

特征的最大、最小值. 第 𝑖个输入样本的多维物元模

型表示如下:

𝑅𝑋𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑋𝑖 𝑎1 𝑥𝑖1

𝑎2 𝑥𝑖2

...
...

𝑎𝑛 𝑥𝑖𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁𝑠; (1)

𝑥𝑗,max = max{𝑥𝑖𝑗}, 𝑥𝑗,min = min{𝑥𝑖𝑗},
𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (2)

其中: 𝑛为样本特征个数, 𝑁𝑠为样本总数, 𝑋𝑖为第 𝑖个

样本, 𝑎𝑗为𝑋𝑖的第 𝑗个特征, 𝑥𝑖𝑗为第 𝑖个样本关于第 𝑗

个特征的值, 𝑥𝑗,max和𝑥𝑗,min为第 𝑗个特征的最大、最

小值.

因各变量描述对象不同,量纲不统一,将导致各

变量对网络训练的贡献不同,因此通过对𝑅𝑋𝑖实施删

减变换和扩缩变换的组合实现归一化.

𝑥
(1)
𝑖𝑗

= 𝑇1𝑥𝑖𝑗 = 𝑥𝑖𝑗 − 𝑥𝑗,min;

𝑥
(2)
𝑖𝑗

= 𝑇2𝑥
(1)
𝑖𝑗

= 𝛼𝑥
(1)
𝑖𝑗

, 𝛼 = 1/(𝑥𝑗,max − 𝑥𝑗,min);

𝑅𝑁𝑋𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑁𝑋𝑖 𝑎1 𝑥

(2)
𝑖1

𝑎2 𝑥
(2)
𝑖2

...
...

𝑎𝑛 𝑥
(2)
𝑖𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 𝑇1𝑇2𝑅𝑋𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑁𝑋𝑖 𝑎1 (𝑥𝑖1 − 𝑥1,min)/(𝑥1,max − 𝑥1,min)

𝑎2 (𝑥𝑖2 − 𝑥2,min)/(𝑥2,max − 𝑥2,min)
...

...

𝑎𝑛 (𝑥𝑖𝑛 − 𝑥𝑛,min)/(𝑥𝑛,max − 𝑥𝑛,min)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (3)

其中: 𝑇1为删减变换, 𝑇2为扩缩变换, 𝑇1𝑇2为变换𝑇1

与𝑇2的组合, 𝑁𝑋𝑖为归一化后的第 𝑖个样本, 𝑎𝑗为

𝑁𝑋𝑖的第 𝑗个输入特征, 𝑥(2)
𝑖𝑗
为第 𝑖个样本关于第 𝑗个

特征的值.

2)采用多维物元模型规范化描述基函数中心向
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量,运用经典域描述各特征取值的上、下限,如下式所

示:

𝑅𝐶𝑘
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐶𝑘 𝑎1 𝑐𝑘1

𝑎2 𝑐𝑘2

...
...

𝑎𝑛 𝑐𝑘𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐶𝑘 𝑎1 ⟨𝑐𝐿𝑘1

, 𝑐𝑈𝑘1
⟩

𝑎2 ⟨𝑐𝐿𝑘2
, 𝑐𝑈𝑘2

⟩
...

...

𝑎𝑛 ⟨𝑐𝐿𝑘𝑛
, 𝑐𝑈𝑘𝑛

⟩

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , ℎ. (4)

其中: 𝐶𝑘为第 𝑘个聚类的中心,即第 𝑘个基函数的中

心向量; 𝑎𝑗为𝐶𝑘的第 𝑘个特征; 𝑐𝑘𝑗为第 𝑘个聚类关

于第 𝑗个特征的值; 𝑉𝑘𝑗 = ⟨𝑐𝐿𝑘𝑗
, 𝑐𝑈𝑘𝑗

⟩为特征 𝑎𝑗的经典

域, 𝐿为下限值, 𝑈为上限值; ℎ为聚类中心的数目.

3)为度量聚类中心和期望边界距离,设置距离参

数阈值 𝜃,此值一般根据样本分布等先验知识或实验

法确定. 定义 𝑐𝐿𝑘𝑗
= 𝑐𝑘𝑗 − 𝜃, 𝑐𝑈𝑘𝑗

= 𝑐𝑘𝑗 + 𝜃,𝑀ℎ为第ℎ个

聚类中样本的数目.

读取第 𝑖 (𝑖= 1)个样本, 创建第 1个类, 初始化ℎ

= 1,𝑀ℎ = 1, 采用𝑅𝑁𝑋1复制变换获得第 1个类中心,

即对对象𝑁𝑋𝑖实施主动变换𝑇𝑁𝑋𝑖𝑁𝑋𝑖=𝐶ℎ,引起量

值传导变换𝑁𝑋𝑖𝑇𝑥
(2)
𝑖𝑗

𝑥
(2)
𝑖𝑗

=𝑐ℎ𝑗 .

𝑅𝐶ℎ
= 𝑇𝑁𝑋𝑖→𝐶ℎ

𝑅𝑁𝑋𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐶ℎ 𝑎1 𝑥

(2)
𝑖1

𝑎2 𝑥
(2)
𝑖2

...
...

𝑎𝑛 𝑥
(2)
𝑖𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (5)

4) 定义多维物元空间中点和区间的距. 可拓学

通过定义点𝑥和区间𝑋0 = ⟨𝑎, 𝑏⟩的距 𝜌, 将点与区间

的位置关系用定量形式精确刻画,使人们从“类内即

为同”发展到类内也有程度区别的定量描述. 但是,此

公式只适用于一维物元,无法描述多维物元空间中的

点与区间的关系.为克服这一局限性, 借鉴可拓学中

距的概念, 本文对距的定义进行扩展, 提出了𝑛维空

间中点与区间距的表达式如下:

𝑑(𝑁𝑋𝑖, 𝐶𝑘) =

𝑛∑
𝑗=1

𝛼𝑗𝜌(𝑥
(2)
𝑖𝑗

, ⟨𝑐𝐿𝑘𝑗
, 𝑐𝑈𝑘𝑗

⟩) =

𝑛∑
𝑗=1

𝛼𝑗 [∣𝑥(2)
𝑖𝑗

− 𝑐𝑖𝑗 ∣ − (𝑐𝑈𝑘𝑗
− 𝑐𝐿𝑘𝑗

)/2]. (6)

其中: 𝛼𝑗为权系数,用以衡量各个变量重要性的程度,

当各变量的重要性程度差别较大时,可考虑采用层次

分析法等来确定. 为了避免盲目设置权系数带来的种

种问题,这里将权重平均分配,选取𝛼𝑗=1/𝑛.

与ENN2[7]中提出的可拓距离公式相比,尽管本

文的公式更加简化, 但能够实现相同的目的, 即衡量

样本与中心的距离时, 同时引入了权系数, 考虑问题

更加全面. 由式 (6)可知, 当样本𝑋𝑖越接近聚类中心

𝐶𝑘时, 可拓距越小; 越远离𝐶𝑘时, 可拓距越大; 当样

本的值等于𝐶𝑘时,可拓距最小,为−𝜃.

5) 读入下一个样本向量𝑋𝑖, 对已经存在的ℎ个

聚类,采用式 (6)计算第 𝑖个样本与其中第 𝑘个聚类中

心的距离. 从获取的ℎ个距中,采用下式查找与第 𝑖个

样本距离最近的聚类编号𝑚:

𝑑𝑚 = min{𝑑(𝑁𝑋𝑖, 𝐶𝑘)}, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , ℎ. (7)

其中: 𝑑(𝑁𝑋𝑖, 𝐶𝑘)为第 𝑖个样本与第 𝑘个聚类中心的距

离, 𝑑𝑚为第 𝑖个样本与所有已经存在聚类的最小距离.

6)如果 𝑑𝑚 > 0,表明第 𝑖个样本不属于已经存在

的所有聚类,需增加 1个新聚类,则ℎ=ℎ + 1,𝑀ℎ=1,

采用式 (5)的复制变换确定该聚类中心; 反之, 表明

第 𝑖个样本属于第𝑚个聚类中心, 则𝑀𝑚 =𝑀𝑚 + 1.

根据当前的样本分布特征,通过下式所示的置换变换

更新第𝑚个聚类中心:

𝑐𝑚𝑗 = 𝑇𝑐𝑚𝑗 =
𝑐𝑚𝑗 ∗ (𝑀𝑚 − 1) + 𝑥

(2)
𝑖𝑗

𝑀𝑚
,

𝑅𝐶𝑚 = 𝑇𝑅𝐶𝑚 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐶𝑚 𝑎1
𝑐𝑖1 ∗ (𝑀𝑚 − 1) + 𝑥

(2)
𝑖1

𝑀𝑚

𝑎2
𝑐𝑖2 ∗ (𝑀𝑚 − 1) + 𝑥

(2)
𝑖2

𝑀𝑚
...

...

𝑎𝑛
𝑐𝑖𝑛 ∗ (𝑀𝑚 − 1) + 𝑥

(2)
𝑖𝑛

𝑀𝑚

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (8)

7) 重新判断第 𝑖个样本之前所有样本的聚类中

心是否发生跳转. 若其中第 𝑗个样本从聚类中心 𝑘变

化到𝑚,则𝑀𝑚=𝑀𝑚 + 1,𝑀𝑘=𝑀𝑘 − 1,采用式 (8)更

新第𝑚个聚类中心,同时采用加减号互换修正式 (8),

据此更新第 𝑘个聚类中心. 如此循环,直到所有样本

聚类中心不发生变动.学习过程只需调整聚类 𝑘和聚

类𝑚所对应的权值, 能够快速适应新的和重要的信

息.

8) 设置 𝑖= 𝑖 + 1, 重复第 5)∼第 7)步, 直到对比

完所有样本和已经存在的聚类中心. 如果聚类过程收

敛,则进入下一步;否则,回到第 3)步,调整阈值.

9)设置隐含层节点数目等于聚类的数目ℎ,选择

高斯函数作为基函数,将各个聚类中心设为基函数中

心向量, 按最近邻中心距离的 1∼ 2倍计算每个基函

数宽度 𝛿𝑖; 然后, 采用最小均方算法求取隐含层到输

出层之间的权值.

从上述步骤可以看出,相比RBF, ERBF对输入样

本的聚类过程进行了优化,允许对重要的和新的数据

进行自适应学习,兼顾了稳定性和灵活性, 物理意义

清晰,能更好地模拟人脑神经系统的思维过程, 具有

较强的学习和推理能力,并且能在学习过程中不断积
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累和完善,具有较强的自适应能力.

3 实实实验验验测测测试试试

为验证ERBF算法的有效性和稳定性,选取UCI

数据库中的 Friedman#1函数及Housing数据集进行

测试,其各自属性如表 1所示. 其中Friedman#1数据

集中每个输入向量含有 5个分量,由下式产生:

𝑦 =10 sin(π𝑥𝑖𝑥2) + 20(𝑥3 − 0.5)2+

10𝑥4 + 5𝑥5 + 𝜀. (9)

式中: 分量𝑋𝑖(𝑖=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, 5)服从 [0, 1]上的均匀分布,

𝜀服从正态分布𝑁(0, 1).

表 1 数据测试集的属性

Test Data Sets Total Sample Number (Training / Generalization) Input Variable Number Output Variable Number

Friedman#1 1 400 (934 / 466) 5 1

Housing 506 (400 / 106) 13 1

3.1 Friedman#1实实实验验验测测测试试试

选取 Friedman#1数据集进行函数拟合测试, 表

2列出了ERBF网络的各项性能指标随参数 𝜃的变化

情况.

表 2 参数𝜽与隐含层节点数目的关系

𝜃 0.1 0.15 0.2 0.25

Hidden Layer Nodes Number 302 85 34 20

Recall Error /% 4.31 6.55 10.14 18.31

Recall Standard Deviation 0.038 6 0.060 5 0.094 0 0.151 2

Generalization Error /% 6.72 7.76 11.29 17.66

Generalization Standard Deviaton 0.068 3 0.071 8 0.114 9 0.141 4

𝜃是ERBF中的重要参数, 其选取直接影响网络

的结构和精度.从表 2可以看出,随着 𝜃增大,隐含层

节点数目减少,回想和泛化误差、标准差增大,精度降

低, 稳定性变差. 可见 𝜃的选取要综合权衡网络复杂

度和精度,即在达到精度要求的情况下尽可能使网络

结构简单.

为验证ERBF算法性能, 将ERBF与基于 𝑘均值

聚类的RBF神经网络设计方法进行比较. 表 3记录了

两种算法第 2阶段训练的迭代次数、回想的相对误差

和标准偏差、泛化的相对误差和标准偏差. 其中: 𝜃设

置为 0.15, ERBF隐含层节点数目为 85. 为更好地比

较算法精度,将RBF隐含层节点数目也设置为 85,以

保证网络结构相同.

表 3 Friedman#1数据集上RBF和ERBF测试结果对比

Friedman#1 Dataset RBF ERBF

Iteration Times 1 000 243

Recall Error /% 8.31 6.55

Recall Standard Deviation 0.072 4 0.060 5

Generalization Error /% 9.51 7.76

Generalization Standard Deviation 0.140 0 0.071 8

从表 3可以看出,在Friedman#1数据集上, ERBF

算法相比RBF具有更高的训练和泛化精度,且训练时

间更短, 标准偏差更小, 稳定性更佳. ERBF只需 243

次训练即可达到精度要求,反映出ERBF在聚类阶段

确定的中心向量更接近真实值,为第 2阶段训练奠定

了基础,故在网络结构相同的条件下,可以更快收敛.

3.2 Housing实实实验验验测测测试试试

从UCI机器学习数据库中选择Housing数据集,

采用ERBF算法与文献 [11]提出的两种输入变量和

基函数同步选择的RBF改进算法进行对比,其中 𝜃设

置为 0.07. 表 4列出了各算法中选择的输入变量和基

函数的数目以及回想相对误差和泛化相对误差.

表 4 Housing数据集上实验结果对比

Housing Datasets Algorithm 1[11] Algorithm 2[11] ERBF

Number of Inputs 12 13 13

Number of Basic Functions 152 227 66

Recall Error /% 0.13 0.12 0.12

Generalization Error /% 0.15 0.18 0.146

由表 4可看出,与文献 [11]提出的RBF改进算法

相比, ERBF网络结构更加简单,回想和泛化误差更小.

ERBF回想标准差为 0.126 8, 泛化标准差为 0.154 9.

标准差很小说明该算法稳定性很好.

4 应应应用用用实实实例例例

为进一步验证ERBF的实用价值,将其推广应用

于中石化某 PTA溶剂系统过程建模,用于预测PTA溶

剂系统中共沸塔塔顶醋酸含量,为PTA生产工艺优化

奠定基础. PTA溶剂系统是 PTA生产过程中的一个重

要环节, 主要用于提纯 PTA氧化工段的醋酸.选取影

响醋酸消耗量的 17个主要因素[12]作为输入变量. 由

于醋酸含量不易测量,常采用共沸精馏塔塔顶的电导

率来间接反应醋酸含量的变化,这里以此作为输出变

量.

采集现场的实时数据,通过对其进行数据融合、

缺失数据填充、滤波、稳态检测等数据预处理, 将处

理后的数据按 2:1的比例分为训练和泛化样本集进行

测试, RBF和ERBF测试结果如表 5所示,其相应模型

泛化曲线如图 2所示.

从应用结果可以看出,相比于RBF, ERBF的泛化

精度从 0.98%提高到了 0.70%,而且标准差从 0.008 1

提高到了 0.004 9,显然算法泛化精度和稳定性都得到

了明显改善. 在RBF训练预测值中有个别预测值偏

离真实值比较大, 而ERBF不存在这个问题, 从而增
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强了鲁棒性和可信度.在实际生产过程中, 可以更准

确地预测醋酸含量的变化趋势,以便后续的工艺改造

和优化.

表 5 PTA溶剂系统RBF和ERBF测试结果对比
PTA Solvent System RBF ERBF

Iteration Times 1 000 142

Train Error /% 0.98 0.70

Train Standard Deviation 0.008 1 0.004 9

Generalization Error /% 1.05 0.68

Generalization Standard Deviation 0.008 5 0.004 9
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图 2 PTA溶剂系统泛化结果图

5 结结结 论论论

本文提出了一种基于可拓理论的RBF神经网络

学习算法, 运用可拓分析和可拓变换方法动态调整

RBF神经网络的结构和参数,优化了输入样本的聚类

过程. 通过UCI标准数据集测试以及对PTA溶剂系

统过程建模的应用表明, ERBF不仅易于实现,具有较

强的语义解释性, 而且结构简单、收敛速度快、泛化

性能好.将所提出的方法应用于工业建模, 可大大提

高建模的效率.
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