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摘 要: 从随机稳定的基本定义开始,对奇异线性随机跳变系统的随机稳定问题进行分析,推导出满足鲁棒𝐻∞性

能的随机稳定条件,并在此基础上进行推广. 首先针对估计误差满足鲁棒𝐻∞性能约束的条件,给出带Kalman滤波

器形式的滤波器设计方法;然后重点研究了系统中各模态参数矩阵带有不确定性的情况;最后给出相应的数值算例

并计算滤波器系数,验证了该方法的有效性和正确性.
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Bounded error estimator design of linear continuous singular random
jumping system
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Abstract: Based on the basic definition of stochastic stability, stability problem of singular random system is investigated,

and a sufficient condition for how to estimate a given singular random system to satisfy the robust 𝐻∞ performance is

analyzed. Therefore, a method is proposed to solve the problem of filter design. Firstly, for the condition of the error of state

estimation which satisfies the robust 𝐻∞ performance, a method of designing the filter is presented, which has the same

framework with the Kalman filter. Then, for the condition of system structure with uncertainties, a relevant result is given.

Finally, numerical examples are given and coefficients are also computed, and the results verify the accuracy and efficiency

of the proposed method.
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1 引引引 言言言

将建立在奇异摄动模型基础上的奇异系统作为

一个更广泛的动力学系统模型,广泛地应用于动力学

研究和有关于工程上的工业控制系统的各个领域.文

献 [1]对奇异系统作了大量研究,使得这一领域的研

究工作得到了较大发展.

另外,在实际应用中存在着这样的一类动力学系

统,伴随随机突变现象的发生, 系统的模态会产生跳

变现象.大量的实验研究表明, 系统模态的跳变现象

是按照Markov过程的跳变规律进行. 此类系统通常

被称为随机系统 (RS)或者Markov跳变系统 (MJSS).

自 20世纪 60年代二次型控制问题提出以来, 这一类

系统的研究和应用越来越广泛[2]. 与单模态动力学系

统一样, RS通常可以和𝐻∞性能结合在一起分析.很

多学者对随机系统进行了研究[3-7],取得了很多成果.

近年来,国内的学者将研究的侧重点放在随机系统的

分析上面[8-9]. 在状态估计方面,文献 [10]将跳变系统

理论具体应用于无线网络通信中; [11]将后验概率密

度函数用条件高斯函数来逼近,在一定程度上简化了

计算.

传统的状态估计方法 (无论是最小均方误差, 还

是最大后验概率)推导过程复杂,计算量大,且较为抽

象,理解起来相对困难.本文将状态估计与系统随机

稳定相结合, 运用鲁棒𝐻∞性能理论, 对结构中带有

标准化维纳过程的奇异连续随机系统,推导出一种具

有类似Kalman滤波器结构的有界误差估计器设计方

法. 仿真算例验证了研究成果的有效性和准确性.
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2 问问问题题题描描描述述述

考虑一个具有如下形式的线性奇异随机系统:

𝐸𝑖d𝑥(𝑡) = 𝐴(𝑖,𝑡)𝑥(𝑡)d𝑡+𝐵𝑤(𝑖,𝑡)𝑤(𝑡)d𝑡+

𝑊𝑖𝑥(𝑡)𝑑𝜔(𝑡), (1)

𝑦(𝑡) = 𝐴𝑦(𝑖,𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵𝑦𝑖𝑤(𝑡), (2)

𝑧(𝑡) = 𝐴𝑧(𝑖,𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵𝑧𝑖𝑤(𝑡). (3)

其中: {𝑟𝑡 = 𝑖, 𝑡 ∈ 𝑇}为Markov链, 𝑖在有限维状态空

间𝑆 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}中取值.系统的转移概率用下式

描述:

𝑃 [𝑟(𝑡+ ℎ) = 𝑗∣𝑟(𝑡) = 𝑖] =⎧⎨⎩𝜆𝑖𝑗 ∗ ℎ+ 𝑜(ℎ), 𝑖 ∕= 𝑗;

1− 𝜆𝑖𝑗 ∗ ℎ+ 𝑜(ℎ), 𝑖 = 𝑗.

𝑜(ℎ)为ℎ的高阶无穷小; 𝜆 = [𝜆𝑖𝑗 ]为系统模态的转

移率矩阵 (又称转移强度矩阵), 满足𝜆𝑖𝑖 = −
∑
𝑗 ∕=𝑖

𝜆𝑖𝑗 ,

且𝜆𝑖𝑗 ⩾ 0,对于每一个 𝑖 ∕= 𝑗; 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛为系统的状态

向量; 𝑦(𝑡) ∈ 𝑅𝑚, 𝑧(𝑡) ∈ 𝑅𝑝分别代表系统的观测向量

和输出向量; 𝑤(𝑡)为能量有界的系统外部扰动; 𝜔(𝑡)为

标准化的维纳过程; 𝐸𝑖满足 rank(𝐸𝑖) = 𝑟 < 𝑛;对于每

一个 𝑖 ∈ 𝑆,有

𝐴(𝑖,𝑡) = 𝐴𝑖 +𝐷𝐴𝑖𝐹𝐴(𝑖,𝑡)𝐸𝐴𝑖,

𝐵𝑤(𝑖,𝑡) = 𝐵𝑤𝑖 +𝐷𝑤𝑖𝐹𝑤(𝑖,𝑡)𝐸𝑤𝑖,

𝐴𝑦(𝑖,𝑡) = 𝐴𝑦𝑖 +𝐷𝑦𝑖𝐹𝑦(𝑖,𝑡)𝐸𝑦𝑖,

𝐴𝑧(𝑖,𝑡) = 𝐴𝑧𝑖 +𝐷𝑧𝑖𝐹𝑧(𝑖,𝑡)𝐸𝑧𝑖.

𝐹𝐴(𝑖,𝑡), 𝐹𝑤(𝑖,𝑡), 𝐹𝑦(𝑖,𝑡), 𝐹𝑧(𝑖,𝑡)为不确定性矩阵,满足

𝐹T
𝐴(𝑖,𝑡)𝐹𝐴(𝑖,𝑡) ⩽ 𝐼, 𝐹T

𝑤(𝑖,𝑡)𝐹𝑤(𝑖,𝑡) ⩽ 𝐼,

𝐹T
𝑦(𝑖,𝑡)𝐹𝑦(𝑖,𝑡) ⩽ 𝐼, 𝐹T

𝑧(𝑖,𝑡)𝐹𝑧(𝑖,𝑡) ⩽ 𝐼.

下面是文中所要使用到的一些常用定义和引理.

定定定义义义 1 [2] 令式 (1)中的𝑤(𝑡) = 0,则奇异系统

𝐸𝑖d𝑥(𝑡) = 𝐴𝑖𝑥(𝑡)d𝑡+𝑊𝑖𝑥(𝑡)d𝜔(𝑡)

是随机稳定的, 如果对于任意给定的系统初值 (𝑥0,

𝑖0),不等式

E
[ w ∞

0
∥𝑥(𝑡)∥2d𝑡∣𝑥0, 𝑖0

]
⩽ 𝑇 (𝑥0, 𝑖0)

成立,其中𝑇 (𝑥0, 𝑖0)是与 (𝑥0, 𝑖0)有关的常数值.

定定定义义义 2 [2] 如果对于一个有状态方程 (1)和输出

方程 (3)的跳变系统随机稳定, 且对于给定的正实参

数 𝑟,满足

∥𝑧∥2 ⩽ 𝑟[∥𝜔∥22 +𝑚(𝑘0,𝑟0)]
1/2,

∥𝑧∥2 Δ
=

[
E
( w ∞

0
𝑧T(𝑡)𝑧(𝑡)d𝑡

)]1/2
,

则称系统具有鲁棒𝐻∞性能. 其中𝑚(𝑘0,𝑟0)是与系统

初值有关的常数.

引引引理理理 1 [4] 假设对称矩阵𝑀可以分块表示如下:

𝑀 =

[
𝐴 𝐵T

𝐵 𝐶

]
,

则下面两个结论是等价的: 1) 𝑀 > 0,当且仅当𝐶 >

0且𝐴 − 𝐵T𝐶−1𝐵 > 0; 2) 𝑀 > 0, 当且仅当𝐴 > 0

且𝐶 −𝐵𝐴−1𝐵T > 0.

引引引理理理 2 [4] 不等式𝑍 +𝐷𝐹𝐸 +𝐸T𝐹T𝐷T < 0成

立的充分必要条件是存在一个正常数 𝜀, 使得不等

式𝑍 + 𝜀−1𝐸T𝐸 + 𝜀𝐷𝐷T < 0成立,其中𝐹T𝐹 ⩽ 𝐼 .

3 奇奇奇异异异线线线性性性系系系统统统的的的鲁鲁鲁棒棒棒𝑯∞性性性能能能随随随机机机稳稳稳定定定
问问问题题题

首先给出一个判断确定性奇异随机系统的稳定

性判据.

定定定理理理 1 令式 (1)和 (3)中的不确定性矩阵为零,

则奇异系统随机稳定,且具有鲁棒𝐻∞性能的充分条

件是存在一组可逆矩阵𝑃𝑖,使得如下形式的矩阵不等

式组成立:

𝐸T
𝑖 𝑃𝑖 = 𝑃T

𝑖 𝐸𝑖 ⩾ 0, (4)[
Γ𝑖 𝐴T

𝑧𝑖𝐵
+
𝑧𝑖𝑃

T
𝑖 𝐵𝑤𝑖

𝐵T
𝑧𝑖𝐴

+
𝑧𝑖𝐵

T
𝑤𝑖𝑃𝑖 𝐵T

𝑧𝑖𝐵
−
𝑧𝑖𝑟

2𝐼

]
< 0. (5)

其中

Γ𝑖 =𝐴T
𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃T

𝑖 𝐴𝑖 +

𝑛∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝐸
T
𝑗 𝑃𝑗+

𝐴T
𝑧𝑖𝐴𝑧𝑖 +𝑊T

𝑖 𝑃𝑖𝑊𝑖.

证证证明明明 先证明系统是随机稳定的.

由式 (5)得Γ𝑖 < 0,又因为𝐴T
𝑧𝑖𝐴𝑧𝑖 ⩾ 0,则

𝐴T
𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃T

𝑖 𝐴𝑖 +

𝑛∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝐸
T
𝑗 𝑃𝑗 +𝑊T

𝑖 𝑃𝑖𝑊𝑖. (6)

再结合不等式 (4),根据定义 1,系统 (1)是随机稳定的.

再证明系统满足鲁棒𝐻∞性能. 假设𝑉(𝑥(𝑡),𝑖) =

𝑥T
(𝑡)𝐸

T
𝑖 𝑃𝑖𝑥(𝑡), 定义𝑉(𝑥(𝑡),𝑖)的一阶弱微分算子为

Δ𝑉(𝑥(𝑡),𝑖),则有

Δ𝑉(𝑥(𝑡),𝑖) =

𝑥T
(𝑡)(𝐴

T
𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃T

𝑖 𝐴𝑖)𝑥(𝑡)+

𝑥T
(𝑡)𝑊

T
𝑖 𝑃𝑖𝑊𝑖𝑥(𝑡) + 𝑥T

(𝑡)

𝑛∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝐸
T
𝑗 𝑃𝑗𝑥(𝑡).

令Δ𝑉(𝑥(𝑡),𝑖) = 𝑥T
(𝑡)Λ𝑛(𝑖)𝑥(𝑡), 其中Λ𝑛(𝑖)如式 (6)

所示,根据线性代数的知识,有

Δ𝑉(𝑥(𝑡),𝑖) ⩽ −min
𝑖∈𝑠
{𝜆min(−Λ𝑛(𝑖))}𝑥T

(𝑡)𝑥(𝑡).

利用Dynkin’s等式,得到

E[𝑉(𝑥(𝑡),𝑖)]− E[𝑉(𝑥(0),𝑟(0))] ⩽

−min
𝑖∈𝑠
{𝜆min(−Λ𝑛(𝑖))}E

[ w 𝑡

0
𝑥T
(𝑠)𝑥(𝑠)d𝑠 ∣( 𝑥0, 𝑟0)

]
.
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由式 (4)得E[𝑉(𝑥(𝑡),𝑖)] ⩾ 0,所以

E
[ w 𝑡

0
𝑥T
(𝑠)𝑥(𝑠)d𝑠 ∣(𝑥0, 𝑟0)

]
⩽

E[𝑉(𝑥(0),𝑟(0))]

min
𝑖∈𝑠
{𝜆min(−Λ𝑛(𝑖))} .

注意到不等式右边为只与初始状态和模态有关的常

数,故命题得证.

再证明系统具有鲁棒𝐻∞性能.令

𝐽𝑇 = E
[ w 𝑡

0
[𝑧T(𝑡)𝑧(𝑡) − 𝑟2𝑤T

(𝑡)𝑤(𝑡)]d𝑡
]
,

由式 (1)和 (3)可得

𝑧T(𝑡)𝑧(𝑡) − 𝑟2𝑤T
(𝑡)𝑤(𝑡) =

𝑥T
(𝑡)𝐴

T
𝑧𝑖𝐴𝑧𝑖𝑥(𝑡) + 𝑥T

(𝑡)𝐴
T
𝑧𝑖𝐵

T
𝑧𝑖𝑤(𝑡)+

𝑥T
(𝑡)𝐵

T
𝑧𝑖𝐴𝑧𝑖𝑥(𝑡) − 𝑟2𝑤T

(𝑡)𝑤(𝑡).

根据Δ𝑉(𝑥(𝑡),𝑖)的表达式,令

𝑧T(𝑡)𝑧(𝑡) − 𝑟2𝑤T
(𝑡)𝑤(𝑡) +Δ𝑉(𝑥(𝑡),𝑖) = 𝜂T(𝑡)Θ𝑖𝜂(𝑡),

再根据Dynkin’s等式,得到

𝐽𝑇 = E
[ w 𝑇

0
[𝜂T(𝑡)Θ𝑖𝜂(𝑡)]d𝑡]− E[𝑉(𝑥(𝑡),𝑟(𝑡))

]
+ 𝑉(𝑥0,𝑟0).

显然−E[𝑉(𝑥(𝑡),𝑟(𝑡))] ⩽ 0, 所以当Θ𝑖 < 0时, 𝐽𝑇 ⩽
𝑉(𝑥0,𝑟0). 令𝑇 → ∞, 则 𝐽∞ ⩽ 𝑉(𝑥0,𝑟0), 再根据 𝐽𝑇 的

定义,易得 ∥𝑧∥2 ⩽ 𝑟[∥𝑤∥22 + 𝑥T
0 𝑃𝑟0𝑥0]

1/2. 2
4 具具具有有有鲁鲁鲁棒棒棒𝑯∞性性性能能能的的的估估估计计计器器器设设设计计计

对于具有如式 (1)∼(3)形式的奇异连续随机系

统,令其中的不确定项为零, 考虑到其有界误差滤波

器的设计问题,希望状态估计器具有如下形式:

𝐸𝑖

.

𝑥̂ = 𝐾𝐴𝑖𝑥̂+𝐾𝐵𝑖𝑦(𝑡). (7)

估计初值为 𝑥̂0, 𝐾𝐴𝑖和𝐾𝐵𝑖为待求的滤波器增益,估

计器误差为

𝑒(𝑡) = 𝑥− 𝑥̂. (8)

由式 (7)和 (8)可以得到

𝐸𝑖d𝑒(𝑡) = 𝐸𝑖d𝑥− 𝐸𝑖

.

𝑥̂d𝑡. (9)

再由式 (1)可得

𝐸𝑖d𝑒(𝑡) =(𝐴𝑖 −𝐾𝐴𝑖 −𝐾𝐵𝑖𝐴𝑦𝑖)𝑥(𝑡)d𝑡+𝐾𝐴𝑖𝑒(𝑡)d𝑡+

(𝐵𝑤𝑖 −𝐾𝐵𝑖𝐵𝑦𝑖)𝑤(𝑡)d𝑡+𝑊𝑖𝑥(𝑡)d𝜔(𝑡).

结合式 (2)和 (3),得到一组新的增广奇异随机系统

𝐸̃𝑖d𝑥̃(𝑡) = 𝐴𝑖𝑥̃(𝑡)d𝑡+ 𝐵̃𝑤𝑖𝑤̃(𝑡)d𝑡+ 𝑊̃𝑖𝑥̃(𝑡)d𝜔(𝑡), (10)

𝑧(𝑡) = 𝐴𝑧𝑖𝑥̃(𝑡) + 𝐵̃𝑧𝑖𝑤̃(𝑡). (11)

其中

𝑥̃(𝑡) = [ 𝑥(𝑡) 𝑒(𝑡) ]
T, 𝑤̃(𝑡) = [ 𝑤(𝑡) 𝑤(𝑡) ]

T,

𝐴𝑖 =

[
𝐴𝑖 0

𝐴𝑖−𝐾𝐴𝑖−𝐾𝐵𝑖𝐴𝑦𝑖 −𝐾𝐴𝑖

]
, 𝐴𝑧𝑖 = [ 𝐴𝑧𝑖 0 ],

𝐵̃𝑖 =
[ 𝐵𝑤𝑖 0

𝐵𝑤𝑖 −𝐾𝐵𝑖𝐵𝑦𝑖

]
, 𝐵̃𝑧𝑖 = [ 𝐵𝑧𝑖 0 ],

𝑊̃𝑖 =
[ 𝑊𝑖 0

𝑊𝑖 0

]
, 𝐸̃𝑖 =

[ 𝐸𝑖 0

0 𝐸𝑖

]
.

定定定理理理 2 具有式 (1)∼(3)形式的奇异连续随机

系统, 当其中的不确定性矩阵为零时, 存在误差有

界状态估计器 (7)的条件是存在一组可逆矩阵𝑃1𝑖和

𝑃2𝑖, 一组适当维数的矩阵𝑋𝑖和𝑌𝑖, 使得如下形式的

矩阵不等式成立:

𝐸T
𝑖 𝑃1𝑖 = 𝑃T

1𝑖𝐸𝑖 ⩾ 0, 𝐸T
𝑖 𝑃2𝑖 = 𝑃T

2𝑖𝐸𝑖 ⩾ 0, (12)⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Γ1𝑖 𝐴T
𝑖 𝑃2𝑖−𝑋T

𝑖 −𝐴T
𝑦𝑖𝑌

T
𝑖

𝑃T
2𝑖𝐴𝑖−𝑋𝑖−𝑌𝑖𝐴𝑦𝑖 −𝑋T

𝑖 −𝑋𝑖 +

𝑛∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝐸
T
𝑗 𝑃2𝑗

𝐵T
𝑧𝑖𝐴𝑧𝑖 +𝐵T

𝑤𝑖𝑃1𝑖 0

𝐵T
𝑤𝑖𝑃2𝑖 −𝐵T

𝑦𝑖𝑌
T
𝑖

→

←

𝐴T
𝑧𝑖𝐵𝑧𝑖 + 𝑃T

1𝑖𝐵𝑤𝑖 𝑃T
2𝑖𝐵𝑤𝑖

0 −𝑌𝑖𝐵𝑦𝑖

𝐵T
𝑧𝑖𝐵𝑧𝑖 − 𝑟2𝐼 0

0 −𝑟2𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0, (13)

Γ1𝑖 = 𝐴T
𝑖 𝑃1𝑖 + 𝑃T

1𝑖𝐴𝑖 +

𝑛∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝐸
T
𝑗 𝑃1𝑗 +𝐴T

𝑧𝑖𝐴𝑧𝑖+

𝑊T
𝑖 𝑃1𝑖𝑊𝑖 +𝑊T

𝑖 𝑃2𝑖𝑊𝑖.

证证证明明明 根据定理 1, 奇异系统 (10)随机稳定, 且

具有鲁棒𝐻∞性能的充分条件是存在一组可逆矩阵

𝑄𝑖,使得如下形式的矩阵不等式组成立:

𝐸̃T
𝑖 𝑄𝑖 = 𝑄T

𝑖 𝐸̃𝑖 ⩾ 0,⎡⎢⎣𝐴T
𝑖 𝑄𝑖+𝑄T

𝑖 𝐴𝑖+

𝑛∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝐸̃
T
𝑗 𝑄𝑗+𝐴T

𝑧𝑖𝐴𝑧𝑖+𝑊̃T
𝑖 𝑄𝑖𝑊̃

𝐵̃T
𝑧𝑖𝐴𝑧𝑖+𝐵̃T

𝑤𝑖𝑄
T
𝑖

→

← 𝐴T
𝑧𝑖𝐵̃𝑧𝑖 +𝑄𝑖𝐵̃𝑤𝑖

𝐵̃T
𝑧𝑖𝐵̃𝑧𝑖 − 𝑟2𝐼

]
< 0. (14)

假设𝑄𝑖 =

[
𝑃1𝑖 0

0 𝑃2𝑖

]
,根据 𝐸̃𝑖的表达式,有

𝐸̃T
𝑖 𝑄𝑖=𝑄T

𝑖 𝐸̃𝑖=

[
𝐸T

𝑖 𝑃1𝑖 0

0 𝐸T
𝑖 𝑃2𝑖

]
=

[
𝑃T
1𝑖𝐸𝑖 0

0 𝑃T
2𝑖𝐸𝑖

]
,

则当式 (12)成立时,显然 𝐸̃T
𝑖 𝑄𝑖 = 𝑄T

𝑖 𝐸̃𝑖 ⩾ 0.

根据式 (10)和 (11)中各系数矩阵以及𝑄𝑖的表

达式, 将𝐴T
𝑖 𝑄𝑖 + 𝑄T

𝑖 𝐴𝑖 +

𝑛∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝐸̃
T
𝑗 𝑄𝑗 + 𝐴T

𝑧𝑖𝐴𝑧𝑖 +

𝑊̃T
𝑖 𝑄𝑖𝑊̃𝑖展开,可以得到

𝐴T
𝑖 𝑄𝑖+𝑄T

𝑖 𝐴𝑖+

𝑛∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝐸̃
T
𝑗 𝑄𝑗+𝐴T

𝑧𝑖𝐴𝑧𝑖+𝑊̃T
𝑖 𝑄𝑖𝑊̃𝑖 =

⎡⎢⎣ Γ1𝑖 𝐴T
𝑖 𝑃2𝑖−𝑋T

𝑖 −𝐴T
𝑦𝑖𝑌

T
𝑖

𝑃T
2𝑖𝐴𝑖−𝑋𝑖−𝑌𝑖𝐴𝑦𝑖 −𝑋T

𝑖 −𝑋𝑖+

𝑛∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝐸
T
𝑗 𝑃1𝑗

⎤⎥⎦ .
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同样,将𝐴T
𝑧𝑖𝐵̃𝑧𝑖 +𝑄T

𝑖 𝐵̃𝑤𝑖和 𝐵̃T
𝑧𝑖𝐵̃𝑧𝑖 − 𝑟2𝐼展开,即

𝐴T
𝑧𝑖𝐵̃𝑧𝑖 +𝑄T

𝑖 𝐵̃𝑤𝑖 =

[
𝐴T

𝑧𝑖𝐵𝑧𝑖 + 𝑃T
1𝑖𝐵𝑤𝑖 𝑃T

2𝑖𝐵𝑤𝑖

0 −𝑌𝑖𝐵𝑦𝑖

]
,

𝐵̃T
𝑧𝑖𝐵̃𝑧𝑖 − 𝑟2𝐼 =

[
𝐵T

𝑧𝑖𝐵𝑧𝑖 − 𝑟2𝐼 0

0 −𝑟2𝐼

]
.

注意到等式𝐴T
𝑧𝑖𝐵̃𝑧𝑖 +𝑄T

𝑖 𝐵̃𝑤𝑖 = (𝐵̃T
𝑧𝑖𝐴𝑧𝑖 + 𝐵̃T

𝑤𝑖𝑄𝑖)
T,

得到式 (14)的等价形式如定理 2中式 (13)所示, 由

此定理得证. 2
5 奇奇奇异异异线线线性性性随随随机机机跳跳跳变变变系系系统统统鲁鲁鲁棒棒棒估估估计计计器器器设设设计计计

下面考虑带有不确定性的奇异线性随机跳变系

统的鲁棒估计器设计.

根据引理 1,式 (13)成立的充分必要条件是下述

矩阵不等式成立:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Γ2𝑖 𝐴T
𝑖 𝑃2𝑖−𝑋T

𝑖 −𝐴T
𝑦𝑖𝑌

𝑃T
2𝑖𝐴𝑖−𝑋𝑖−𝑌𝑖𝐴𝑦𝑖 −𝑋T

𝑖 −𝑋𝑖 +

𝑛∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝐸
T
𝑗 𝑃2𝑗

𝐵T
𝑧𝑖𝐴𝑧𝑖 +𝐵T

𝑤𝑖𝑃1𝑖 0

𝐵T
𝑤𝑖𝑃2𝑖 −𝐵T

𝑦𝑖𝑌
T
𝑖

𝐴𝑧𝑖 0

→

←

𝐴T
𝑧𝑖𝐵𝑧𝑖+𝑃T

1𝑖𝐵𝑤𝑖 𝑃T
2𝑖𝐵𝑤𝑖 𝐴T

𝑧𝑖

0 −𝑌𝑖𝐵𝑦𝑖 0

𝐵T
𝑧𝑖𝐵𝑧𝑖 − 𝑟2𝐼 0 0

0 −𝑟2𝐼 0

0 0 −𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0, (15)

Γ2𝑖 = 𝐴T
𝑖 𝑃1𝑖 + 𝑃T

1𝑖𝐴𝑖 +

𝑛∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝐸
T
𝑗 𝑃1𝑗+

𝑊T
𝑖 𝑃1𝑖𝑊𝑖 +𝑊T

𝑖 𝑃2𝑖𝑊𝑖.

用𝐴(𝑖,𝑡), 𝐵𝑤(𝑖,𝑡), 𝐴𝑦(𝑖,𝑡), 𝐴𝑧(𝑖,𝑡)代 替 矩 阵 不 等

式 (15)左边矩阵的𝐴𝑖, 𝐵𝑤𝑖, 𝐴𝑦𝑖, 𝐴𝑧𝑖, 根据相应的表

达式,可以得到如下形式的矩阵:

Ω𝑖+Π𝑖Σ(𝑖,𝑡)𝐸𝑖+𝐸T
𝑖 Σ

T
(𝑖,𝑡)Π

T
𝑖 < 0, (16)

Ω𝑖=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Γ2𝑖 𝐴T
𝑖 𝑃2𝑖−𝑋T

𝑖 −𝐴T
𝑦𝑖𝑌

T
𝑖

𝑃T
2𝑖𝐴𝑖−𝑋𝑖−𝑌𝑖𝐴𝑦𝑖 −𝑋T

𝑖 −𝑋𝑖+

𝑛∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝐸
T
𝑗 𝑃2𝑗

𝐵T
𝑧𝑖𝐴𝑧𝑖+𝐵T

𝑤𝑖𝑃1𝑖 0

𝐵T
𝑤𝑖𝑃2𝑖 −𝐵T

𝑦𝑖𝑌
T
𝑖

𝐴𝑧𝑖 0

→

←

𝐴T
𝑧𝑖𝐵𝑧𝑖 + 𝑃T

1𝑖𝐵𝑤𝑖 𝑃T
2𝑖𝐵𝑤𝑖 𝐴T

𝑧𝑖

0 −𝑌𝑖𝐵𝑦𝑖 0

𝐵T
𝑧𝑖𝐵𝑧𝑖 − 𝑟2𝐼 0 0

0 −𝑟2𝐼 0

0 0 −𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (17)

Π𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑃T
1𝑖𝐷𝐴𝑖 0 0 0

𝑃T
2𝑖𝐷𝐴𝑖 𝑌 T

𝑖 𝐷𝑦𝑖 0 0

0 0 𝑃T
1𝑖𝐷𝑤𝑖 𝐵T

𝑧𝑖𝐷𝑧𝑖

0 0 𝑃T
2𝑖𝐷𝑤𝑖 0

0 0 0 𝐷𝑧𝑖

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (18)

Σ(𝑖,𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝐹𝐴(𝑖,𝑡) 0 0 0

0 𝐹𝑦(𝑖,𝑡) 0 0

0 0 𝐹𝑤(𝑖,𝑡) 0

0 0 0 𝐹𝑧(𝑖,𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎦ , (19)

𝐸𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝐸𝐴𝑖 0 0 0 0

𝐸𝑦𝑖 0 0 0 0

𝐸𝑤𝑖 0 0 0 0

𝐸𝑧𝑖 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎦ . (20)

根据式 (19)以及不确定性矩阵的定义, 明显有ΣTΣ

⩽ 𝐼 .因此根据引理 2, 式 (15)成立的充分必要条件是

存在一个正实数 𝜀𝑖,使得Ω𝑖 + 𝜀𝑖Π𝑖Π
T
𝑖 + 𝜀−1

𝑖 𝐸T
𝑖 𝐸𝑖 <

0成立. 再根据引理 1,可以得到矩阵不等式成立的等

价条件 [
Ω𝑖 + 𝜀−1

𝑖 𝐸T
𝑖 𝐸𝑖 Π𝑖

ΠT
𝑖 −𝜀−1

𝑖 𝐼

]
< 0.

再令 𝑎𝑖 = 𝜀−1
𝑖 ,显然,很容易得到如下的推论:

推推推论论论 1 具有观测方程 (2)和输出方程 (3)以及

状态方程 (1)的时间连续奇异线性随机系统,存在形

如式 (7)的误差有界滤波器, 且估计误差满足鲁棒

𝐻∞性能的条件是存在一组可逆矩阵𝑃1𝑖和𝑃2𝑖,一组

适当维数的矩阵𝑋𝑖和𝑌𝑖,以及一组正实数 𝑎𝑖,使得如

下形式的矩阵不等式成立:

𝐸T
𝑖 𝑃1𝑖 = 𝑃T

1𝑖𝐸𝑖 ⩾ 0, 𝐸T
𝑖 𝑃2𝑖 = 𝑃T

2𝑖𝐸𝑖 ⩾ 0,[
Ω𝑖 + 𝑎𝑖𝐸

T
𝑖 𝐸𝑖 Π𝑖

ΠT
𝑖 −𝑎𝑖𝐼

]
< 0.

其中: Ω𝑖, Π𝑖, 𝐸𝑖如式 (17), (18), (20)所示,滤波器增益

𝐾𝐴𝑖 = 𝑃−T
2𝑖 𝑋𝑖, 𝐾𝐵𝑖 = 𝑃−T

2𝑖 𝑌𝑖.

证明略.

6 数数数值值值算算算例例例

给出参数矩阵如下的跳变系统:

𝐸1 ∣𝐸2 ∣𝑊1 ∣𝑊2 =[
−2.5 0

0 0

∣∣∣∣∣ −5 0

0 0

∣∣∣∣∣ 0.21 0.1

0.2 0.5

∣∣∣∣∣ 0.1 0

0.5 0.2

]
,

𝐴1

𝐴2

∣∣∣∣𝐵1

𝐵2

∣∣∣∣𝐴𝑧1

𝐴𝑧2
=⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1.5 3.2

−1.3 −1.5
−1.5 1

−2.2 5.5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0.2 1

0.5 −0.3
−0.5 −4
0.6 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0.4 1.4

−0.7 1

1 0.3

1 1.6

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,
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𝐵𝑤1

𝐵𝑤2

∣∣∣∣𝐵𝑧1

𝐵𝑧2

∣∣∣∣𝐷𝐴1

𝐷𝐴2
=⎡⎢⎢⎢⎢⎣

−1.3 0.3

1.3 0.5

−0.5 −1.2
0 1.4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2
0.5 1

1 −1
0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0

0.1

0

0.1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐴𝑦1

𝐴𝑦2

∣∣∣∣𝐵𝑧1

𝐵𝑧2

∣∣∣∣𝐸𝑦1

𝐸𝑦2
=⎡⎣ 1 0.5

2 0.2

∣∣∣∣∣∣ 0.4 1

0.5 0.6

∣∣∣∣∣∣ 0.1 −0.2
0.2 0.2

⎤⎦ ,

𝐸𝐴1

𝐸𝐴2

∣∣∣∣𝐸𝑧1

𝐸𝑧2

∣∣∣∣𝐸𝑤1

𝐸𝑤2
=⎡⎣ 0.1 0.2

0.1 0.2

∣∣∣∣∣∣ 0.1 −0.2
0.1 0.1

∣∣∣∣∣∣ 0.1 −0.2
0.1 0

⎤⎦ ,

𝐷𝑧1 ∣𝐷𝑧2 ∣𝐷𝑤1 ∣𝐷𝑤2 ∣𝐷𝑦1 ∣𝐷𝑦2 =[
−0.1
0.1

∣∣∣∣∣ 0.30.2

∣∣∣∣∣ −0.1−0.2

∣∣∣∣∣ 0.10.1

∣∣∣∣∣−0.5
∣∣∣∣∣ 0.1

]
.

转移概率强度矩阵𝜆 =

[
−1 1

3 −3

]
,正实常数 𝑟 = 6.

利用Matlab中的LMI工具箱, 计算推论 1中的

矩阵不等式,得到一组可行性解

𝑃11 ∣𝑃12 =[
−29.059 7 −20.512 6
−20.512 6 −37.001 8

∣∣∣∣∣ −13.403 7 −16.556 6−16.556 6 −27.697 2

]
,

𝑃21 ∣𝑃22 =[
−31.604 5 −32.376 1
−32.376 1 −49.603 3

∣∣∣∣∣ −24.019 9 −25.857 3−25.857 3 −58.250 6

]
,

𝑋1 =

[
63.311 5 29.743 1

78.356 5 112.067 5

]
, 𝑌1 =

[
26.581 8

−17.356 3

]
,

𝑋2 =

[
68.209 1 −37.111 3
55.588 2 160.752 5

]
, 𝑌2 =

[
12.607 9

11.373 7

]
,

且 𝑎1 = 155.316 7, 𝑎2 = 233.119 6. 计算出滤波器增益

如下:

𝐾𝐴1 =

[
−1.161 9 4.144 5

−0.821 3 −4.964 4

]
, 𝐾𝐵1 =

[
−3.620 0
2.712 7

]
,

𝐾𝐴2 =

[
−7.405 9 8.648 5

4.241 8 −6.598 7

]
, 𝐾𝐵2 =

[
−0.602 7
0.072 3

]
.

7 结结结 论论论

本文将状态估计和随机稳定的定义结合在一

起, 利用Lyapunov二次型稳定性理论, 推导出一组

与Kalman滤波器具有相似结构的有界误差估计器设

计方法,避免了传统状态估计对后验概率密度函数的

推导,便于理解,简化了计算量. 仿真结果表明本文方

法计算简单,可获得较为满意的结果.
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