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摘 要: 针对线性参数模型的基函数选择问题,结合奇异值分解和PRESS统计提出一种模型结构优化算法. 通过预

先对候选基函数矩阵进行分块操作,减少非最优列间的重复比较. 在此基础上,对各子块采用奇异值分解与 PRESS

统计相结合的方法进行选择,直接以模型的泛化能力作为目标,自适应地选择基函数. 通过奇异值分解,在降低候选

基函数数量的同时,使其彼此之间相互正交,有效地简化了 PRESS统计的计算复杂度.仿真结果表明,所提出的方法

能够有效简化模型结构,并保持较高的预测精度.
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Abstract: Focusing on the problem of the basis functions selection for the linear-in-the-weights regression models, this

paper proposes a model structure optimization algorithm based on singular value decomposition(SVD) and PRESS(predicted

residual sums of squares) statistic. By dividing the original candidate matrix into several parts firstly, the comparison among

poor candidate regressors is avoided. Based on this operation, the SVD and PRESS statistic are applied to each sub-block for

candidate regressors selection. The generalization error of the model is taken as the direct target, and the candidate regressors

are selected in an adaptively manner. By using SVD, the number of the candidate regressors is reduced and the regressors

are orthogonal with each other, which effectively reduces the computation burden of the PRESS statistic. Simulation results

show the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引 言言言

分析观测时间序列的演变规律是掌握系统动力

学特性的重要手段,而将具有一定相关性的多个时间

序列作为一个整体进行研究,有利于更好地了解各时

间序列的演化规律.但是, 多个输入变量的引入可能

导致模型结构过于复杂,从而影响算法的效率及精度.

因此, 有必要对模型结构进行有效控制,在保证其学

习能力的同时, 尽可能简化模型结构, 以便合理利用

多变量数据所包含的信息.

根据原理不同可以将模型结构简化方法分为构

造方法[1]和剪枝方法两类[2]. 文献 [3]利用正交前向

回归结合构造方法有效地控制了模型规模. 在此基础

上, [4]采用PRESS (predicted residual sums of squares)

统计作为损失函数, 直接优化模型的泛化能力, 根据

损失函数的变化情况,自适应地选择模型基函数. 此

外,可以将正交前向回归方法同D-optimality[5]准则相

结合, 得到具有鲁棒性的简化结构. 然而, 在上述结

构简化方法中, 正交前向回归的实现均基于经典的

Gram-Schmidt正交化方法. 在进行最优基函数的选择

过程中,每选择一个基函数都几乎要将所有候选基函

数进行一次正交化处理,且正交化复杂程度随已选择

基函数个数的增加而增大.

针对正交前向回归方法在基函数选择过程中存

在的问题, 本文结合奇异值分解和PRESS统计提出
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一种新型的模型结构简化算法,称为OLS-SVD.其主

要思想是: 在基函数的选择过程中,预先对候选基函

数矩阵进行分块操作,减少非最优列之间的重复比较.

此外, 通过对每个子块进行奇异值分解, 并采用得到

的正交矩阵替代候选基函数矩阵,实现候选基函数的

批量正交化, 从而避免基于Gram-Schmidt分解的方

法中频繁地正交化操作,以达到简化计算复杂度的目

的. 在此基础上,结合PRESS统计方法直接优化模型

的泛化能力,自适应地选择基函数.

2 线线线性性性参参参数数数模模模型型型和和和PRESS统统统计计计
2.1 线线线性性性参参参数数数模模模型型型

考虑如下的非线性离散系统：

𝑦(𝑘) = 𝑓(𝑦(𝑘 − 1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦(𝑘 − 𝑛𝑦), 𝑢(𝑘 − 1),

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢(𝑘 − 𝑛𝑢)) + 𝑒(𝑘). (1)

其中: 𝑓(⋅)为待求的映射关系, 𝑢(𝑘)和 𝑦(𝑘)分别为系

统的输入和输出变量, 𝑛𝑢 ∈ 𝑵和𝑛𝑦 ∈ 𝑵分别为变量

的系统延迟, 𝑒(𝑡)为白噪声. 如果给定一组观测样本

{𝑥(𝑘), 𝑦(𝑘)}𝑘=1:𝑁 ,其中𝑁为观测样本的数量,则可以

通过建立适当的函数关系逼近 𝑓(⋅),即
𝒚 = Φ𝜽 + 𝒆. (2)

其中: 𝒚 = [𝑦(1), 𝑦(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦(𝑁)]T, Φ = [Φ1,Φ2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
Φ𝑛𝑀 ]为模型的基函数, 且Φ𝑖 = [Φ𝑖(𝑥(1)),Φ𝑖(𝑥(2)),

⋅ ⋅ ⋅ ,Φ𝑖(𝑥(𝑁))]T, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛𝑀 , 𝑛𝑀为候选基函数

的数量, 𝑥(𝑘) = [𝑦(𝑘− 1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦(𝑘−𝑛𝑦), 𝑢(𝑘− 1), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑢(𝑘−𝑛𝑢)]

T为系统的输入向量; 𝜽 = [𝜃1, 𝜃2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜃𝑛𝑀
]T

为模型的输出权值; 𝒆 = [𝑒(1), 𝑒(2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒(𝑁)]T.

2.2 PRESS统统统计计计

对于线性参数模型 (2),设当前模型仅包含 𝑞个候

选基函数, {𝑥(𝑘), 𝑦(𝑘)}𝑘=1:𝑁,−𝑘为从训练数据{𝑥(𝑘),
𝑦(𝑘)}𝑘=1:𝑁中移除第 𝑘个样本后得到的数据集,

对应的模型输出和残差分别为 𝑦𝑞,−𝑘(𝑘)和 𝜀𝑞,−𝑘(𝑘).

因此,对于包含𝑛𝑀个候选基函数的线性参数模型,其

PRESS统计误差可以表示为

𝜀𝑛𝑀 ,−𝑘(𝑘) = 𝑦(𝑘)− 𝑦𝑛𝑀 ,−𝑘(𝑘) =

𝜀𝑛𝑀 (𝑘)

1− ΦT(𝑘)(ΦTΦ)−1Φ(𝑘)
, (3)

其中 𝜀𝑛𝑀
(𝑘) = 𝑦(𝑘)− 𝑦𝑛𝑀

(𝑘).

3 基基基于于于奇奇奇异异异值值值分分分解解解的的的稀稀稀疏疏疏前前前向向向正正正交交交模模模型型型

3.1 模模模型型型结结结构构构设设设计计计

由式 (4)可以看出,通过最小化PRESS统计误差

可以得到较为理想的模型结构. 但是,在式 (4)中需要

计算矩阵ΦTΦ的逆,因此求解过程往往伴随较大的

计算量. Chen等人[5]通过正交化方法,将参数模型 (2)

转化为正交回归模型,并将其引入基函数的选择过程

中. 由于经过正交化处理,此时候选基函数之间相互

正交, 从而可以采用迭代方式计算模型的 PRESS统

计误差,避免了矩阵求逆过程. 然而,上述正交化方法

在选择基函数时仍存在一些缺陷,如在进行最优基函

数的选择过程中,每选择一个最优基函数都几乎要将

所有候选基函数进行一次正交化处理,且正交化过程

的复杂度随已选择基函数个数的增加而增大;另一方

面,每选择一个最优基函数都要利用所有未确定的候

选基函数计算相应的 PRESS统计误差, 而且计算复

杂度随候选列向量的增加而增大,从而当候选基函数

的数量较大时,将造成计算资源的浪费.

针对前述正交化选择方法中存在的问题,本文结

合奇异值分解和 PRESS统计提出一种新的模型结构

优化方法. 其具体实现过程如下所述.

假设由所有基函数组成的候选矩阵为Φall. 首

先将𝑁×𝑛𝑀all
维矩阵Φall按列等分为 𝑑个子块,其中

𝑑为自定义参数,可以根据观测数据的规模人为设定.

分块后得到的一个子块包含𝑛𝑀 (𝑛𝑀⩽𝑛𝑀all
)个列向

量,若矩阵的秩为 𝑝,则对其进行奇异值分解,有

Φ̃ = 𝑼

[
Σ 𝑂

𝑂 𝑂

]
𝑽 𝐻 . (4)

其中: Σ = diag(𝜎1, 𝜎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜎𝑝); 𝑼为𝑁行𝑁列的酉

矩阵, 对应于矩阵 Φ̃
T
Φ̃的𝑁个正交特征向量; 𝑽 为

𝑀行𝑀列的酉矩阵. 对矩阵 Φ̃
T
Φ̃的特征值进行排

序, 仅保留代表主要信息的前 𝑟个特征值, 并使其满

足
𝑟∑

𝑖=1

𝜎2
𝑖

/ 𝑝∑
𝑗=1

𝜎2
𝑗 > 𝜂0, (5)

其中 𝜂0(0 < 𝜂0 < 1)为自定义可调参数. 将矩阵𝑼 , 𝑽

和Σ进行分块,有

𝑽 = [𝑽1∣𝑽2], (6)

𝑼 = [𝑼1∣𝑼2], (7)

Σ = [Σ1∣Σ2]. (8)

其中: 𝑼1为𝑁行 𝑟列, 𝑼2为𝑁行 (𝑁 − 𝑟)列, 𝑽1为𝑀

行 𝑟列, 𝑽2为𝑀行 (𝑀 − 𝑟)列的正交矩阵, Σ1为 𝑟行

𝑟列, Σ2为 (𝑝− 𝑟)行 (𝑝− 𝑟)列的对角阵.

根据式 (6)∼(8),式 (4)可以简化为

Φ̃𝑟 = 𝑼1Σ1𝑽
𝐻
1 , (9)

其中𝑼1 = [𝒖1,𝒖2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒖𝑟]. 令样本输出为𝒚,所要求

取的权值矩阵为𝑾 ,可以得到线性参数模型 (2)的输

出表达式为

𝒚 = Φ̃𝜽 + 𝒆 ≈ Φ̃𝑟𝜽 + 𝒆 = 𝑼1Σ1𝑽
𝐻
1 𝜽 + 𝒆. (10)

进一步定义 𝒈 = Σ𝑽 𝐻
1 𝜽,则式 (9)可以整理为

𝒚 = 𝑼1𝒈 + 𝒆. (11)
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对比式 (2)和 (11)可以看出,虽然两者形式上相似,但

在结构上却存在较大不同. 在式 (11)中, 通过奇异值

分解以及矩阵变换, 将原始候选矩阵替换为酉矩阵

𝑼1,实现了候选矩阵基函数的批量正交化,避免了最

优基函数选择过程中频繁的正交化操作. 另一方面,

在保证信息量损失最小的条件下,通过奇异值分解实

现了对候选矩阵的特征提取, 得到的约化矩阵𝑼1为

𝑁行 𝑟列, 较𝑁行𝑛𝑀all
列的原始候选矩阵Φall具有

更少的候选列向量,从而减少了无关列向量之间的重

复比较,简化了正交化选择基函数的过程.

采用留一法交叉检验衡量模型的泛化能力. 与

式 (4)相似,得到相应的PRESS统计误差为

𝜀𝑟,−𝑘(𝑘) = 𝑦(𝑘)− 𝑦𝑟,−𝑘(𝑘) =

𝜀𝑟(𝑘)

1−𝑼T
1 (𝑘)(𝑼T

1 𝑼1)−1𝑼1(𝑘)
=

𝜀𝑟(𝑘)

𝜂𝑟(𝑘)
, (12)

其中 𝑟为线性参数模型 (2)中候选基函数的数目, 正

交矩阵𝑼1的列向量满足

𝒖T
𝑖 𝒖𝑗 =

⎧⎨⎩ 0, 𝑖 ∕= 𝑗;

𝜅, 𝑖 = 𝑗;

𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛𝑀 . (13)

假设正交化选择过程中得到的子模型包含𝑛个

候选基函数,定义均方PRESS统计误差为

𝐽𝑛 = E[𝜀2𝑛,−𝑘(𝑘)] = E
[(𝜀𝑛(𝑘)

𝜂𝑛(𝑘)

)2]
=

1

𝑁

𝜀2𝑛(𝑘)

𝜂2𝑛(𝑘)
. (14)

其中模型残差 𝜀𝑛(𝑘)为

𝜀𝑛(𝑘) = 𝑦(𝑘)−
𝑛∑

𝑖=1

𝑢𝑖(𝑘)𝑔𝑖 =

𝜀𝑛−1(𝑘)− 𝑢𝑛(𝑘)𝑔𝑛, (15)

𝑔𝑖 = 𝒖T
𝑖 𝒚/(𝒖

T
𝑖 𝒖𝑖). (16)

类似地, PRESS统计的误差权重 𝜂𝑛(𝑘)为

𝜂𝑛(𝑘) = 1−
𝑛∑

𝑖=1

𝑢2
𝑖 (𝑘)

𝒖T
𝑖 𝒖𝑖

= 𝜂𝑛−1(𝑘)− 𝑢2
𝑛(𝑘)

𝒖T
𝑛𝒖𝑛

. (17)

3.2 计计计算算算复复复杂杂杂度度度分分分析析析

为了表明本文所提方法在计算效率方面的有效

性, 采用基于MGS与线性参数模型相接合的正交选

择算法 (OLS-MGS)的计算复杂度与本文算法进行比

较. OLS-MGS方法的计算复杂度可以表示为

𝑁𝑘𝑝(𝑘 − 1)−𝑁
𝑘(𝑘 − 1)(2𝑘 − 1)

3︸ ︷︷ ︸
MGS

+

3𝑁(2𝑝− 𝑘 + 1)𝑘︸ ︷︷ ︸
leave−one−out

. (18)

其中: 𝑁为训练样本的数量, 𝑝为候选基函数的数量,

𝑘为有效基函数的数量. 而在本文提出的OLS-SVD

算法中, 为了提高算法的计算效率, 采用 Simon等人

提供的Propack工具箱实现奇异值分解, 其中奇异值

分解过程的计算复杂度为

2𝑚2(𝑁 + 𝑝). (19)

相应的SVD-OLS算法的计算复杂度为

3𝑁(2𝑚− 𝑘 + 1)𝑘︸ ︷︷ ︸
leave−one−out

+2𝑚2(𝑁 + 𝑝)︸ ︷︷ ︸
SVD

. (20)

其中: 𝑁为训练样本的数量, 𝑚为奇异值分解得到的

约化矩阵中候选向量的数量, 𝑘为有效基函数的数

量. 通过计算复杂度的比较可知, 奇异值分解可避

免基函数选择过程中频繁的正交化操作, 并降低了

候选基函数的数量; 因此在计算复杂度方面较OLS-

MSG方法具有一定的优势.

4 仿仿仿真真真实实实例例例

4.1 SinC函函函数数数

采用径向基函数网络拟合如下的数值方程：

𝑦(𝑥) =

⎧⎨⎩
sin(𝑥)

𝑥
, 𝑥 ∕= 0;

1, 𝑥 = 0.

(21)

其中选择高斯核函数作为基函数,其形式为

Φ𝑖(𝑥) = exp
(
−∣∣𝑥− 𝑐𝑖∣∣2

2𝜎2

)
, (22)

𝑐𝑖和𝜎2分别为高斯核函数的中心及核宽度. 为了表

明训练样本规模对于正交选择算法的影响,分别针对

不同规模的训练样本进行 5组实验, 实验结果如表 1

所示. 在每组实验中,训练样本 {𝑥(𝑘), 𝑦(𝑘)}由式 (21)

得到, 其中输入变量𝑥服从 (−10, 10)的均匀分布. 此

外,在 (−10, 10)之间等间隔地采集 200个服从函数关

系 𝑓(𝑥)的数据, 并依次对模型的泛化效果进行验证.

为了体现实验条件的真实性, 在训练样本上叠加均

值为零标准差为 0.2的高斯噪声. 将每一个训练样本

𝑥(𝑘)视为RBF网络的一个候选中心,因此候选基函数

的数量同训练样本的规模相同.此外, 经过多次实验

确定最优核宽度为𝜎2 = 10.

表 1 OLS-MGS和OLS-SVD对SinC数据的比较结果

方法 训练时间 训练误差 测试误差 训练样本数

OLS-MGS 2.931 2 0.042 9 0.042 4 200

OLS-SVD 0.232 0 0.040 8 0.042 1 200

OLS-MGS 12.003 1 0.028 7 0.029 4 400

OLS-SVD 0.812 5 0.029 0 0.029 2 400

OLS-MGS 26.575 0 0.033 1 0.033 0 600

OLS-SVD 2.112 5 0.030 5 0.031 0 600

OLS-MGS 47.712 5 0.023 5 0.024 4 800

OLS-SVD 3.968 8 0.023 7 0.023 8 800

OLS-MGS 73.509 4 0.017 2 0.017 9 1000

OLS-SVD 6.802 4 0.017 9 0.018 5 1 000

为了验证所提算法的有效性, 采用基于MGS与

线性参数模型相接合的正交选择算法 (OLS-MGS)以

及本文提出的OLS-SVD算法对实验数据进行仿真,

对应的结果如表 1所示.
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由表 1可见,本文方法在训练和测试误差方面同

基于MGS的正交化选择方法具有相似的结果;但在

训练时间方面,本文方法在计算效率方面具有较明显

的优势,且训练时间随训练样本数目的增加变化相对

平缓.

4.2 非非非线线线性性性动动动态态态控控控制制制系系系统统统

考虑如下的非线性动态方程[5]:

𝑦(𝑘) =

𝑦(𝑘 − 1)𝑦(𝑘 − 2)𝑦(𝑘 − 3)𝑢(𝑘 − 2)(𝑦(𝑘 − 3)− 1)

1 + 𝑦2(𝑘 − 2) + 𝑦2(𝑘 − 3)
+

𝑢(𝑘 − 1)

1 + 𝑦2(𝑘 − 2) + 𝑦2(𝑘 − 3)
, (23)

其中系统输入𝑢(𝑘)为服从 [−1, 1]均匀分布的随机信

号.由式 (23)采集 400个含噪声信号,其中前 200组样

本用于训练, 后 200组样本用于模型检验. 为了将均

值为零标准差为 0.05的高斯噪声叠加至模型输出,选

择RBF网络对上述非线性系统进行拟合,其中网络基

函数选为

Φ𝑖(𝒙(𝑘)) = ∥𝒙(𝑘)− 𝒄𝑖∥2 log(∥𝒙(𝑘)− 𝒄𝑖∥), (24)

对应的模型输入向量为

𝒙(𝑘) =

[𝑦(𝑘 − 1) 𝑦(𝑘 − 2) 𝑦(𝑘 − 3) 𝑢(𝑘 − 1) 𝑢(𝑘 − 2)]T.

(25)

同样地, 将每一个训练样本𝒙(𝑘)视为RBF网络

的一个候选中心,则网络中共包含 200个候选基函数.

此外, 由于候选基函数的数量较少, 矩阵的分块数 𝑑

取值为 1. 采用奇异值分解对式 (2)中的候选矩阵进

行处理,得到 66个正交候选基函数,其中阈值 𝜂取为

0.99. 结合前向选择算法和 PRESS统计对候选基函数

做进一步选择, 最终确定最优子模型的基函数数量

为 30.

为了验证本文方法的有效性, 分别与文献 [5]中

所采用的OLS-PRESS, LROLS-PRESS, LROLS-MSE,

表 2 6种方法在模型规模以及精度方面的比较结果

方法 规模 训练误差 PRESS统计 测试误差

OLS-PRESS 51 2.280×10−3 3.864×10−3 5.187×10−3

LROLS-PRESS 31 3.192×10−3 3.706×10−3 5.892×10−3

LROLS-MSE 42 1.883×10−3 3.067×10−3 4.872×10−3

RVM 42 1.598×10−3 2.577×10−3 4.935×10−3

CLS 49 3.940×10−3 7.607×10−3 5.580×10−3

OLS- SVD 30 2.527×10−3 3.517×10−3 5.210×10−3

RVM和CLS五种方法的实验结果进行比较. 其

中OLS-PRESS, LROLS-PRESS, LROLS-MSE三种方

法基于MGS分解实现线性参数模型的正交化. 相应

的比较结果如表 2所示.

由于本文方法采用奇异值分解对矩阵Φ进行预

处理,通过选择适当的阈值 𝜂可以得到较低维数的正

交候选矩阵,在此基础上结合前向选择算法对候选基

函数做进一步选择, 可以得到更为稀疏的模型结构.

经过正交选择过程, 最终选择 30个基函数构成最优

子集, 较除LROLS-PRESS方法外的其余 4种方法具

有更为稀疏的模型结构. 另一方面,虽然本文方法在

奇异值分解过程中忽略了较小奇异值对应的特征向

量, 但由于较小特征值可视为对噪声的描述, 得到的

正交基函数矩阵仍保留了原始候选矩阵Φ中的主要

信息,从而在稀疏化模型结构的同时仍能保证模型精

度.

5 结结结 论论论

针对线性参数模型的基函数选择问题,结合奇异

值分解和 PRESS统计提出了一种新的模型结构优化

方法. 实例仿真结果表明,本文提出的方法能够有效

简化模型结构并保持较高的预测精度.
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