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摘 要: 研究使一类时变耗散耦合复杂网络自同步的内耦合矩阵选择方法. 在主稳定函数法的基础上,通过对节点

变分方程系统阵的约当标准型进行分析,给出了几种适用于不同情况的内耦合矩阵选择方法,以同步速度为依据提

出了较优内耦合矩阵的选择命题,并给出了相应的选择方法. 最后以 3个典型算例验证了所提出方法的有效性.
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Abstract: This paper investigates the way to choice inner coupled matrix to ensure a class of diffusively coupled time-varying

complex networks are auto-synchronous. The Jordan canonical form of system matrix of nodes in variational equations is

analyzed based on master stability functions method. As a result, several ways to choice inner coupled matrix for different

situations are proposed. Besides, the proposition to choice preferable inner coupled matrix according to synchronization

speed of network is presented with the choice methods provided. Finally, three typical examples show the effectiveness of

the proposed methods.
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1 引引引 言言言

同步在信号发生器、核磁共振仪、激光设备和通

讯系统等领域发挥着重要的作用,是复杂网络的重要

动力学行为之一,如何在应用上使网络实现同步非常

重要[1-6]. 获得同步网络的方法主要有: 1)施加控制使

网络同步; 2)构建自同步网络[4]. 显然,后者比前者更

为直接. 构建自同步网络的一般思路,是针对确定规

模与确定拓扑结构的网络设计使网络自同步的参数.

该方法的不足是所设计的参数不具有鲁棒性,当节点

和边受损,或者网络规模增大、边增加时,网络的同步

能力可能被破坏.如果存在某种通用参数, 不论网络

的规模与拓扑结构如何,网络总能自同步,则这种参

数的设计方法具有重要的理论意义和应用价值.

网络能否同步受节点的动力学特性、内耦合矩

阵及外耦合矩阵 3个因素的影响[4-6]. 节点的动力学

特性和内耦合矩阵决定了网络的同步化区域,当同步

化区域是无界区域时,总可通过选择耦合强度或者控

制增益使网络同步,这时网络的外耦合矩阵可以有最

大的自由度[7-9]. 外耦合矩阵反映了网络的规模和拓

扑结构,因此设计对网络规模与拓扑结构具有鲁棒性

的参数的基本思路,应当是使网络具有无界同步化区

域.一般而言,构造网络的节点是事先选定的,待设计

的参数即是网络的内耦合矩阵.

同步化区域是复平面上的一个区域, 有有限区

域、无限区域及不连通区域组合等情况[5-10]. 关于什

么样的内耦合矩阵可使网络具有无界同步化区域,针
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对同步状态为平衡点的情况, 文献 [7]给出了两个条

件, 文献 [8]给出了秩 1内耦合矩阵的设计条件和设

计方法. 关于如何选择内耦合矩阵保证同步化区域的

右边界覆盖所有可能的外耦合矩阵的第 2大特征值,

使网络无需控制便可同步,目前尚不明确. 特别是利

用内耦合矩阵估算同步化区域右边界的方法,仅在文

献 [8]中报道过内耦合矩阵秩为 1的情况. 此外,当网

络具有时变耦合强度[11],节点为时变节点,同步状态

是周期轨道及混沌吸引子时,如何选择内耦合矩阵使

网络能够自同步,尚未见报道. 当内耦合矩阵有多种

选择方案时, 哪种方案更优, 也是一个有待探讨的问

题.

本文针对一类时变耗散耦合复杂网络,提出了对

网络规模和拓扑结构具有鲁棒性的、能够保证网络

自同步的内耦合矩阵选择方法;接着提出了网络同步

速度快于孤立节点收敛速度为较优内耦合矩阵选择

依据的命题,并有针对性地给出了 3种内耦合矩阵的

选择方法;最后通过仿真例子验证了相关结论的有效

性.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑以𝑁个同维时变动力系统 𝑥̇𝑖 = 𝑓(𝑡, 𝑥𝑖)为

节点构成的耗散耦合网络

𝑥̇𝑖 = 𝑓(𝑡, 𝑥𝑖) +

𝑁∑
𝑗=1

ℎ𝑖𝑗(𝑡)Γ𝑥𝑗 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (1)

其中: 𝑥𝑖 = (𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖𝑛)
T ∈ 𝑅𝑛为节点 𝑖的状态

向量, 𝑓(𝑡, ⋅) : 𝑅𝑛 → 𝑅𝑛为时变光滑向量函数, Γ =

(𝛾𝑖𝑗)𝑛×𝑛 ∈ 𝑅𝑛×𝑛为各节点状态变量之间的内耦

合矩阵. 表示网络拓扑结构的外耦合矩阵𝐻(𝑡) =

(ℎ𝑖𝑗(𝑡))𝑁×𝑁 ∈ 𝑅𝑁×𝑁定义如下: 节点 𝑗对节点 𝑖在时

刻 𝑡有耦合作用时, ℎ𝑖𝑗(𝑡) > 0, ℎ𝑖𝑗(𝑡)表示耦合强度;

节点 𝑗对节点 𝑖在时刻 𝑡没有耦合作用时, ℎ𝑖𝑗(𝑡) = 0;

对角线元素定义为ℎ𝑖𝑖(𝑡) = −
𝑁∑

𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

ℎ𝑖𝑗(𝑡). 对于有向

网络,一般有ℎ𝑖𝑗(𝑡) ∕= ℎ𝑗𝑖(𝑡);对于无向网络,有ℎ𝑖𝑗(𝑡)

= ℎ𝑗𝑖(𝑡). 假设网络是连通的, 𝐻(𝑡)为不可约矩阵.

由对角线元素定义可知, 外耦合矩阵满足耗散

耦合条件
𝑁∑
𝑗=1

ℎ𝑖𝑗(𝑡) = 0 ,当所有节点状态相同时,耦

合项自动消失[4-6]. 耗散耦合条件来源于节点之间

通过状态变量之差耦合的情况, 反映了一大类网络

的耦合规律, 对于时变网络, 这一条件仍能保持[11].

设𝜆1(𝑡) > 𝜆2(𝑡) ⩾ ⋅ ⋅ ⋅ ⩾ 𝜆𝑁 (𝑡)为𝐻(𝑡)的特征值,

由矩阵理论可知, 𝐻(𝑡)有且仅有一个重数为 1的零

特征根𝜆1(𝑡), 对应同步流形, 对应的右特征向量为
1√
𝑁

[1, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 1]T[4-6]. 对于无向网络, 𝐻(𝑡)的特征值

均为实数;对于有向网络, 𝐻(𝑡)的特征值可能为复数.

设 𝑠(𝑡)为孤立节点状态方程的解, 满足 𝑠̇(𝑡) =

𝑓(𝑡, 𝑠(𝑡)), 当 𝑡 → ∞时, 若动态网络 (1)有𝑥1(𝑡) →
𝑥2(𝑡) → ⋅ ⋅ ⋅ → 𝑥𝑁 (𝑡) → 𝑠(𝑡), 则称网络达到渐近

同步, 𝑠(𝑡)是同步状态. 特别地,当不采用任何控制方

式时, 网络从任意初始状态出发, 能够在 𝑠(𝑡)渐近同

步,则称网络是自同步的[4].

当节点为定常节点时,网络 (1)变为

𝑥̇𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖) +

𝑁∑
𝑗=1

ℎ𝑖𝑗(𝑡)Γ𝑥𝑗 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (2)

本文研究的问题为:给定 𝑓(𝑡, ⋅), 如何确定Γ , 使

网络 (1)对于任意的𝐻(𝑡)都是自同步的.

3 主主主要要要结结结论论论

定定定理理理 1 设动力系统 𝑥̇ = 𝑓(𝑥)的 Jacobi矩阵在

平衡点 𝑠的取值𝐷𝑓(𝑠)Hurwitz稳定, 有非奇异矩阵

𝑃 ∈ 𝑅𝑛×𝑛使𝑃−1𝐷𝑓(𝑠)𝑃 = 𝐽 ∈ 𝑅𝑛×𝑛为约当阵,

𝜇𝑖𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为 𝐽阵主对角线元素.选定矩阵

Γ = 𝑃 Γ̄𝑃−1” (3)

其中: Γ̄ ∈ 𝑅𝑛×𝑛为上三角阵, Γ̄的主对角线元素 𝛾𝑖𝑖

⩾ 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 且 tr(Γ̄ ) > 0. 则以 𝑥̇ = 𝑓(𝑥)为

节点, 以Γ为内耦合矩阵组成的任意耗散耦合网络

(2)在 𝑠上是自同步的, 同步化区域𝑆为复平面𝜆 =

𝛼 + j𝛽上直线𝛼 = 𝛼1以左的复平面. 对于无向网络,

同步化区域𝑆 = (−∞, 𝛼1),其中

𝛼1 = min
𝑖

−𝜇𝑖𝑖

𝛾𝑖𝑖
> 0. (4)

证证证明明明 先证对于满足耗散耦合条件的任意外耦

合矩阵𝐻 = (ℎ𝑖𝑗)𝑁×𝑁 ∈ 𝑅𝑁×𝑁定理成立,其中𝐻可

以是非对称的.

设网络 (2)中ℎ𝑖𝑗(𝑡) ≡ ℎ𝑖𝑗 ,把网络 (2)在 𝑠上线性

化,令 𝑦𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑠,得到方程

𝑦̇𝑖 = 𝐷𝑓(𝑠)𝑦𝑖 +

𝑁∑
𝑗=1

ℎ𝑖𝑗Γ𝑦𝑗 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, (5)

其中𝐷𝑓(𝑠)为 𝑓(⋅)的 Jacobi矩阵在 𝑠处的取值.

利用Kronecker积把网络 (5)整理为

𝑦̇ = (𝐼𝑁 ⊗𝐷𝑓(𝑠) +𝐻 ⊗ Γ )𝑦, (6)

其中 𝑦 = [𝑦T1 , 𝑦
T
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦T𝑁 ]T.

由 Schur定理, 必存在可逆矩阵𝑄使𝑄−1𝐻𝑄 =

Λ,其中Λ为上三角阵, Λ的对角线元素为𝐻的特征值

𝜆1, 𝜆2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆𝑁 . 考虑相似变换 𝑦 = (𝑄 ⊗ 𝐼𝑛)𝜂, 由Λ

的上三角结构及文献 [12-13]相关内容,网络 (6)的稳

定性与以下𝑁个低维子系统的稳定性等价:

𝜂̇𝑖 = (𝐷𝑓(𝑠) + 𝜆𝑖Γ )𝜂𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (7)

其中

𝜂 = [𝜂T1 , 𝜂
T
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜂T𝑁 ]T,
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𝜂𝑖 = (𝜂𝑖1, 𝜂𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜂𝑖𝑛)T.
由式 (7)可知网络 (2)的主稳定方程[5]为

𝜉 = (𝐷𝑓(𝑠) + 𝜆Γ )𝜉 = [𝐷𝑓(𝑠) + (𝛼+ j𝛽)Γ ]𝜉. (8)

由已知条件可知, 𝐽 + 𝜆Γ̄的特征值为 {𝜇𝑖𝑖 +

𝜆𝛾𝑖𝑖 ∣𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}.由𝑃 (𝐽+𝜆Γ̄ )𝑃−1=𝐷𝑓(𝑠)+𝜆Γ知

𝐷𝑓(𝑠) + 𝜆Γ的特征值也为 {𝜇𝑖𝑖 + 𝜆𝛾𝑖𝑖∣𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑛}. 由 Γ̄ ∈ 𝑅𝑛×𝑛和𝑃 ∈ 𝑅𝑛×𝑛知Γ =𝑃 Γ̄𝑃−1∈𝑅𝑛×𝑛,

满足内耦合矩阵应当为实矩阵的条件.

由𝐷𝑓(𝑠)Hurwitz稳定和 𝐽 ∈ 𝑅𝑛×𝑛知𝜇𝑖𝑖 < 0,又

由 𝛾𝑖𝑖 ⩾ 0和 tr(Γ̄ ) > 0知,使所有𝜇𝑖𝑖 + 𝜆𝛾𝑖𝑖具有负实

部的𝜆 = 𝛼 + 𝛽𝑖的范围为𝛼 < 𝛼1 = min
𝑖

−𝜇𝑖𝑖

𝛾𝑖𝑖
> 0的

复数. 故以 𝑥̇ = 𝑓(𝑥)为节点,以Γ为内耦合矩阵组成

的任意耗散耦合网络 (2)的同步化区域[5]𝑆覆盖整个

左半复平面. 由 0为𝐻的最大特征值知,该网络对于

满足耗散耦合条件的任意外耦合矩阵𝐻总是自同步

的,且对于无向网络,同步化区域𝑆 = (−∞, 𝛼1).

对于任意给定的 𝜏 ∈ 𝑅+,由以上证明可知,定理

对第 2节中定义的外耦合矩阵𝐻(𝜏)总成立. 由 𝜏的

任意性, 定理对所有的𝐻(𝜏), 𝜏 ∈ 𝑅+成立, 故定理对

时变耗散耦合网络 (2)成立. 2
注注注 1 定理 1提供的方法是利用𝐷𝑓(𝑠)来计算

Γ ,当节点为时变系统,或者同步状态 𝑠(𝑡)为周期轨道

及混沌轨道时, 𝐷𝑓(𝑠(𝑡))是时变的, 难以直接用来计

算,所以定理 1适用于同步状态为平衡点的网络 (2).

根据定理 1计算Γ需要事先知道𝐷𝑓(𝑠),以下给

出一种不要求𝐷𝑓(𝑠)为已知的Γ选择方法.

定定定理理理 2 设时变动力系统 𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥)有稳定

的平衡点或周期轨道 𝑠(𝑡). 当选择Γ = 𝑘𝐼𝑛, 𝑘 ∈ 𝑅,

𝑘 > 0时,以 𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥)为节点,以Γ为内耦合矩阵组

成的任意耗散耦合网络 (1)在 𝑠(𝑡)上是自同步的.

证证证明明明 把网络 (1)在 𝑠(𝑡)上线性化, 经过类似定

理 1证明步骤的处理后, 得到网络 (1)的主稳定方程

为

𝜉 = (𝐷𝑓(𝑠(𝑡)) + 𝜆Γ )𝜉 =

[𝐷𝑓(𝑠(𝑡)) + (𝛼+ j𝛽)Γ ]𝜉. (9)

设𝐷𝑓(𝑠(𝑡))的特征值为𝜇𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,代

入Γ = 𝑘𝐼𝑛,知𝐷𝑓(𝑠(𝑡)) + 𝜆Γ的特征值为𝜇𝑖(𝑡) + 𝑘𝜆.

当 𝑠(𝑡)为稳定的平衡点时, 对于任意的 𝑡 ∈ (0,

∞)总有𝜇𝑖(𝑡) < 0,由 0为𝐻(𝑡)的最大特征值可知,对

于给定的 𝑘 > 0总有𝜇𝑖(𝑡) + 𝑘𝜆 < 0, 故网络 (1)在平

衡点上是自同步的.

当 𝑠(𝑡)为稳定的周期轨道时,对于任意的 𝑡 ∈ (0,

∞)总有𝜇𝑖(𝑡) ⩽ 0,由 0为𝐻(𝑡)的最大特征值可知,对

于给定的 𝑘 > 0总有𝜇𝑖(𝑡) + 𝑘𝜆𝑗 < 0, 𝑗 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 .

由文献 [11]的结论知, 网络 (1)在周期轨道上是自同

步的. 2
注注注 2 在定理 1中, 当选择 Γ̄ = 𝑘𝐼𝑛时, 可以得

到与定理 2类似的结论, 由于无需知晓𝐷𝑓(𝑠), 定理

2的应用范围可以拓展到时变节点和周期轨道的同

步.

注注注 3 除了平衡点和周期轨道之外, 同步状态

𝑠(𝑡)为混沌轨道也是一种常见的情况. 本文研究的目

的是使网络对任意的𝐻(𝑡)都为自同步的, 由于𝐻(𝑡)

的任意性,同步化区域只能为无限区域,由于𝜆2(𝑡)可

能无限接近原点, 同步化区域只有覆盖原点才能保

证覆盖所有可能的𝜆2(𝑡). 而同步化区域覆盖原点

的情况恰与节点在 𝑠(𝑡)上的李亚普诺夫指数小于等

于 0的情况相对应[5-6],所以 𝑠(𝑡)不能是混沌轨道. 换

言之,孤立节点在 𝑠(𝑡)上稳定是保证网络在任意耗散

耦合情况下自同步的必要条件.

由定理 1和定理 2可知,内耦合矩阵Γ有多种选

择方法, 何种选择方法较优是进一步研究的问题,以

下从同步速度的角度进行分析.

命命命题题题 1 网络 (1)在平衡点 𝑠(𝑡)上主稳定方程最

大横截李亚普诺夫指数[1-2,4-5]的实部,若小于孤立节

点最大李亚普诺夫指数的实部,则网络的同步速度快

于孤立节点的收敛速度,反之网络的同步速度慢于孤

立节点的收敛速度.

由相似关联大系统的关联稳定性理论[14-15]可知,

孤立节点耦合为网络之后, 收敛过程可能变快, 也可

能变慢, 故命题 1的假设条件存在, 再由已知条件可

推得结论.

由命题 1, 如果选择内耦合矩阵Γ后, 主稳定方

程最大横截李亚普诺夫指数的实部小于孤立节点最

大李亚普诺夫指数的实部,则以同步速度为衡量, 该

内耦合矩阵的选择方法即为较优的方法. 以下给出 3

种较优内耦合矩阵的选择方法.

推推推论论论 1 设动力系统 𝑥̇ = 𝑓(𝑥)的 Jacobi矩阵在

平衡点 𝑠的取值𝐷𝑓(𝑠)Hurwitz稳定, 有非奇异矩阵

𝑃 ∈ 𝑅𝑛×𝑛使𝑃−1𝐷𝑓(𝑠)𝑃 = 𝐽 ∈ 𝑅𝑛×𝑛为约当阵,

𝜇𝑖𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为 𝐽阵主对角线元素, 𝑘重特征

值𝜇𝑖1𝑖1 = 𝜇𝑖2𝑖2 = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝜇𝑖𝑘𝑖𝑘为𝐷𝑓(𝑠)的最大特征

值. 选定矩阵Γ = 𝑃 Γ̄𝑃−1, Γ̄ ∈ 𝑅𝑛×𝑛为上三角阵,

Γ̄的主对角线元素 𝛾𝑖𝑖 ⩾ 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,其中 𝛾𝑖𝑗𝑖𝑗

> 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘. 则以 𝑥̇ = 𝑓(𝑥)为节点,以Γ为内

耦合矩阵组成的任意耗散耦合网络 (2)的自同步速度

总快于孤立节点的收敛速度.

证证证明明明 由定理 1知网络自同步.由定理 1的证明,

易知网络主稳定方程最大横截李亚普诺夫指数的
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实部为 max
𝑖∈(1,2,⋅⋅⋅ ,𝑛)

(𝜇𝑖𝑖 + 𝛾𝑖𝑖Re(𝜆2)). 当 𝑖 = 𝑖1, 𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑖𝑘时,因 𝛾𝑖𝑗𝑖𝑗 > 0 ,所以𝜇𝑖𝑖+𝛾𝑖𝑖Re(𝜆2) < 𝜇𝑖1𝑖1 ;当 𝑖为

其他值时,因𝜇𝑖𝑖 < 𝜇𝑖1𝑖1 ,所以𝜇𝑖𝑖 + 𝛾𝑖𝑖Re(𝜆2) < 𝜇𝑖1𝑖1 .

故知 max
𝑖∈(1,2,⋅⋅⋅ ,𝑛)

(𝜇𝑖𝑖 + 𝛾𝑖𝑖Re(𝜆2))小于孤立节点最大李

亚普诺夫指数的实部.根据命题 1结论即得证. 2
推推推论论论 2 设时变动力系统 𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥)有稳定的

平衡点 𝑠(𝑡). 当选择Γ = 𝑘𝐼𝑛, 𝑘 ∈ 𝑅, 𝑘 > 0时,以 𝑥̇ =

𝑓(𝑡, 𝑥)为节点,以Γ为内耦合矩阵组成的任意耗散耦

合网络 (1)的自同步速度总快于孤立节点的收敛速

度.

证证证明明明 由定理 2知网络自同步.由定理 2的证明

易知,网络主稳定方程最大横截李亚普诺夫指数的实

部为 max
𝑖∈(1,2,⋅⋅⋅ ,𝑛)

Re(𝜇𝑖(𝑡)) + 𝑘Re(𝜆2),小于孤立节点最

大李亚普诺夫指数的实部 max
𝑖∈(1,2,⋅⋅⋅ ,𝑛)

Re(𝜇𝑖(𝑡)), 根据

命题 1结论即得证. 2
定定定理理理 3 设动力系统 𝑥̇ = 𝑓(𝑥)的 Jacobi矩阵在

平衡点 𝑠的取值𝐷𝑓(𝑠)是Hurwitz稳定的. 当选Γ =

−𝑘𝐷𝑓(𝑠), 𝑘 ∈ 𝑅, 𝑘 > 0时, 以 𝑥̇ = 𝑓(𝑥)为节点, 以Γ

为内耦合矩阵组成的任意耗散耦合无向网络 (2)在

𝑠上是自同步的, 且网络的同步速度快于孤立节点

的收敛速度, 网络的同步化区域为𝑆 = (−∞, 𝛼1),

其中

𝛼1 =
1

𝑘
> 0. (10)

证证证明明明 因为考虑的是无向网络, 网络 (2)主稳定

方程 (8)中𝜆 = 𝛼 ∈ 𝑅. 把Γ = −𝑘𝐷𝑓(𝑠)代入 (8)的系

统阵,得到

𝐷𝑓(𝑠) + 𝜆Γ = (1− 𝛼𝑘)𝐷𝑓(𝑠), (11)

因为𝐷𝑓(𝑠)Hurwitz稳定, 𝑘 > 0, 所以矩阵 (11)

Hurwitz稳定当且仅当𝛼 < 𝛼1 = 1/𝑘 > 0, 由此可知

网络 (2)是自同步的.由𝐷𝑓(𝑠)Hurwitz稳定,总有 (1−
𝛼𝑘)𝐷𝑓(𝑠)(𝛼 < 0)的最大特征值小于𝐷𝑓(𝑠)的最大特

征值,由此可知网络的自同步速度快于孤立节点的收

敛速度. 2
4 算算算 例例例

算算算例例例 1 设非线性定常节点动态模型为⎡⎢⎣ 𝑥̇1

𝑥̇2

𝑥̇3

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎣ −𝑥1 + 3𝑥2 + 2𝑥3 − 3𝑥2𝑥3

𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 − 2𝑥1𝑥2

−2𝑥1 − 4𝑥2 − 5𝑥3

⎤⎥⎦ ,

用以下 3种网络拓扑对内耦合矩阵的选择结果进行

验证:

1) 网络Ⅰ: 由B-A模型[16](𝑛0 = 𝑚 = 2)生成

的 10节点无标度有向网络 (𝑁 = 10), 网络外耦合矩

阵为

𝐻 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−12.1 1 2.3 0.5 0

1.2 −10.2 0.4 0 1.1

3.1 0.1 −9.4 3.2 0

2.4 0 0.2 −4.1 1.5

0 1.7 0 3.1 −4.8
0.1 0 3.1 0 0

1.5 0 1 0 0

2.2 1.6 0 0 0

1.8 2.1 0 0 0

0.4 0.2 0 0 0

→

←

1.3 1.1 2.7 1.4 1.8

0 0 3.1 1.9 2.5

1.2 1.8 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

−3.2 0 0 0 0

0 −2.5 0 0 0

0 0 −3.8 0 0

0 0 0 −3.9 0

0 0 0 0 −0.6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

2) 网络Ⅱ: 由WS模型[17](𝐾 = 4, 𝑝 = 0.1)生成

的 20节点时变无向小世界网络 (𝑁 = 20), 网络外耦

合矩阵为

𝐻(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∗ 2 1 0 0 0 0 0 0 0

2 −8 1 3 0 0 0 0 0 0

1 1 −6 2 2 0 0 0 0 0

0 3 2 ∗ 1 0 0 0 0 0

0 0 2 1 ∗ 1 4 0 0 0

0 0 0 0 1 −5 1 3 0 0

0 0 0 0 4 1 −7 1 1 0

0 0 0 0 0 3 1 −6 1 1

0 0 0 0 0 0 1 1 ∗ 3

0 0 0 0 0 0 0 1 3 −6
c 0 0 0 0 0 0 0 5 0

0 0 0 𝑎 0 0 0 0 0 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 𝑑 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

3 0 0 0 𝑏 0 0 0 0 0

2 2 0 0 0 0 0 0 0 0

→
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←

𝑐 0 0 0 0 0 0 0 3 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 𝑎 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 𝑏 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

5 0 0 0 𝑑 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0 0 0 0 0

∗ 2 4 0 0 0 0 0 0 0

2 ∗ 4 3 0 0 0 0 0 0

4 4 −10 1 1 0 0 0 0 0

0 3 1 −5 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 ∗ 1 3 0 0 0

0 0 0 1 1 −9 2 5 0 0

0 0 0 0 3 2 −11 6 0 0

0 0 0 0 0 5 6 −14 1 2

0 0 0 0 0 0 0 1 ∗ 4

0 0 0 0 0 0 0 2 4 −10

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

其中: 𝑎 = 1.5 + 0.5 sin(5π𝑡), 𝑏 = 2 − 0.5e−𝑡, 𝑐 = 3 −
cos(4π𝑡), 𝑑 = 2.4 + e−𝑡.

3)网络Ⅲ: 4节点时变星形耦合无向网络 (𝑁 =

4). 网络外耦合矩阵为

𝐻(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∗ 𝑎 𝑏 𝑐

𝑎 ∗ 0 0

𝑏 0 ∗ 0

𝑐 0 0 ∗

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

取 Γ̄ =

⎡⎢⎣ 1.5 0 3

0 2 −1
0 0 1

⎤⎥⎦,得Γ =

⎡⎢⎣ −3 −4 −4.5−1 1 −1
5 4 6.5

⎤⎥⎦,

与𝐷𝑓(𝑠)两重最大特征值 -2对应的 𝛾22 = 2, 𝛾33 = 1

均大于 0. 通过仿真得到 3个网络状态变化曲线如

图 1所示. 由图 1可见, 3个网络都是自同步的, 各节
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图 1 算例 1网络状态变化曲线

点状态变量都是先合并为一条曲线然后再向 0趋近,

由此说明网络同步速度快于孤立节点收敛速度.

算算算例例例 2 设 10个 3维非线性节点模型[18]为⎡⎢⎢⎣
𝑥̇𝑖1

𝑥̇𝑖2

𝑥̇𝑖3

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝑥𝑖2

𝑥𝑖3

[2(1− 𝑥2
𝑖1 − 𝑥2

𝑖2 − 𝑥2
𝑖3)− 1](𝑥𝑖2 + 𝑥𝑖3)− 𝑥𝑖1

⎤⎥⎥⎦ ,

孤立节点具有如图 2所示的稳定周期轨道.
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图 2 算例 2的孤立节点周期轨道

选择与例 1网络 I拓扑结构相同的时变无向网

络,网络外耦合矩阵设为

𝐻(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∗ 𝑎 𝑏 𝑏 0 𝑐 𝑎 𝑎 𝑎 𝑑

𝑎 ∗ 𝑎 0 𝑎 0 0 𝑏 𝑎 𝑑

𝑏 𝑎 ∗ 𝑎 0 𝑐 𝑎 0 0 0

𝑏 0 𝑎 ∗ 𝑎 0 0 0 0 0

0 𝑎 0 𝑎 ∗ 0 0 0 0 0

𝑐 0 𝑐 0 0 ∗ 0 0 0 0

𝑎 0 𝑎 0 0 0 ∗ 0 0 0

𝑎 𝑏 0 0 0 0 0 ∗ 0 0

𝑎 𝑎 0 0 0 0 0 0 ∗ 0

𝑑 𝑑 0 0 0 0 0 0 0 ∗

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

其中

𝑎 = 1 + 0.3 sin(4π𝑡);

𝑏 = 2− e−𝑡;

𝑐 =

{
2, 0 ⩽ 𝑡 < 0.5;

0, 0.5 ⩽ 𝑡;

𝑑 =

{
0, 0 ⩽ 𝑡 < 0.3;

2, 0.3 ⩽ 𝑡.

可知节点⑩在 𝑡 = 0.3 s时连入网络, 节点⑥在 𝑡 =

0.5 s时从网络中断开. 选择Γ1 = 0.05𝐼𝑛,得到网络同

步演化曲线如图 3所示. 图 3表明, 节点⑩在连入网

络后, 与其他节点取得了同步, 而节点⑥的断开, 对

网络的自同步没有产生影响.
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图 3 算例 2网络状态变化曲线

5 结结结 论论论

本文把构建同步网络的问题简化为内耦合矩阵

的选择问题.通过选择内耦合矩阵可以保证任意时变

耗散耦合网络的自同步能力. 不论将要构建的网络

规模多大,拓扑结构如何,也不论网络在运行过程中

节点和边是否增减, 节点之间的耦合强度怎样变化,

网络始终是自同步的. 此外,从同步速度的角度出发,

提出了 3种较优内耦合矩阵的选择方法. 本文方法主

要适用于同步状态是平衡点和周期轨道的情形, 定

理 1对有向网络也是适用的,定理 2对时变节点网络

也是适用的. 最后分别以无标度有向网络、小世界无

向网络、星形耦合无向网络和运行过程中有节点加入

和断开的无标度网络为例,对本文方法进行了验证.
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