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摘 要: 针对某些情况下只能得到系统的状态估计,当其作为预测控制的初始状态时传统方法无法保证其目标函数

递减的问题,提出一种针对状态估计的预测控制器,由该控制器得到的反馈控制律可以使受控系统渐近稳定. 进而,

给出了相应的算法,并通过仿真实例验证了所得结论的正确性.
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Abstract：：：In many cases, system state can not be obtained directly, and when the state estimation is used as the initial

condition for model predictive control(MPC), it can not be guaranteed that the objective function is decreasing. Therefore, a

state estimation based MPC is proposed and the system stability can be achieved by a linear feedback controller. Simulation

results show the correctness of the conclusions.
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1 引引引 言言言

近几十年来,模型预测控制 (MPC)已成为控制界

研究的热点之一[1]. 对于预测控制的研究,很多工作

大都围绕着稳定性和鲁棒性展开. Mayne等[2]总结性

地给出了采用MPC策略的闭环系统渐近稳定的充分

条件A1, A2, A3和A4,与稳定性相关的文献还可以

参见文献 [3]等.

稳定性研究的对象是无模型失配和无外加扰动

的名义系统.当系统存在失配或扰动时, 如何使系统

鲁棒稳定已成为研究的焦点. 预测控制的鲁棒性研究

主要针对两类系统展开,即存在外加扰动的系统和存

在模型失配的系统. 对于前者, 除传统的min-max控

制策略外, 近年来学者们通过对鲁棒不变集的研究,

将鲁棒预测控制的目标定义为驱动系统状态到该集

合中, 而且为了保证每一步解的可行性, 可以对控制

器的约束域进行一定修正. 文献 [4]将原系统的约束

域进行了消减,并将控制器的形式定义为名义系统最

优解与系统状态偏差的线性控制律之和的形式,进而

得到了系统的鲁棒稳定性. 相关的研究还可以参见文

献 [5-7]等.

针对另一类存在模型失配系统的鲁棒性问题,文

献 [8]将原问题转化成易解的LMI形式, 并得到了系

统控制律的线性形式. 针对目标函数中存在状态/输

入耦合的情况, [9]给出了一个增广型的系统稳定性

条件.相关研究还可以参见文献 [10-12].

一般大都在预测控制中假设系统状态可以直接

得到. 然而,实际上往往只能得到系统的状态估计,由

于未来系统输入和输出的信息未知,按常规预测控制

方法难以进行在线优化. 本文研究的意义在于: 在初

始估计状态存在不确定性时,由传统观测器设计理论
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是可以得到稳定控制系统的,但本文考虑了系统约束

(见第 3节),这时不能再采用传统的观测器设计方法,

而要用预测控制的方法进行处理,在预测控制设计中

需对系统未来状态进行预测. 但是,由于初始估计的

不确定性, 造成了未来状态估计的不确定性,需将初

始状态估计不确定性对未来状态估计的影响包含在

稳定性分析中加以考虑.这就是本文要解决的问题.

2 预预预备备备知知知识识识

考虑如下线性时不变离散动态系统:

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥(𝑘) +𝐵𝑢(𝑘),

𝑦(𝑘) = 𝐶𝑥(𝑘). (1)

其中: 𝑥(𝑘) ∈ 𝑋 ⊂ 𝑅𝑛为系统状态; 𝑢(𝑘)为系统输入;

𝑦(𝑘)为系统输出; 𝐴,𝐵,𝐶分别为相应维数的矩阵; 𝑋

为包含原点的紧集; 𝑦(𝑘)直接可测量. 考虑该系统的

线性状态观测器如下:

𝑧(𝑘 + 1) = 𝐴𝑧(𝑘) +𝐵𝑢(𝑘) +𝐴𝐻(𝑦(𝑘)− 𝐶𝑧(𝑘)),

or

𝑧(𝑘 + 1) = 𝐴𝑧(𝑘) +𝐵𝑢(𝑘) +𝐴𝐻𝐶𝑒(𝑘). (2)

其中: 𝑧(𝑘)为系统 (1)在 𝑘时刻的状态估计; 𝑒(𝑘) =

𝑥(𝑘)− 𝑧(𝑘)为 𝑘时刻的状态估计误差,且有

𝑒(𝑘 + 1) = Π 𝑒(𝑘), (3)

其中Π = 𝐴(𝐼−𝐻𝐶).假设 ∣𝜆(Π )∣ < 1,则可以提供一

个稳定的状态观测器.

由式 (2)可以看出,未来状态估计值 𝑧(𝑘+ 𝑖)的计

算涉及到未知的未来误差 𝑒(𝑘 + 𝑖 − 1)或未来输出

𝑦(𝑘 + 𝑖 − 1), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,因此不可能精确递推. 注意

到, 对于外加扰动型鲁棒预测控制,大多将外来扰动

定义为有界,并在其基础上研究鲁棒正不变集. 本文

对估计误差也进行如下假设:

假假假设设设 1 假设已知 𝑘时刻估计误差 𝑒(𝑘)的范围,

用 {𝑒(𝑘)}表示, {𝑒(𝑘)}为一个包含原点的凸集且其顶
点为 𝑒1(𝑘), 𝑒2(𝑘), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝐿(𝑘).

对于𝐿的取值, 要求该凸集能包含状态估计误

差. 一般对于𝑛维变量, 𝐿 ⩾ 𝑛+ 1.

依据式 (3),有 {𝑒(𝑘+1)}=Π {𝑒(𝑘)}且 𝑒1(𝑘+1)=

Π 𝑒1(𝑘), 𝑒2(𝑘+1) = Π 𝑒2(𝑘), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝐿(𝑘+1) = Π 𝑒𝐿(𝑘).

一般情况下,只能得到系统的状态估计,故考虑

以观测器 (2)为状态方程的无穷时域MPC控制器C0

如下:

min
{𝑢(𝑘+𝑖∣𝑘)}

𝐽(𝑘) =

∞∑
𝑖=0

∥𝑧(𝑘 + 𝑖∣𝑘)∥2𝑄 + ∥𝑢(𝑘 + 𝑖∣𝑘)∥2𝑅,

s.t.式 (2)和 (3), 𝑒(𝑘) ∈ {𝑒(𝑘)}. (4)

因为实际 𝑒(𝑘)未知,除当前时刻的估计 𝑧(𝑘∣𝑘) =
𝑧(𝑘)外,其余的 𝑧(𝑘 + 1∣𝑘)和 𝑧(𝑘 + 2∣𝑘)等变量也是未

知的,无法通过式 (2)和 (3)建立起 𝑧(𝑘 + 𝑖∣𝑘)与𝑢(𝑘 +

𝑖∣𝑘)的确切关系,所以在解决该无穷时域问题时会有

困难.注意到,由假设 1可以知道 𝑒(𝑘)的范围,为使系

统稳定, 不妨从鲁棒预测控制的角度考虑该问题.首

先给出一些定义和引理.

定定定义义义 1 定义𝐸(𝑠, 𝑡)=Co{𝑒1(𝑠), ⋅ ⋅ ⋅, 𝑒𝐿(𝑠), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑒1(𝑠 + 1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝐿(𝑠 + 1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒1(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝐿(𝑡)}, 𝑠 ⩽ 𝑡,

即𝐸(𝑠, 𝑡)表示由 𝑠到 𝑡时刻所有状态估计范围顶点组

成的凸集.

引引引理理理 1 存在一个正整数 𝑁̄ ⩾ 0,使得

𝐸(0, 𝑁̄) ⊇ 𝐸(𝑁̄ + 1,∞), (5)

且对于任意正整数 𝑣 ⩾ 0,有

𝐸(𝑣, 𝑁̄ + 𝑣) ⊇ 𝐸(𝑁̄ + 𝑣 + 1,∞). (6)

证明略.

定定定义义义 2 设 0时刻为系统初始时刻, 𝑧(0)为系统

在该时刻的状态估计.令 𝑧1(0) = 𝑧2(0) = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝑧𝐿(0),

定义 𝑧𝑖(𝑘)为以 𝑧𝑖(0)为初始状态估计, 𝑒𝑖(0)为初始误

差,输入为𝑢𝑖(0), 𝑢𝑖(1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑖(𝑘 − 1)时由式 (2)和 (3)

得到的 𝑘时刻状态估计 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿).
引引引理理理 2 设𝑥(𝑘)为系统 𝑘时刻状态, 系统各时

刻输入为𝑢(𝑘) =𝐹 (𝑘)𝑧(𝑘),而估计误差 𝑒(𝑘)∈ {𝑒(𝑘)},

且对于𝑧𝑖(𝑘),其各时刻输入为𝑢(𝑘) = 𝐹 (𝑘)𝑧𝑖(𝑘),则有

下式成立:

𝑥(𝑘) ∈Co{𝑧1(𝑘) + 𝑒1(𝑘), 𝑧2(𝑘) + 𝑒2(𝑘), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑧𝐿(𝑘) + 𝑒𝐿(𝑘)}, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ . (7)

证明略.

引引引理理理 3 [8](Schur引理) 设矩阵𝐻1 = 𝐻T
1 ,且两矩

阵非奇异𝐻2 = 𝐻T
2 ,则[

𝐻1 𝐻T
3

𝐻3 𝐻2

]
> 0

等同于如下两组不等式:

𝐻1 > 0, 𝐻1 −𝐻T
3 𝐻

−1
2 𝐻3 > 0;

𝐻2 > 0, 𝐻2 −𝐻3𝐻
−1
1 𝐻T

3 > 0. (8)

本文的目的是寻找鲁棒预测控制器,在只能得到

系统状态估计的情况下有 lim
𝑘→∞

𝑥(𝑘) = 0.

3 基基基于于于状状状态态态估估估计计计的的的LMI预预预测测测控控控制制制器器器
由上述可知,可以从鲁棒的角度考虑该无穷时域

预测控制问题.而鲁棒预测控制大多利用min-max原

理分析系统性能,文献 [8]通过建立某Lyapunov函数

与目标函数的某种关系, 可以较为容易地得到MPC

性能指标的一个显式上界,从而将原问题转化为对该

上界的最小化问题.类似于文献 [8],下面将问题C0转

化为一个min-max问题.为此, 应先得到 𝐽(𝑘)的一个
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上界.

令𝑉 (𝑘, 𝑥(𝑘 + 𝑖∣𝑘)) = 𝑥T(𝑘 + 𝑖∣𝑘)𝑃 (𝑘)𝑥(𝑘 + 𝑖∣𝑘),
且有如下关系成立:

𝑉 (𝑘, 𝑥(𝑘 + 𝑖∣𝑘))− 𝑉 (𝑘, 𝑥(𝑘 + 𝑖+ 1∣𝑘)) ⩾
∥𝑧(𝑘 + 𝑖∣𝑘)∥2𝑄 + ∥𝑢(𝑘 + 𝑖∣𝑘)∥2𝑅, 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ . (9)

当 𝑖从 0到∞时,将上式迭加可得

𝑉 (𝑘, 𝑥(𝑘∣𝑘)) ⩾ 𝐽(𝑘), (10)

即 𝐽(𝑘)的上界为𝑉 (𝑘, 𝑥(𝑘∣𝑘)). 类似于文献 [8]中的处

理办法,该预测控制问题便成为在 𝑘时刻寻找控制律,

使得𝑉 (𝑘, 𝑥(𝑘∣𝑘))最小. 根据min-max原理,上述问题

可转变为对𝑥T(𝑘∣𝑘)𝑃 (𝑘)𝑥(𝑘∣𝑘)求最小值.然而,由于

𝑥(𝑘∣𝑘)未知,不能象文献 [8]中那样进行类似处理. 注

意到,若可以得到𝑥T(𝑘∣𝑘)𝑃 (𝑘)𝑥(𝑘∣𝑘)的某个上界,则

可以对该上界进行优化.

引引引理理理 4 设𝑥(𝑘)和 𝑧𝑖(𝑘)满足引理 2中的条件,

各时刻估计误差 𝑒(𝑘) ∈ Co{𝑒1(𝑘), 𝑒2(𝑘), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝐿(𝑘)},

若对于 𝑧𝑖(𝑘) + 𝑒𝑖(𝑘),有

𝛾(𝑘) ⩾ (𝑧𝑖(𝑘) + 𝑒𝑖(𝑘))T𝑃 (𝑘)× (𝑧𝑖(𝑘) + 𝑒𝑖(𝑘)),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿,
则有 𝛾(𝑘) ⩾ 𝑥T(𝑘∣𝑘)𝑃 (𝑘)𝑥(𝑘∣𝑘).

证证证明明明 利用 Schur引理,根据引理条件,有[
𝛾(𝑘) (𝑧𝑖(𝑘) + 𝑒𝑖(𝑘))T

𝑧𝑖(𝑘) + 𝑒𝑖(𝑘) 𝑃−1(𝑘)

]
⩾ 0,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿. (11)

根据引理 2,有

𝑥(𝑘∣𝑘) ∈
Co{𝑧1(𝑘) + 𝑒1(𝑘), 𝑧2(𝑘) + 𝑒2(𝑘), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧𝐿(𝑘) + 𝑒𝐿(𝑘)},
故由上式易知下述关系成立:[

𝛾(𝑘) 𝑥T(𝑘∣𝑘)
𝑥(𝑘∣𝑘) 𝑃−1(𝑘)

]
⩾ 0. (12)

即𝑥T(𝑘∣𝑘)𝑃 (𝑘)𝑥(𝑘∣𝑘)的一个上界为 𝛾(𝑘). 2
综上可知, 满足一定条件时, 𝑥T(𝑘∣𝑘)𝑃 (𝑘)𝑥(𝑘∣𝑘)

的上界可由 𝛾(𝑘)决定,此时依据min-max原理进行优

化, 其目标函数可取为 𝛾(𝑘). 取系统 (𝑘 + 𝑖∣𝑘)时刻的
输入为𝐹 (𝑘)𝑧(𝑘+ 𝑖∣𝑘),则下面的控制器和定理给出了
满足式 (9)的𝑃 (𝑘)和𝐹 (𝑘)的条件:

C1 min
𝛾(𝑘),𝑆(𝑘),𝑇 (𝑘)

𝛾(𝑘); (13)

s.t.

[
1 (𝑧𝑙(𝑘) + 𝑒𝑙(𝑘))T

(𝑧𝑙(𝑘) + 𝑒𝑙(𝑘)) 𝑆(𝑘)

]
⩾ 0,

𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿; (14)

𝑀1 ⩾ 0, 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁̄ , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿. (15)

其中: 𝑧𝑙(𝑘)如引理 2中所示,且为𝐹 (𝑘) = 𝐹 ∗(𝑘)时所

得到;而

𝑒𝑗(𝑘 + 𝑖) = [𝑒𝑗1(𝑘 + 𝑖) 𝑒𝑗2(𝑘 + 𝑖) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑒𝑗𝑛(𝑘 + 𝑖)]T,

𝑒𝑗(𝑘 + 𝑖) = diag{𝑒𝑗1(𝑘 + 𝑖), 𝑒𝑗2(𝑘 + 𝑖), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝑗𝑛(𝑘 + 𝑖)};
𝑁̄为引理 1中定义的常数,且

𝑀1 =

[
𝑀11

1 𝑀12
1

𝑀21
1 𝑀22

1

]
.

式中

𝑀11
1 =[

𝑆(𝑘) 𝑒𝑗(𝑘 + 𝑖)

(𝑒𝑗(𝑘 + 𝑖))T (𝑒𝑗(𝑘 + 𝑖))T + 𝑒𝑗(𝑘 + 𝑖)− 𝑆(𝑘)

]
,

𝑀21
1 = (𝑀12

1 )T =

⎡⎢⎣ 𝐴𝑆(𝑘) +𝐵𝑇 (𝑘) 𝐴𝑒𝑗(𝑘 + 𝑖)

𝑆(𝑘) 0

𝑇 (𝑘) 0

⎤⎥⎦ ,

𝑀22
1 =

⎡⎢⎣ 𝑆(𝑘) 0 0

0 𝛾(𝑘)𝑄−1 0

0 0 𝛾(𝑘)𝑅−1

⎤⎥⎦ .

定定定理理理 1 取 𝐽(𝑘)的上界为上述的 𝛾(𝑘), 则满足

式 (9)且使 𝛾(𝑘)最小的反馈矩阵𝐹 ∗(𝑘)以及𝑃 ∗(𝑘)可

由下式得到:

𝐹 ∗𝑘) = (𝑇 ∗(𝑘))−1𝑆∗(𝑘),

𝑃 ∗(𝑘) = 𝛾∗(𝑘)(𝑆∗(𝑘))−1, (16)

其中𝑆∗(𝑘), 𝑇 ∗(𝑘)和 𝛾∗(𝑘)为控制器C1的解.

证证证明明明 定理 1的证明分为两部分,主要集中于后

者. 第 1部分证明控制器C1使 𝛾(𝑘)最小;第 2部分证

明C1的解满足式 (9). 尽管𝑥(𝑘 + 𝑖∣𝑘)是未知的,但考

虑到引理 2,系统状态可以进行多包包含,由下文中的

证明可知,当式 (15)成立时,意味着𝑉 (𝑘, 𝑥(𝑘∣𝑘))递减
或式 (9)成立.

第 1部分的证明. 由于取 𝐽(𝑘)的上界为 𝛾(𝑘),而

由引理 4中的条件可知,应有

𝛾(𝑘) ⩾ (𝑧𝑙(𝑘 + 𝑒𝑙(𝑘))T𝑃 (𝑘)(𝑧𝑙(𝑘) + 𝑒𝑙(𝑘)).

根据min-max原理,对目标函数的上界进行最小化处

理，便可得到如下优化问题:

C1′ min 𝛾(𝑘); (17)

s.t. 𝛾(𝑘) ⩾ (𝑧𝑙(𝑘∣𝑘) + 𝑒𝑙(𝑘))T𝑃 (𝑘)(𝑧𝑙(𝑘∣𝑘)+
𝑒𝑙(𝑘)), 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿;
式 (2)和 (3), 𝑒(𝑘) ∈ {𝑒(𝑘)}. (18)

令𝑃 (𝑘) = 𝛾(𝑘)𝑆−1(𝑘), 代入式 (18)并化为LMI形式,

便可得到式 (14).

第 2部分的证明. 因为𝑥(𝑘 + 𝑖+ 1∣𝑘) = 𝑧(𝑘 + 𝑖+

1∣𝑘)+𝑒(𝑘+𝑖+1),而 𝑧(𝑘+𝑖+1∣𝑘) = 𝐴𝑧(𝑘+𝑖∣𝑘)+𝐵𝑢(𝑘+

𝑖∣𝑘)+𝐴𝐻𝐶𝑒(𝑘+𝑖)且 𝑒(𝑘+𝑖+1) = 𝐴(𝐼−𝐻𝐶)𝑒(𝑘+𝑖),

所以有
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𝑥(𝑘 + 𝑖+ 1∣𝑘) =
𝐴𝑧(𝑘 + 𝑖∣𝑘) +𝐵𝑢(𝑘 + 𝑖∣𝑘) +𝐴𝑒(𝑘 + 𝑖). (19)

又因为𝑥(𝑘 + 𝑖∣𝑘) = 𝑧(𝑘 + 𝑖∣𝑘) + 𝑒(𝑘 + 𝑖),将式 (19)代

入 (9),且𝑢(𝑘 + 𝑖∣𝑘) = 𝐹 (𝑘)𝑧(𝑘 + 𝑖∣𝑘),得
∥𝑧(𝑘 + 𝑖∣𝑘) + 𝑒(𝑘 + 𝑖)∥2𝑃 (𝑘)−
∥[𝐴+𝐵𝐹 (𝑘)]𝑧(𝑘 + 𝑖∣𝑘) +𝐴𝑒(𝑘 + 𝑖)∥2𝑃 (𝑘) ⩾

∥𝑧(𝑘 + 𝑖∣𝑘)∥2𝑄 + ∥𝐹 (𝑘)𝑧(𝑘 + 𝑖∣𝑘)∥2𝑅. (20)

令

𝑒(𝑘 + 𝑖) =

[𝑒1(𝑘 + 𝑖) 𝑒2(𝑘 + 𝑖) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑒𝑛(𝑘 + 𝑖)]T =

𝑒(𝑘 + 𝑖)× 1̄,

其中

𝑒(𝑘 + 𝑖) =

diag{𝑒1(𝑘 + 𝑖), 𝑒2(𝑘 + 𝑖), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝑛(𝑘 + 𝑖)},
1̄ = [1 1 ⋅ ⋅ ⋅ 1]T,

则由式 (20)可得∥∥∥[ 𝐼 𝑒(𝑘 + 𝑖) ]

[
𝑧(𝑘 + 𝑖∣𝑘)

1̄

]∥∥∥2

𝑃 (𝑘)
−

∥∥∥[𝐴+𝐵𝐹 (𝑘) 𝐴𝑒(𝑘 + 𝑖) ]

[
𝑧(𝑘 + 𝑖∣𝑘)

1̄

]∥∥∥2

𝑃 (𝑘)
⩾

∥∥∥[ 𝐼 0 ]

[
𝑧(𝑘 + 𝑖∣𝑘)

1̄

]∥∥∥2

𝑄
+

∥[𝐹 (𝑘) 0 ]

[
𝑧(𝑘 + 𝑖∣𝑘)

1̄

]∥∥∥2

𝑅
. (21)

上式成立的一个充分条件为[
𝑃 (𝑘) 𝑃 (𝑘)𝑒(𝑘 + 𝑖)

𝑒T(𝑘 + 𝑖)𝑃 (𝑘) 𝑒T(𝑘 + 𝑖)𝑃 (𝑘)𝑒(𝑘 + 𝑖)

]
−[

𝐴T + 𝐹T(𝑘)𝐵T

𝑒T(𝑘 + 𝑖)𝐴T

]
𝑃 (𝑘)[𝐴+𝐵𝐹 (𝑘) 𝐴𝑒(𝑘 + 𝑖) ]−[

𝑄 0

0 0

]
−
[
𝐹T(𝑘)𝑅𝐹 (𝑘) 0

0 0

]
⩾ 0. (22)

式 (22)成立的一个充分条件是如下LMI不等式

成立 (具体推导略):

𝑀2 =

[
𝑀11

2 𝑀12
2

𝑀21
2 𝑀22

2

]
⩾ 0. (23)

其中

𝑀11
2 =

[
𝑆(𝑘) 𝑒(𝑘 + 𝑖)

𝑒T(𝑘 + 𝑖) 𝑒T(𝑘 + 𝑖) + 𝑒(𝑘 + 𝑖)− 𝑆(𝑘)

]
,

𝑀21
2 = (𝑀12

2 )T =

⎡⎢⎣ 𝐴𝑆(𝑘) +𝐵𝑇 (𝑘) 𝐴𝑒(𝑘 + 𝑖)

𝑆(𝑘) 0

𝑇 (𝑘) 0

⎤⎥⎦ ,

𝑀22
2 = 𝑀22

1 .

注意到

𝑒(𝑘 + 𝑖) ∈ Co{𝑒1(𝑘 + 𝑖), 𝑒2(𝑘 + 𝑖), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝐿(𝑘 + 𝑖)},
所以当对于所有的 𝑒𝑗(𝑘+𝑖)或 𝑒𝑗 (𝑘+𝑖) (𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝐿),式 (23)成立时,对于任一 𝑒(𝑘 + 𝑖)该式也成立. 另

外, 由引理 1可知, 当对于𝐸(𝐾,𝐾 + 𝑁̄)中各顶点式

(23)成立时,对于任何 𝑒(𝑘+ 𝑖)该式也成立,故可取 𝑖 =

0, 1, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑁̄ . 对比式 (15)和 (23)可知,当式 (15)成立时,

必有式 (23)或 (22)成立, 而式 (22)又是 (9)的一个充

分条件.

综上可知, 由C1描述的控制器可以得到满足式

(9)且使 𝛾(𝑘)最小的𝑃 ∗(𝑘)和𝐹 ∗(𝑘). 2
值得指出的是,本文的主要目的是解决当初始状

态估计存在不确定性的情况下稳定预测控制器的设

计问题,并没有过多地考虑模型的不确定性和外加扰

动.对于前者, 可通过线性系统多包描述的策略进行

包含,得到其LMI型预测控制器;对于后者,除多包描

述外, 可采用设计系统鲁棒不变集的方法进行处理.

这些都可借鉴已有的方法,本文在此没有对这两种情

况进行更多的讨论.

注注注 1 1)因为状态估计只能通过系统的输出得

到, 所以对于包含系统状态估计的无穷时域预测控

制器C 0, 只能从鲁棒控制的角度考虑该问题. 因此,

本文利用min-max原理对原问题进行了转化,并由定

理 1得到了一个新的LMI型预测控制器. 2)由前文可

知, 式 (10)是在 𝑖从 0到∞时将式 (9)进行累加得到

的,但这样会涉及到与无穷多个 𝑒𝑗(𝑘 + 𝑖)相关的不等

式约束,在解决问题C1时会遇到很大的困难.另一方

面,由引理 1可知, 𝐸(𝑘+ 𝑁̄ + 𝑖,∞) (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ )中的
所有元素都包含在凸集𝐸(𝑘, 𝑘 + 𝑁̄)中, 所以可以用

与𝐸(𝑘, 𝑘 + 𝑁̄)相关的有限个不等式代替上述的无穷

多个不等式,这样有利于求解问题C1.

定定定理理理 2 设𝐹 ∗(𝑘)为定理 1中由控制器C1在 𝑘

时刻得到的反馈矩阵, 𝑧(𝑘)为系统 (1)在 𝑘时刻的状

态估计,若取𝐹 ∗(𝑘)𝑧(𝑘)作为该时刻系统输入,则受控

系统渐近稳定.

证证证明明明 设控制器C1在 𝑘时刻的最优解为 𝛾∗(𝑘),

𝑆∗(𝑘), 𝑇 ∗(𝑘). 下面证明其是𝑇 ∗(𝑘)时刻控制器的一个

可行解,在此基础上容易得到系统渐近稳定. 注意到

式 (15),由Schur引理可知,当 𝑙 = 1时,有下式成立:

[𝑇1 𝑇2 ] ⩾ 0. (24)

其中

𝑇1 =⎡⎢⎣ 𝑆∗(𝑘) 𝑒1(𝑘)

(𝑒1(𝑘))T (𝑒1(𝑘))T + 𝑒1(𝑘)− 𝑆∗(𝑘)

𝐴𝑆∗(𝑘) +𝐵𝑇 ∗(𝑘) 𝐴𝑒1(𝑘)

⎤⎥⎦ ,
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𝑇2 =

⎡⎢⎣ 𝑆∗(𝑘)𝐴T + (𝑇 ∗(𝑘))T𝐵T

(𝑒1(𝑘))T𝐴T

𝑆∗(𝑘)

⎤⎥⎦ .

根据 Schur引理可知,由式 (24)可得[
𝑆∗(𝑘) 𝑒(𝑘)

(𝑒1(𝑘))T (𝑒1(𝑘))T + 𝑒1(𝑘)− 𝑆∗(𝑘)

]
−[

𝑆∗(𝑘)𝐴T + (𝑇 ∗(𝑘))T𝐵T

(𝑒1(𝑘))T𝐴T

]
(𝑆∗(𝑘))−1×

[𝐴𝑆∗(𝑘) +𝐵𝑇 ∗(𝑘) 𝐴𝑒1(𝑘) ] ⩾ 0. (25)

由上式可推知如下不等式成立 (具体推导略):[
1 (𝑧1(𝑘+1)+𝑒𝑗(𝑘+1))T

𝑧1(𝑘+1)+𝑒1(𝑘+1) 𝑆∗(𝑘)

]
⩾0.

(26)

同理可知,当 𝑙 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿时,有[
1 (𝑧𝑙(𝑘+1)+𝑒𝑙(𝑘+1))T

𝑧𝑙(𝑘+1) + 𝑒𝑙(𝑘+1) 𝑆∗(𝑘)

]
⩾0.

下面证明 𝛾∗(𝑘), 𝑆∗(𝑘)和𝑇 ∗(𝑘)在𝑘+1时刻满足

式 (15). 由于 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑁̄时,对于任意的 𝑗 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑁̄}, 𝑒𝑗(𝑘 + 𝑖∣𝑘)满足式 (15). 再结合式 (6),由于 𝑒𝑗(𝑘 +

𝑁̄ + 1∣𝑘) ∈ 𝐸(𝑘, 𝑘 + 𝑁̄),必有下式成立:

𝑀3 =

[
𝑀11

3 𝑀12
3

𝑀21
3 𝑀22

3

]
⩾ 0. (27)

其中

𝑀11
3 =

[
𝑆∗(𝑘) 𝑒𝑀3

(𝑒𝑀3)
T (𝑒𝑀3)

T + 𝑒𝑀3 − 𝑆∗(𝑘)

]
,

𝑀21
3 = (𝑀12

3 )T =

⎡⎢⎣ 𝐴𝑆∗(𝑘) +𝐵𝑇 ∗(𝑘) 𝐴𝑒𝑀3

𝑆∗(𝑘) 0

𝑇 ∗(𝑘) 0

⎤⎥⎦ ,

𝑀22
3 =

⎡⎢⎣ 𝑆∗(𝑘) 0 0

0 𝛾(𝑘)𝑄−1 0

0 0 𝛾(𝑘)𝑅−1

⎤⎥⎦ ,

𝑒𝑀3 = 𝑒𝑗(𝑘 + 𝑁̄ + 1).

综上所述, 𝛾∗(𝑘), 𝑆∗(𝑘)和𝑇 ∗(𝑘)满足该LMI控

制器 𝑘+1时刻的约束条件.所以,令 𝛾(𝑘+1) = 𝛾∗(𝑘),

𝑆(𝑘+1) = 𝑆∗(𝑘), 𝑇 (𝑘+1) = 𝑇 ∗(𝑘),则 𝛾(𝑘+1), 𝑆(𝑘+

1), 𝑇 (𝑘 + 1)是该控制器 𝑘 + 1时刻的一个可行解. 由

于𝑃 ∗(𝑘) = (𝛾∗(𝑘))(𝑆∗(𝑘))−1,类似于文献 [8]的证明,

易得

𝑥T(𝑘)𝑃 ∗(𝑘)𝑥(𝑘) ⩾ 𝑥T(𝑘 + 1)𝑃 ∗(𝑘 + 1)𝑥(𝑘 + 1).

另一方面,由式 (9)可知

𝑥T(𝑘)𝑃 ∗(𝑘)𝑥(𝑘) ⩾ ∥𝑥(𝑘)− 𝑒(𝑘)∥𝑄,
而 𝑒(𝑘)处于有限范围内,所以当 ∥𝑥(𝑘)∥→∞时必有

𝑥T(𝑘)𝑃 ∗(𝑘)𝑥(𝑘) ⩾ ∥𝑥(𝑘)− 𝑒(𝑘)∥𝑄 → ∞.

综上所述, 𝑥T(𝑘)𝑃 ∗(𝑘)𝑥(𝑘)可以作为一个系统的

Lyapunov函数,受控系统渐近稳定. 2
注注注 2 定理 1和定理 2讨论了在只能得到系统

状态估计的情况下, 如何使系统的Lyapunov函数

𝑥T(𝑘∣𝑘)𝑃 (𝑘)𝑥(𝑘∣𝑘)递减的问题.在上述定理 1和定理

2的证明中,用到了变量𝑥(𝑘)或𝑥(𝑘 + 𝑖∣𝑘)等,但其中

只有本时刻的估计值 𝑧(𝑘)以及估计值范围的顶点

𝑒𝑗(𝑘 + 𝑖)或 𝑒𝑗(𝑘 + 𝑖)是已知的. 下节的算法将针对这

些已知变量展开讨论.

以上讨论的是无约束情况,系统存在约束时也应

将其转化为相应的LMI形式. 下面对存在状态约束的

情况进行简要讨论. 𝑥(𝑘) ∈ 𝑋 ⊆ 𝑅𝑛为系统状态,且设

𝑋={𝑥∣ ∥𝑥∥2⩽𝛼}, 𝛼为一个正常数. 类似于式 (26)的

的证明过程易知,对于 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,有下式成立:

∥𝑧𝑙(𝑘 + 𝑖∣𝑘) + 𝑒𝑙(𝑘 + 𝑖)∥2(𝑆(𝑘))−1 ⩽ 1,

𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿. (28)

因为使 ∥𝑥(𝑘+ 𝑖∣𝑘)∥2 = ∥𝑧(𝑘+ 𝑖∣𝑘)+ 𝑒(𝑘+ 𝑖)∥2 ⩽
𝛼成立的一个充分条件为 ∥𝑧𝑗(𝑘+ 𝑖∣𝑘) + 𝑒𝑗(𝑘+ 𝑖)∥2 ⩽
𝛼,所以当 (𝑆(𝑘))−1 ⩾ 1/𝛼时,可以满足状态约束,表

达成如下LMI形式:

𝛼 ⩾ 𝑆(𝑘). (29)

容易知道,即使将有约束情况引入定理 1和定理 2,也

不会影响其结论成立.

4 基基基于于于状状状态态态估估估计计计的的的鲁鲁鲁棒棒棒预预预测测测控控控制制制算算算法法法与与与

仿仿仿真真真

上节给出了一种基于状态估计的LMI型预测控

制器,下面给出相应的控制算法.

算算算法法法 1 基于状态估计的鲁棒预测控制算法.

Step 1: 当 𝑘 = 0时, 得到系统的初始状态估计

𝑧(0)和输出 𝑦(0)以及系统的初始状态估计误差范围

{𝑒(0)} = Co{𝑒1(0), 𝑒2(0), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝐿(0)}和一个满足引理
1的正整数 𝑁̄ , 并且由式 (3)得到𝐸(0, 𝑁̄), 令 𝑧𝑖(0) =

𝑧(0), 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿;

Step 2: 将 𝑧𝑖(𝑘)和𝐸(𝑘, 𝑘 + 𝑁̄)代入控制器C1及

式 (29), 得到相应的 𝛾∗(𝑘), 𝑆∗(𝑘)和𝑇 ∗(𝑘), 取系统在

该时刻的输入为𝑢(𝑘) = 𝑇 ∗(𝑘)(𝑆∗(𝑘))−1𝑧(𝑘);

Step 3: 由式 (2)得到系统 𝑘+1时刻状态估计 𝑧(𝑘

+1),并由定义 2得到 𝑧𝑖(𝑘+1),由𝐸(𝑘, 𝑘+𝑁̄)和式 (3)

得到𝐸(𝑘 + 1, 𝑘 + 1 + 𝑁̄),转Step 2;

Step 4: 若系统状态估计 𝑧(𝑘)和𝐸(𝑘, 𝑘+ 𝑁̄)的各

顶点已充分接近原点,则停止迭代.

从上文的定理证明和算法看,并没有对估计误差

范围进行限制,即可以容忍较大的误差范围.

下面利用Matlab软件对上述算法进行仿真.考
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虑如下线性系统:

𝑥(𝑘 + 1) =

[
0.8 −0.3

1 0.5

]
𝑥(𝑘) +

[
−2

1

]
𝑢(𝑘),

𝑦(𝑘) = [−0.5 0.3 ]𝑥(𝑘).

其状态约束为𝑥(𝑘) ∈ {𝑥(𝑘)∣ ∥𝑥(𝑘)∥2 ⩽ 152}, 状态估

计方程中𝐻 = [−0.285 7 2.571 4 ]T. 系统的初始状态

为𝑥(0) = [−10.5 10 ]T (知道系统的真实初始状态是

为了给出系统的状态轨迹并得到系统各时刻的输出).

系统的初始状态估计取为 𝑧(0) = [−9.5 9 ]T. 取 0时

刻估计误差的范围

{𝑒(0)} =

Co{[−1 1.2 ]T, [−1.2 1 ]T, [ 0.5 − 0.5 ]T},
取预测控制器目标函数中

𝑄 =

[
3 0

0 2

]
, 𝑅 = 1.

按引理 1中 𝑁̄的定义,取 𝑁̄ = 2. 依据算法 1,将上述

数据代入由C1描述的预测控制器进行仿真, 得到系

统各时刻的输入为𝐹 ∗(𝑘)𝑧(𝑘), 其中 𝑧(𝑘)为各时刻的

状态估计.得到系统的状态轨迹如图 1所示. 可以看

出,当 𝑘→∞时,有𝑥(𝑘)→0,系统渐近稳定.

15

5

-5

-15

x
k

2
(

)

-15 -10 -5 0 5

x k1( )

图 1 系统状态轨迹

5 结结结 论论论

由于线性系统的状态估计中存在估计误差,类似

于鲁棒控制,本文根据min-max原理提出了一种LMI

预测控制器. 由该控制器可以得到满足式 (9)的反馈

矩阵,并可以使受控系统闭环稳定.
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