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摘 要: 根据模糊数直觉模糊数的运算法则,提出了基于模糊测度和Choquet积分的模糊数直觉模糊数的信息集成

算子,并证明了该算子的相关性质. 运用该算子研究了属性间具有关联性的、属性值为模糊数直觉模糊数的多属性

决策方法,最后通过实例分析表明了所提出方法的有效性.
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Abstract: Based on Choquet integral and operational laws of fuzzy-number-intuitionstic-fuzzy-number, an aggregation

operator of fuzzy-number-intuitionstic-fuzzy-number is presented, and some of its properties are investigated. Then, an

approach of interactive multiple attribute decision-making with fuzzy-number-intuitionstic-fuzzy-number based on this

aggregation operator is given. Finally, a practical example is provided to show the effectiveness of the method.
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1 引引引 言言言

工程、经济和管理中的许多问题都可以转化为

多属性决策问题加以处理. 决策属性指标体系的构

建是多属性决策问题的关键内容之一,通常所建立的

决策属性指标体系应满足完备性、代表性和独立性,

但在实际应用中难以达到这一要求,往往不得不放弃

对属性指标体系间独立性的要求[1]. 由于属性间存在

关联, 使得属性权重的可加性遭到破坏,导致多属性

决策问题中常用的加权平均算子失效. 例如,以概率

论、数理统计和代数 3门课程考核学生,概率论和数

理统计两门课程存在相关性,数理统计成绩好的学生

往往概率论成绩也好,若利用加权平均算子考核学生,

则存在高估概率论 (或数理统计)学得好的学生[2]. 再

例如,根据价格、性能和服务 3个指标选购设备,由于

性能好的设备, 价格往往较高, 利用加权平均算子会

使得价格和性能两个属性存在关联而抵消了其各自

的独立贡献[3]. 文献 [2]对属性间的关联进行了总结,

并分析了对决策效果的影响.综上所述, 对关联多属

性决策方法的研究具有重要的理论和现实意义.

Sugeno提出的模糊测度是处理关联多属性决

策问题的一种有效方法, 利用模糊测度对属性和属

性集的权重建模, 即在决策过程中不但考虑单个属

性的权重, 而且考虑属性集的权重. 运用模糊测度

和Choquet积分算子, 文献 [1,3-4]对属性值为实数情

况下的关联多属性决策方法进行了研究,并将其应用

于工程、经济和管理的决策问题.由于实际问题的复

杂性和决策者对问题的认识程度和知识局限性,对属

性给出确定的估值往往存在困难.由Atanssov等提出

的直觉模糊集和区间直觉模糊集能较好地刻画客观

事物的模糊本质,在处理模糊性和不确定性方面更具
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有实用性[5-6]. 文献 [7-8]运用Choquet积分分别研究

了属性值为直觉模糊数和区间直觉模糊数的信息集

成算子, 并将其应用于关联多属性决策问题.为了弥

补直觉模糊数和区间直觉模糊数缺少重心的缺陷,文

献 [9]给出了模糊数直觉模糊集. 文献 [10-11]探讨了

属性独立情况下的模糊数直觉模糊数的集成算子及

其应用. 从文献上看, 基于模糊测度和Choquet积分

研究属性值为糊数直觉模糊数的关联多属性决策方

法较为少见.

本文将Choquet积分应用于模糊数直觉模糊集,

提出了基于模糊测度和Choquet积分的模糊数直觉模

糊数的信息集成算子. 该算子具有幂等性、有序单调

性、有界性和置换不变性,可作为多属性决策的信息

集成方法. 最后将该算子应用于属性值为模糊数直觉

模糊数的关联多属性决策问题,为解决模糊数直觉模

糊数的关联多属性决策问题提供了一种有效方法.

2 基基基础础础知知知识识识

2.1 模模模糊糊糊测测测度度度和和和Choquet积积积分分分

定义 1 [8] 设𝑃 (𝑋)为𝑋={𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛}的幂
集,给定 𝜌∈(−1,∞), 𝜇 : 𝑃 (𝑋) → [0, 1],若满足如下条

件,则称𝜇为定义在𝑋上的模糊测度:

1) 𝜇(∅) = 0, 𝜇(𝑋) = 1;

2) 假如𝐵,𝐶 ∈ 𝑃 (𝑋), 𝐵 ⊂ 𝐶, 则有𝜇(𝐵) ⩽
𝜇(𝐶);

3) ∀𝐵,𝐶 ∈ 𝑃 (𝑋), 𝐵
∩

𝐶 = ∅, 有𝜇(𝐵
∪

𝐶) =

𝜇(𝐵) + 𝜇(𝐶) + 𝜌𝜇(𝐵)𝜇(𝐶).

若𝑋为某个多属性决策问题的指标集, 则对于

𝐵,𝐶 ∈ 𝑃 (𝑋), 𝜇(𝐵)和𝜇(𝐶)可认为是属性集𝐵和𝐶

的权重.若 𝜌 = 0, 𝜇(𝐵
∪

𝐶) = 𝜇(𝐵)+𝜇(𝐶),则表明属

性集𝐵,𝐶相互独立; 若−1< 𝜌< 0, 𝜇(𝐵
∪

𝐶)< 𝜇(𝐵)

+𝜇(𝐶),则表明属性集存在冗余关联;若 𝜌 > 0, 𝜇(𝐵
∪

𝐶) > 𝜇(𝐵) + 𝜇(𝐶),则表明属性集存在互补关联.

定义 2[2] 若 𝑓为定义在𝑋上的非负函数, 𝜇为

定义在𝑋上的模糊测度,则 𝑓关于模糊测度𝜇的离散

Choquet积分为w
𝑓d𝜇 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑓(𝑥(𝑖))[𝜇(𝐴(𝑖))− 𝜇(𝐴(𝑖+1))]. (1)

其中: (𝑖)为 𝑓(𝑥(𝑖))向量的变换, 使得 0 ⩽ 𝑓(𝑥(1)) ⩽
𝑓(𝑥(2)) ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ 𝑓(𝑥(𝑛));𝐴(𝑖) = (𝑥(𝑖), 𝑥(𝑖+1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛)),

且𝐴(𝑛+1) = 0.

2.2 模模模糊糊糊数数数直直直觉觉觉模模模糊糊糊数数数及及及其其其运运运算算算

设𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛}为一个非空集合; 𝐸 =

{(𝑥𝑖, ⟨𝜇𝐸(𝑥𝑖), 𝜈𝐸(𝑥𝑖)⟩)∣𝑥𝑖∈𝑋}为直觉模糊集; 𝜇𝐸(𝑥𝑖),

𝜈𝐸(𝑥𝑖)分别为𝑋中元素𝑥𝑖的隶属度和非隶属度, 0 ⩽
𝜇𝐸(𝑥𝑖)⩽ 1, 0⩽ 𝜈𝐸(𝑥𝑖)⩽ 1, 且满足条件 0⩽ 𝜇𝐸(𝑥𝑖)+

𝜈𝐸(𝑥𝑖)⩽1. Atanassov对直觉模糊集进行拓展,称𝐸=

{(𝑥𝑖, ⟨𝜇𝐸(𝑥𝑖), 𝜈𝐸(𝑥𝑖)⟩)∣𝑥𝑖 ∈ 𝑋}为区间直觉模糊集,

𝜇𝐸(𝑥𝑖)和 𝜈𝐸(𝑥𝑖)分别为𝑋中元素𝑥𝑖的隶属度和非隶

属度, 𝜇𝐸(𝑥𝑖)⊂ [0, 1], 𝜈𝐸(𝑥𝑖)⊂ [0, 1],且满足 sup𝜇𝐸(𝑥𝑖)

+ sup 𝜈𝐸(𝑥𝑖) ⩽ 1,∀𝑥𝑖 ∈ 𝑋 . 用区间数表示隶属度和非

隶属度时, 有时为了覆盖整个取值范围,区间的两个

端点值可能很小或很大,在应用中如果认为整个区间

内取值机会均等,则所得结果会产生较大误差[10]. 刘

锋等[9]提出的模糊数直觉模糊数能有效弥补这一不

足,所提出的𝐸= {(𝑥𝑖, ⟨𝜇𝐸(𝑥𝑖), 𝜈𝐸(𝑥𝑖)⟩)∣𝑥𝑖 ∈𝑋}为模
糊数直觉模糊集.其中: 𝜇𝐸(𝑥𝑖) = (𝑎, 𝑏, 𝑐)和 𝜈𝐸(𝑥𝑖) =

(𝑙, 𝑝, 𝑞)均为三角模糊数; 𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑙, 𝑝, 𝑞分别为隶属度和

非隶属度的下界、重心和上界. 为了方便,一个模糊数

直觉模糊数一般简记为𝛼 = ⟨(𝑎, 𝑏, 𝑐), (𝑙, 𝑝, 𝑞)⟩,且 𝑐 +

𝑞 ⩽ 1.

文献 [10]中定义了如下关于模糊数直觉模糊数

的运算.

定义 3 设𝛼1 = ⟨(𝑎1, 𝑏1, 𝑐1), (𝑙1, 𝑝1, 𝑞1)⟩和𝛼2 =

⟨(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2), (𝑙2, 𝑝2, 𝑞2)⟩为两个模糊数直觉模糊数,加

法和数乘分别定义为

𝛼1 ⊕ 𝛼2 = ⟨(𝑎1 + 𝑎2 − 𝑎1𝑎2, 𝑏1 + 𝑏2 − 𝑏1𝑏2,

𝑐1 + 𝑐2 − 𝑐1𝑐2), (𝑙1𝑙2, 𝑝1𝑝2, 𝑞1𝑞2)⟩. (2)

𝜆𝛼1 = ⟨(1− (1− 𝑎1)
𝜆, 1− (1− 𝑏1)

𝜆,

1− (1− 𝑐1)
𝜆), (𝑙𝜆1 , 𝑝

𝜆
1 , 𝑞

𝜆
1 )⟩, 𝜆 ⩾ 0. (3)

2.3 模模模糊糊糊数数数直直直觉觉觉模模模糊糊糊数数数的的的比比比较较较

为了能对模糊数直觉模糊数进行比较,文献 [11]

给出了关于模糊数直觉模糊数的两个得分函数. 设𝛼

= ⟨(𝑎, 𝑏, 𝑐), (𝑙, 𝑝, 𝑞)⟩为一个模糊数直觉模糊数,则称

𝑆(𝛼) =
𝑎+ 2𝑏+ 𝑐

4
− 𝑙 + 2𝑝+ 𝑞

4
(4)

为𝛼的得分函数,其中𝑆(𝛼) ∈ [−1, 1]. 𝑆(𝛼)的值越大,

𝛼越大.

当𝑆(𝛼𝑖)(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)的值有相等情况出现
时,可利用另一个得分函数𝐿(𝛼)进行比较,即

𝐿(𝛼) =
𝑎+ 2𝑏+ 𝑐

4

(
2− 𝑎+ 2𝑏+ 𝑐

4
− 𝑙 + 2𝑝+ 𝑞

4

)
,

(5)

其中𝐿(𝛼) ∈ [0, 1]. 𝐿(𝛼)的值越大, 𝛼越大.

3 基基基于于于Choquet积积积分分分的的的模模模糊糊糊数数数直直直觉觉觉模模模糊糊糊数数数
的的的信信信息息息集集集成成成算算算子子子及及及其其其性性性质质质

根据上述Choquet积分的定义和模糊数直觉模

糊数的运算法则,给出基于Choquet积分的模糊数直

觉模糊数的信息集成算子.

定义 4 若𝜇为定义在𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛}上
的模糊测度, 𝛼𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为定义在𝑋上的一组

模糊数直觉模糊数,则𝛼𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)关于模糊测
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度𝜇的离散Choquet积分定义为w
𝛼d𝜇 = FIFCA(𝛼1, 𝛼2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑛) =

𝑛∑
𝑖=1

⊕𝛼(𝑖)[𝜇(𝐴(𝑖))− 𝜇(𝐴(𝑖+1))]. (6)

其中: (𝑖)为𝛼𝑖的变换,使得𝛼(1) ⩽ 𝛼(2) ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ 𝛼(𝑛);

𝐴(𝑖) = (𝑥(𝑖), 𝑥(𝑖+1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛)),且𝐴(𝑛+1) = 0.

当𝜇(𝑥(𝑖)) = 𝜇(𝐴(𝑖)) − 𝜇(𝐴(𝑖+1))(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑛)时, 式 (6)退化为文献 [11]中的属性间相互独立的

模糊数直觉模糊数的有序加权平均算子.

根据模糊数直觉模糊数的运算法则, 可将式 (6)

进一步推导,得到如下定理.

定理 1 设𝛼𝑖 = ⟨(𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 𝑐𝑖), (𝑙𝑖, 𝑝𝑖, 𝑞𝑖)⟩(𝑖 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为一组模糊数直觉模糊数, 𝜇为𝑋的模糊测

度,则FIFCA信息集成算子的结果为一模糊数直觉模

糊数,且有

FIFCA(𝛼1, 𝛼2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑛) =〈(
1−

𝑛∏
𝑖=1

(1− 𝑎(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)),

1−
𝑛∏

𝑖=1

(1− 𝑏(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)),

1−
𝑛∏

𝑖=1

(1− 𝑐(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1))

)
,

( 𝑛∏
𝑖=1

(𝑙(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)),

𝑛∏
𝑖=1

(𝑝(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)),

𝑛∏
𝑖=1

(𝑞(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1))

)〉
. (7)

证证证明明明 利用数学归纳法, 当𝑛 = 2时, 根据模糊

数直觉模糊数的加法和数乘运算法则,有

FIFCA(𝛼1, 𝛼2) =

(𝜇(𝐴(1))− 𝜇(𝐴(2)))𝛼(1) ⊕ (𝜇(𝐴(2))− 𝜇(𝐴(3)))𝛼(2) =

⟨(1− (1− 𝑎
𝜇(𝐴(1))−𝜇(𝐴(2))

(1) )(1− 𝑎
𝜇(𝐴(2))−𝜇(𝐴(3))

(2) ),

1− (1− 𝑏
𝜇(𝐴(1))−𝜇(𝐴(2))

(1) )(1− 𝑏
𝜇(𝐴(2))−𝜇(𝐴(3))

(2) ),

1− (1− 𝑐
𝜇(𝐴(1))−𝜇(𝐴(2))

(1) )(1− 𝑐
𝜇(𝐴(2))−𝜇(𝐴(3))

(2) )⟩,
(𝑙

𝜇(𝐴(1))−𝜇(𝐴(2))

(1) 𝑙
𝜇(𝐴(1))−𝜇(𝐴(2))

(2) ,

𝑝
𝜇(𝐴(1))−𝜇(𝐴(2))

(1) 𝑝
𝜇(𝐴(1))−𝜇(𝐴(2))

(2) ,

𝑞
𝜇(𝐴(1))−𝜇(𝐴(2))

(1) 𝑞
𝜇(𝐴(1))−𝜇(𝐴(2))

(2) )⟩ =〈(
1−

2∏
𝑖=1

(1− 𝑎(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)),

1−
2∏

𝑖=1

(1− 𝑏(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)),

1−
2∏

𝑖=1

(1− 𝑐(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1))

)
,

( 2∏
𝑖=1

(𝑙(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)),

2∏
𝑖=1

(𝑝(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)),

2∏
𝑖=1

(𝑞(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1))

)〉
.

假设当𝑛 = 𝑘时,定理成立,则当𝑛 = 𝑘 + 1时,有

FIFCA(𝛼1, 𝛼2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑘, 𝛼𝑘+1) =

FIFCA(𝛼1, 𝛼2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑘)⊕

(𝜇(𝐴(𝑘+1))− 𝜇(𝐴(𝑘+2)))𝛼(𝑘+1) =〈(
1−

𝑘∏
𝑖=1

(1− 𝑎(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1))

(1− 𝑎(𝑘+1))
𝜇(𝐴(𝑘+1))−𝜇(𝐴(𝑘+2)),

1−
𝑘∏

𝑖=1

(1− 𝑏(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1))

(1− 𝑏(𝑘+1))
𝜇(𝐴(𝑘+1))−𝜇(𝐴(𝑘+2)),

1−
𝑘∏

𝑖=1

(1− 𝑐(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1))

(1− 𝑐(𝑘+1))
𝜇(𝐴(𝑘+1))−𝜇(𝐴(𝑘+2))

)
,( 𝑘∏

𝑖=1

(𝑙(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1))𝑙

𝜇(𝐴(𝑘+1))−𝜇(𝐴(𝑘+2))

(𝑘+1) ,

𝑘∏
𝑖=1

(𝑝(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1))𝑝

𝜇(𝐴(𝑘+1))−𝜇(𝐴(𝑘+2))

(𝑘+1) ,

𝑘∏
𝑖=1

(𝑞(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1))𝑞

𝜇(𝐴(𝑘+1))−𝜇(𝐴(𝑘+2))

(𝑘+1)

)〉
=

〈(
1−

𝑘+1∏
𝑖=1

(1− 𝑎(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)),

1−
𝑘+1∏
𝑖=1

(1− 𝑏(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)),

1−
𝑘+1∏
𝑖=1

(1− 𝑐(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1))

)
,

( 𝑘+1∏
𝑖=1

(𝑙(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)),

𝑘+1∏
𝑖=1

(𝑝(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)),

𝑘+1∏
𝑖=1

(𝑞(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1))

)〉
. 2

由模糊数直觉模糊数的运算法则和定理 1还可

以得到FIFCA信息集成算子的如下性质.

性质 1 (幂等性) 设𝛼𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为一组模
糊数直觉模糊数, 𝜇为定义在𝑋上的模糊测度,若𝛼1

= 𝛼2 = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝛼𝑛 = 𝛼 = ⟨(𝑎, 𝑏, 𝑐), (𝑙, 𝑝, 𝑞)⟩,则
FIFCA(𝛼1, 𝛼2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑛) = 𝛼. (8)

证证证明明明 当𝛼1 = 𝛼2 = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝛼𝑛 = 𝛼时,由定理 1
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可得

FIFCA(𝛼1, 𝛼2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑛) =

⟨(1− (1− 𝑎)

𝑛∑
𝑖=1

(𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)))
,

1− (1− 𝑏)

𝑛∑
𝑖=1

(𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)))
,

1− (1− 𝑐)

𝑛∑
𝑖=1

(𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)))
),

(𝑙

𝑛∑
𝑖=1

(𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)))
, 𝑝

𝑛∑
𝑖=1

(𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)))
,

𝑞

𝑛∑
𝑖=1

(𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)))
)⟩.

又因为
𝑛∑

𝑖=1

(𝜇(𝐴(𝑖))− 𝜇(𝐴(𝑖+1))) = 𝜇(𝐴(1))− 𝜇(𝐴(𝑛+1)) = 1,

所以有

FIFCA(𝛼1, 𝛼2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑛) = ⟨(𝑎, 𝑏, 𝑐), (𝑙, 𝑝, 𝑞)⟩ = 𝛼. 2
性质 2 (有序单调性) 设𝜇为定义在𝑋上的模糊

测度, 𝛼𝑖 = ⟨(𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 𝑐𝑖), (𝑙𝑖, 𝑝𝑖, 𝑞𝑖)⟩和𝛼𝑖 = ⟨(𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 𝑐𝑖),
(𝑙𝑖, 𝑝𝑖, 𝑞𝑖)⟩(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为两组模糊数直觉模糊数,

它们从小到大的排列为𝛼(1)⩽𝛼(2)⩽ ⋅ ⋅ ⋅⩽ 𝛼(𝑛)和𝛼(1)

⩽ 𝛼(2) ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ 𝛼(𝑛),且对于任意 𝑖有𝛼(𝑖) ⩾ 𝛼(𝑖),即对

应各分量有 𝑎(𝑖) ⩾ 𝑎(𝑖), 𝑏(𝑖) ⩾ 𝑏(𝑖), 𝑐(𝑖) ⩾ 𝑐(𝑖),而 𝑙(𝑖) ⩽
𝑙(𝑖), 𝑝(𝑖) ⩽ 𝑝(𝑖), 𝑞(𝑖) ⩽ 𝑞(𝑖),则有

FIFCA(𝛼1, 𝛼2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑛) ⩾ FIFCA(𝛼1, 𝛼2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑛).

(9)

证证证明明明 因为𝐴(𝑖+1) ⊂ 𝐴(𝑖),所以有

𝜇(𝐴(𝑖))− 𝜇(𝐴(𝑖+1)) ⩾ 0,

又因为对于任意 𝑖,有𝛼(𝑖) ⩾ 𝛼(𝑖),所以可得

1−
𝑛∏

𝑖=1

(1− 𝑎(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)) ⩾

1−
𝑛∏

𝑖=1

(1− 𝑎(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1));

1−
𝑛∏

𝑖=1

(1− 𝑏(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)) ⩾

1−
𝑛∏

𝑖=1

(1− 𝑏(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1));

1−
𝑛∏

𝑖=1

(1− 𝑐(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)) ⩾

1−
𝑛∏

𝑖=1

(1− 𝑐(𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1));

𝑛∏
𝑖=1

𝑙
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1))

(𝑖) ⩾
𝑛∏

𝑖=1

𝑙
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1))

(𝑖) ;

𝑛∏
𝑖=1

𝑝
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1))

(𝑖) ⩾
𝑛∏

𝑖=1

𝑝
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1))

(𝑖) ;

𝑛∏
𝑖=1

𝑞
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1))

(𝑖) ⩾
𝑛∏

𝑖=1

𝑞
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1))

(𝑖) .

由模糊数直觉模糊数得分函数 (4)可知

FIFCA(𝛼1, 𝛼2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑛)⩾FIFCA(𝛼1, 𝛼2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑛). 2
性质 3 (有界性) 设𝛼𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为一组模

糊数直觉模糊数, 𝜇为定义在𝑋上的模糊测度,令

𝛼− = ⟨(min
𝑖
(𝑎𝑖),min

𝑖
(𝑏𝑖),min

𝑖
(𝑐𝑖)),

(max
𝑖

(𝑙𝑖),max
𝑖

(𝑝𝑖),max
𝑖

(𝑞𝑖))⟩,

𝛼+ = ⟨(max
𝑖

(𝑎𝑖),max
𝑖

(𝑏𝑖),max
𝑖

(𝑐𝑖)),

(min
𝑖
(𝑙𝑖),min

𝑖
(𝑝𝑖),min

𝑖
(𝑞𝑖))⟩,

则有

𝛼− ⩽ FIFCA(𝛼1, 𝛼2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑛) ⩽ 𝛼+. (10)

证证证明明明 因为𝐴(𝑖+1) ⊂ 𝐴(𝑖),所以有

𝜇(𝐴(𝑖))− 𝜇(𝐴(𝑖+1)) ⩾ 0,

又因为min(𝑎𝑖) ⩽ 𝑎𝑖 ⩽ max(𝑎𝑖), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,所以

可得

1−
𝑛∏

𝑖=1

(1−min(𝑎𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)) ⩽

1−
𝑛∏

𝑖=1

(1− 𝑎𝑖)
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)) ⩽

1−
𝑛∏

𝑖=1

(1−max(𝑎𝑖))
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)). (11)

由于
𝑛∑

𝑖=1

(𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1))) = 1,式 (11)可以改写为

min
𝑖
(𝑎𝑖) ⩽ 1−

𝑛∏
𝑖=1

(1− 𝑎𝑖)
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)) ⩽ max

𝑖
(𝑎𝑖).

同理可得

min
𝑖
(𝑏𝑖) ⩽ 1−

𝑛∏
𝑖=1

(1− 𝑏𝑖)
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)) ⩽ max

𝑖
(𝑏𝑖),

min
𝑖
(𝑐𝑖) ⩽ 1−

𝑛∏
𝑖=1

(1− 𝑐𝑖)
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)) ⩽ max

𝑖
(𝑐𝑖).

由min(𝑙𝑖) ⩽ 𝑙𝑖 ⩽ max(𝑙𝑖)(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)可得
𝑛∏

𝑖=1

min(𝑙𝑖)
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)) ⩽

𝑛∏
𝑖=1

𝑙
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1))

𝑖 ⩽
𝑛∏

𝑖=1

max(𝑙𝑖)
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1)),

即

min
𝑖
(𝑙𝑖) ⩽

𝑛∏
𝑖=1

𝑙
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1))

𝑖 ⩽ max
𝑖

(𝑙𝑖).

同理可得

min
𝑖
(𝑝𝑖) ⩽

𝑛∏
𝑖=1

𝑝
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1))

𝑖 ⩽ max
𝑖

(𝑝𝑖),
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min
𝑖
(𝑞𝑖) ⩽

𝑛∏
𝑖=1

𝑞
𝜇(𝐴(𝑖))−𝜇(𝐴(𝑖+1))

𝑖 ⩽ max
𝑖

(𝑞𝑖).

综上所述, 根据模糊数直觉模糊数得分函数 (4)

可得𝛼− ⩽ FIFCA(𝛼1, 𝛼2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑛) ⩽ 𝛼+. 2
由 FIFCA信息集成算子的定义, 容易得到如下

性质.

性质 4 (置换不变性) 设𝛼𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为一
组模糊数直觉模糊数, 𝜇为定义在𝑋上的模糊测度,

(𝛼′
1, 𝛼

′
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼′

𝑛)是 (𝛼1, 𝛼2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑛)的一个置换,则有

FIFCA(𝛼1, 𝛼2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑛) = FIFCA(𝛼′
1, 𝛼

′
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼′

𝑛).

(12)

4 基基基于于于Choquet积积积分分分的的的模模模糊糊糊数数数直直直觉觉觉模模模糊糊糊数数数
的的的关关关联联联多多多属属属性性性决决决策策策方方方法法法

4.1 算算算法法法步步步骤骤骤

对于某一多属性决策问题,设𝐹 = {𝐹1, 𝐹2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝐹𝑚}为决策方案集, 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛}为评价指
标 (属性)集. 决策者对于方案𝐹𝑖按指标𝑥𝑗进行测度.

假设方案𝐹𝑖在指标𝑥𝑗下的特征信息用一个模糊数直

觉模糊数表示,记为𝛼𝑖𝑗 = ⟨(𝑎𝑖𝑗 , 𝑏𝑖𝑗 , 𝑐𝑖𝑗), (𝑙𝑖𝑗 , 𝑝𝑖𝑗 , 𝑞𝑖𝑗)⟩.
基于前面介绍的 FIFCA信息集成算子,下面给出属性

值为模糊数直觉模糊数的关联多属性决策方法,具体

步骤如下:

Step 1: 决策者给出各方案𝐹𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)在

各指标𝑥𝑗(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)下的评估值𝛼𝑖𝑗 = ⟨(𝑎𝑖𝑗 ,
𝑏𝑖𝑗 , 𝑐𝑖𝑗), (𝑙𝑖𝑗 , 𝑝𝑖𝑗 , 𝑞𝑖𝑗)⟩,得到决策矩阵

𝑹 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝛼11 𝛼12 . . . 𝛼1𝑛

𝛼21 𝛼22 . . . 𝛼2𝑛

...
...

. . .
...

𝛼𝑛1 𝛼𝑛2 . . . 𝛼𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (13)

Step 2: 根据定义的模糊数直觉模糊数的得分函

数, 对每一个方案𝐹𝑖在各指标𝑥𝑗(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)下
的模糊数直觉模糊数进行从小到大排序.

Step 3: 对各个属性和属性集的模糊测度 (权重)

进行专家评定.

Step 4: 利用 FIFCA信息集成算子对决策矩阵𝑅

按行 (即每一个方案)进行信息集成, 得到对应各行

(方案)的综合评价值.

Step 5: 计算各行 (方案)综合评价值的得分函数,

进行大小比较和排序择优.

4.2 案案案例例例分分分析析析

下面以文献 [11]的案例为例进行分析,对某大学

的学院进行评估,评估主要根据 3项考核指标 (属性):

教学 (𝑥1),科研 (𝑥2),服务 (𝑥3);然后对 5个学院𝐹𝑖(𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 5)进行考核.各指标下的评估信息经过统计

处理后表示为模糊数直觉模糊数,如表 1所示.

利用本文方法对 5个学院进行评估,并确定最佳

学院,步骤如下.

Step 1: 根据问题的情况,邀请相关专家评定各属

性和属性集的模糊测度,具体各属性和属性集的模糊

测度如下:

𝜇(∅) = 0, 𝜇({𝑥1}) = 𝜇({𝑥2}) = 0.5, 𝜇({𝑥3}) = 0.4,

𝜇({𝑥1, 𝑥2}) = 0.8, 𝜇({𝑥1, 𝑥3}) = 0.7,

𝜇({𝑥2, 𝑥3}) = 0.7, 𝜇(𝑋) = 𝜇({𝑥1, 𝑥2, 𝑥3}) = 1.

Step 2: 利用Choquet积分对各学院的模糊数直

觉模糊数信息进行集成.

首先,根据模糊数直觉模糊数的得分函数针对每

个方案各指标值的大小进行排序;然后根据前面定义

的 FIFCA信息集成算子对各个学院的信息进行综合

集成. 结果如下:

𝐹1 = ⟨(0.522, 0.624, 0.719), (0.000, 0.153, 0.260)⟩,
𝐹2 = ⟨(0.472, 0.572, 0.644), (0.100, 0.200, 0.300)⟩,
𝐹3 = ⟨(0.613, 0.638, 0.741), (0.115, 0.125, 0.217)⟩,
𝐹4 = ⟨(0.494, 0.578, 0.686), (0.000, 0.152, 0.200)⟩,
𝐹5 = ⟨(0.536, 0.638, 0.717), (0.000, 0.153, 0.260)⟩.

Step 3: 计算模糊数直觉模糊数𝐹𝑖(𝑖=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 5)
的得分函数𝑆(𝐹𝑖),计算结果为: 𝑆(𝐹1) = 0.481, 𝑆(𝐹2)

= 0.365, 𝑆(𝐹3) = 0.512, 𝑆(𝐹4) = 0.458, 𝑆(𝐹5) = 0.491.

按𝑆(𝐹𝑖)值的大小, 各学院评估结果排序为𝐹3 ≻ 𝐹5

≻ 𝐹1 ≻ 𝐹4 ≻ 𝐹2. 因此,最佳学院为𝐹3,得分最低的学

院为𝐹2,与文献 [11]所得结果是一致的. 由于本文考

虑了属性间的关联性, 𝐹1, 𝐹4, 𝐹5学院的排名出现了变

动,但从表 1中的数据看,变动是合理的,表明了本文

方法的有效性.

表 1 决 策 矩 阵

𝑥𝑗

𝐹𝑖

𝑥1 𝑥2 𝑥3

𝐹1 ⟨(0.5, 0.6, 0.7), (0.1, 0.2, 0.3)⟩ ⟨(0.6, 0.7, 0.8), (0.0, 0.1, 0.2)⟩ ⟨(0.3, 0.4, 0.4), (0.2, 0.3, 0.4)⟩
𝐹2 ⟨(0.4, 0.5, 0.6), (0.1, 0.2, 0.3)⟩ ⟨(0.5, 0.6, 0.6), (0.1, 0.2, 0.3)⟩ ⟨(0.5, 0.6, 0.7), (0.1, 0.2, 0.3)⟩
𝐹3 ⟨(0.7, 0.7, 0.8), (0.1, 0.1, 0.2)⟩ ⟨(0.5, 0.6, 0.7), (0.1, 0.1, 0.2)⟩ ⟨(0.5, 0.5, 0.6), (0.2, 0.3, 0.3)⟩
𝐹4 ⟨(0.5, 0.6, 0.7), (0.1, 0.2, 0.2)⟩ ⟨(0.3, 0.3, 0.4), (0.1, 0.2, 0.2)⟩ ⟨(0.6, 0.7, 0.8), (0.0, 0.1, 0.2)⟩
𝐹5 ⟨(0.5, 0.6, 0.6), (0.2, 0.2, 0.3)⟩ ⟨(0.6, 0.7, 0.8), (0.0, 0.1, 0.2)⟩ ⟨(0.4, 0.5, 0.6), (0.3, 0.3, 0.4)⟩
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5 结结结 论论论

尽管有学者对模糊数直觉模糊数的信息集成进

行了有意义的研究, 并将其应用于多属性决策问题,

但已有的研究大多基于属性间是相互独立的情况. 在

实际决策问题中, 属性间往往存在关联, 关联性的存

在必然影响决策效果.本文利用模糊测度对属性和属

性集的权重建模,提出了基于Choquet积分的模糊数

直觉模糊数的信息集成算子. 该算子利用模糊测度代

替可加集函数度量属性和属性集的权重,无需满足属

性间独立的要求, 而当属性间相互独立, 即属性集的

权重等于所包含属性权重之和时,本文提出的算子退

化为文献 [11]中的情况,所以相对而言本文方法更具

有通用性,更贴近现实中的决策问题.
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