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摘 要: 为了实现极端学习机 (ELM)的在线训练,提出一种限定记忆极端学习机 (FM-ELM). FM-ELM以逐次增加新

训练样本与删除旧训练样本的方式,提高其对于系统动态变化特性的自适应性,并根据矩阵求逆引理实现了网络输

出权值的递推求解,减小了在线训练过程的计算代价. 应用于具有动态变化特性的非线性系统在线状态预测表明,

FM-ELM是一种有效的ELM在线训练模式,相比于在线贯序极端学习机, FM-ELM具有更快的调节速度和更高的预

测精度.
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Abstract: To solve the problem of extreme learning machine(ELM) on-line training, an algorithm, fixed-memory extreme

learning machine(FM-ELM), is proposed. FM-ELM adopts the latest training sample and abandons the oldest training

sample iteratively to enhance its adaptive capacity. The output weights of FM-ELM are determined recursively based on

Sherman-Morrison formula. Thus, the computational cost of FM-ELM training procedure is effectively reduced. Numerical

experiments on nonlinear system on-line condition prediction show that FM-ELM has better performance in adjusting speed

and prediction accuracy in comparison with on-line sequential extreme learning machine(OS-ELM).
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1 引引引 言言言

神经网络是一种由大量神经元互连而成的复杂

非线性系统,在现代神经生物学与认知科学对人脑信
息处理能力研究的基础上提出,是对人脑生理结构的
数学模拟形式,具有较强的自适应性、自学习能力和
非线性映射能力,广泛应用于解决工程领域中的建模
与控制问题[1-2].

极端学习机 (ELM)[3]是一种新颖的单隐层前馈

神经网络. 它将传统的神经网络参数训练的迭代调整
过程转化为求解线性方程组, 根据Moore-Penrose广
义逆矩阵理论,解析求得具有最小范数的最小二乘解
作为网络权值, 整个训练过程可一次完成无需迭代.
相比于传统神经网络训练算法需经多次迭代调整才

可最终确定网络权值, ELM的训练速度获得了显著
提升, 这一优势使得ELM在模式识别与回归估计等

问题中获得了成功应用[4-11]. 然而,传统ELM训练算
法是一种针对固定训练样本集的离线训练算法,当有
独立于训练样本集之外的新训练样本加入时,需要重
新求解其输出权值,因此不适宜用于ELM在线训练.

针对ELM在线训练问题,本文提出一种ELM的
限定记忆训练模式, 通过不断学习新训练样本来提
高ELM的动态自适应性,并逐步删除旧训练样本,以
摆脱其对于ELM的影响. 两个典型非线性系统在线
状态预测实例表明了该方法的有效性.

2 极极极端端端学学学习习习机机机

基于训练样本集𝑆𝑘 = {(x𝑖, 𝑡𝑖)}𝑘𝑖=1, x𝑖 ∈ 𝑹𝑛为

𝑛维输入, 𝑡𝑖 ∈ 𝑹为 1维输出,包含𝐿个隐层神经元函

数 𝑓(⋅)的ELM回归模型可表示为
𝐿∑

𝑗=1

𝑤𝑗𝑓(a𝑗x1 + 𝑏𝑗) = 𝑡1,
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𝐿∑
𝑗=1

𝑤𝑗𝑓(a𝑗x2 + 𝑏𝑗) = 𝑡2,

...
𝐿∑

𝑗=1

𝑤𝑗𝑓(a𝑗x𝑘 + 𝑏𝑗) = 𝑡𝑘. (1)

其中: 𝑘为训练样本的数量, a𝑗 = [𝑎𝑗1 𝑎𝑗2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑎𝑗𝑛]为
连接第 𝑗个神经元的输入权值, 𝑤𝑗为连接第 𝑗个神经

元的输出权值, 𝑏𝑗为第 𝑗个神经元的偏差. 将式 (1)写

成矩阵形式为

H𝑘W𝑘 = T𝑘. (2)

其中: H𝑘 = [hT
1 hT

2 ⋅ ⋅ ⋅ hT
𝑘 ]

T为神经元矩阵; ℎ𝑖 =

[𝑓(a1x𝑖 + 𝑏1) 𝑓(a2x𝑖 + 𝑏2) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑓(a𝐿x𝑖 + 𝑏𝐿)]为与样

本 (x𝑖, 𝑡𝑖)对应的神经元输入向量; W𝑘 = [𝑤1 𝑤2 ⋅ ⋅ ⋅
𝑤𝐿]

T为输出权值向量; T𝑘 = [𝑡1 𝑡2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑡𝑘]T为输出向
量. 多数情况下 𝑘远大于𝐿,所以求解式 (2)可得输出

权值[4]

W𝑘 = (HT
𝑘 H𝑘)

−1HT
𝑘 T𝑘. (3)

最终得到训练后的ELM回归模型为

𝑡 =

𝐿∑
𝑗=1

𝑤𝑗𝑓(a𝑗x + 𝑏𝑗). (4)

其中: x为模型输入, 𝑡为模型输出.

为了使ELM具备在线训练能力,文献 [4]提出了

在线贯序极端学习机 (OS-ELM). OS-ELM使得新训

练样本加入训练样本集时, ELM的输出权值可利用

之前已获得的输出权值递推而得, 因此有效提高了

ELM应用于在线训练时的计算效率[4].

在实际工程实践中, 多数系统的输入与输出之

间表现出复杂的非线性特性,且系统中往往还包含多

个对系统输出有显著影响的参数. 一旦系统输入或

者参数发生较大变化时, 会直接造成系统输出和基

于系统输入、输出或参数的训练样本发生较大变化.

因此在上述条件下,新、旧训练样本之间会存在较大

差异. 然而, OS-ELM只是不断地将新训练样本加入

训练样本集,而并未对旧训练样本作任何处理. 因此,

OS-ELM这种同时兼顾对于新、旧训练样本拟合能力

的回归策略,必然会导致其对于新训练样本的学习能

力有限,从而难以准确刻画出变化后的系统特性.

3 限限限定定定记记记忆忆忆极极极端端端学学学习习习机机机

为了避免OS-ELM中存在的缺陷,本文提出一种

具有固定训练样本数量的限定记忆极端学习机 (FM-

ELM).其训练模式为:在训练样本集中, 每加入一个

新训练样本的同时删除一个距离当前时刻最远的旧

训练样本,以逐步摆脱旧训练样本对于当前回归模型

的影响.

假设当前共有 𝑘 + 1个训练样本 (x𝑖, 𝑡𝑖), (x𝑖+1,

𝑡𝑖+1), ⋅ ⋅ ⋅ , (x𝑖+𝑘, 𝑡𝑖+𝑘), 则基于这 𝑘 + 1个样本的神经

元矩阵为H𝑖 = [hT𝑖 hT
𝑖+1 ⋅ ⋅ ⋅ hT

𝑖+𝑘]
T, 输出向量为

T𝑖 = [𝑡𝑖 𝑡𝑖+1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑡𝑖+𝑘]
T,输出权值为

W𝑖 = (HT
𝑖 H𝑖)

−1HT
𝑖 T𝑖. (5)

将新训练样本 (x𝑖+𝑘+1, 𝑡𝑖+𝑘+1)加入训练样本集

后,神经元矩阵变化为H𝑖+1 = [HT
𝑖 hT

𝑖+𝑘+1]
T,输出向

量变化为T𝑖+1 = [T𝑖 𝑡𝑖+𝑘+1]
T,输出权值变化为

W𝑖+1 = (HT
𝑖+1H𝑖+1)

−1HT
𝑖+1T𝑖+1. (6)

由于

HT
𝑖+1H𝑖+1 = HT

𝑖 H𝑖 + hT
𝑖+𝑘+1h𝑖+𝑘+1, (7)

HT
𝑖+1T𝑖+1 = HT

𝑖 T𝑖 + hT
𝑖+𝑘+1𝑡𝑖+𝑘+1, (8)

令P𝑖 = (HT
𝑖 H𝑖)

−1, P𝑖+1 = (HT
𝑖+1H𝑖+1)

−1,将式 (7)重

新表示为

P−1
𝑖+1 = P−1

𝑖 + hT
𝑖+𝑘+1h𝑖+𝑘+1. (9)

对式 (9)两端求逆, 根据 Sherman-Morrison矩阵求逆

引理[12]可得P𝑖+1的递推表达式为

P𝑖+1 = (P−1
𝑖 + hT𝑖+𝑘+1h𝑖+𝑘+1)

−1 =

P𝑖 −
P𝑖hT

𝑖+𝑘+1h𝑖+𝑘+1P𝑖

1 + h𝑖+𝑘+1P𝑖hT
𝑖+𝑘+1

. (10)

将式 (5), (8)和 (9)代入 (6),可得

W𝑖+1 = P𝑖+1(P−1
𝑖 P𝑖HT

𝑖 T𝑖 + hT
𝑖+𝑘+1𝑡𝑖+𝑘+1) =

P𝑖+1(P−1
𝑖 W𝑖 + hT

𝑖+𝑘+1𝑡𝑖+𝑘+1) =

W𝑖 + P𝑖+1hT
𝑖+𝑘+1(𝑡𝑖+𝑘+1 − h𝑖+𝑘+1W𝑖). (11)

在加入了新训练样本 (x𝑖+𝑘+1, 𝑡𝑖+𝑘+1)后, 为了

消除旧训练样本对当前回归模型的影响, 对 (x𝑖+1,

𝑡𝑖+1)进行剔除.剔除 (x𝑖+1, 𝑡𝑖+1)后的神经元矩阵变化

为H𝑖+2 = [hT
𝑖+1 hT

𝑖+2 ⋅ ⋅ ⋅ hT
𝑖+𝑘+1]

T,输出向量变化为

T𝑖+2 = [𝑡𝑖+1 𝑡𝑖+2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑡𝑖+𝑘+1]
T,输出权值变化为

W𝑖+2 = (HT
𝑖+2H𝑖+2)

−1HT
𝑖+2T𝑖+2. (12)

由于

HT
𝑖+2H𝑖+2 = P−1

𝑖+1 − hT
𝑖 h𝑖, (13)

HT
𝑖+2T𝑖+2 = HT

𝑖+1T𝑖+1 − hT
𝑖 𝑡𝑖, (14)

令P𝑖+2 = (HT
𝑖+2H𝑖+2)

−1,将式 (13)重新表示为

P−1
𝑖+2 = P−1

𝑖+1 − hT
𝑖 h𝑖. (15)

对式 (15)两端求逆,根据 Sherman-Morrison矩阵求逆

引理[12]可得P𝑖+2的递推表达式为

P𝑖+2 = (P−1
𝑖+1 − hT

𝑖 h𝑖)
−1 = P𝑖+1 +

P𝑖+1hT
𝑖 h𝑖P𝑖+1

1− h𝑖P𝑖+1hT
𝑖

.

(16)

将式 (6), (14)和 (15)代入 (12),可得

W𝑖+2 = P𝑖+2(P−1
𝑖+1P𝑖+1HT

𝑖+1T𝑖+1 − hT
𝑖 𝑡𝑖) =
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P𝑖+2(P−1
𝑖+1W𝑖+1 − hT

𝑖 𝑡𝑖) =

W𝑖+1 + P𝑖+2hT
𝑖 (h𝑖W𝑖+1 − 𝑡𝑖). (17)

因此, 经过增加新样本与删减旧样本后的输出权值

W𝑖+2可利用增减样本之前的输出权值W𝑖递推而得,

避免了根据式 (3)以矩阵求逆的方式重新计算. FM-

ELM的训练过程可描述如下:

Step 1:令 𝑖 = 1,利用初始的 𝑘+1个训练样本 (x𝑖,

𝑡𝑖), (x𝑖+1, 𝑡𝑖+1), ⋅ ⋅ ⋅ , (x𝑖+𝑘, 𝑡𝑖+𝑘)训练 FM-ELM, 获得

初始P𝑖和初始输出权值W𝑖.

Step 2: 将新训练样本 (x𝑖+𝑘+1, 𝑡𝑖+𝑘+1)加入训练

样本集, 并按照式 (18)对P𝑖和W𝑖进行递推更新, 以

获得增加新样本后的P𝑖+1和W𝑖+1,即⎧⎨⎩
P𝑖+1 = P𝑖 −

P𝑖hT
𝑖+𝑘+1h𝑖+𝑘+1P𝑖

1 + h𝑖+𝑘+1P𝑖hT
𝑖+𝑘+1

,

W𝑖+1 = W𝑖 + P𝑖+1hT
𝑖+𝑘+1(𝑡𝑖+𝑘+1 − h𝑖+𝑘+1W𝑖).

(18)

Step 3: 将旧训练样本 (x𝑖, 𝑡𝑖)剔除出训练样本集,

按照式 (19)对P𝑖+1和W𝑖+1进行递推更新, 以获得剔

除旧样本后的P𝑖+2和W𝑖+2,即⎧⎨⎩
P𝑖+2 = P𝑖+1 +

P𝑖+1hT
𝑖 h𝑖P𝑖+1

1− h𝑖P𝑖+1hT
𝑖

,

W𝑖+2 = W𝑖+1 + P𝑖+2hT
𝑖 (h𝑖W𝑖+1 − 𝑡𝑖).

(19)

Step 4: 利用W𝑖+2建立式 (4)所示的回归模型.

Step 5: 令 𝑖 = 𝑖+ 1后转至Step 2.

4 仿仿仿真真真测测测试试试

以一个由式 (20)描述的典型非线性系统为例验

证FM-ELM的有效性,并将其测试结果与OS-ELM进

行比较,有

𝑦(𝑛+ 1) =
𝑦(𝑛)

1 + 𝑦(𝑛)2
+ 𝑢(𝑛)3. (20)

其中: 𝑢(𝑛)为系统输入, 𝑦(𝑛)为系统输出. 以 x(𝑛) =

[𝑦(𝑛) 𝑢(𝑛)]T为输入, 𝑡(𝑛) = 𝑦(𝑛+1)为输出构成训练

与测试样本, 利用 {(x(𝑛), 𝑡(𝑛))}100𝑛=1训练初始的 FM-

ELM和OS-ELM. 从𝑛 > 100开始, 不断利用新训练

样本对FM-ELM和OS-ELM进行在线训练,并利用训

练后的 FM-ELM和OS-ELM预测未来时刻的系统输

出 𝑦(𝑛+ 1). 选择 FM-ELM, OS-ELM的隐层神经元函

数为 Sigmoid函数[3](数量为 20), 分别测试 FM-ELM

和OS-ELM在以下 3种变化模式下的在线预测性能:

1)变化模式 1. 系统输入𝑢(𝑛)随𝑛而变, 变化规

律为

𝑢(𝑛) =

⎧⎨⎩

𝑟[0, 1], 𝑛 ⩽ 100;

sin(2π𝑛/50), 100 < 𝑛 ⩽ 300;

1, 300 +𝑚𝑖 < 𝑛 ⩽ 350 +𝑚𝑖;

−1, 350 +𝑚𝑖 < 𝑛 ⩽ 400 +𝑚𝑖.

(21)

其中: 𝑟[0, 1]为 0∼1间的随机数; 𝑖 = 1, 2, 3, 4; 𝑚1 = 0,

𝑚2 = 100, 𝑚3 = 200, 𝑚4 = 300.系统结构如式 (20)所

示,保持不变.

2)变化模式 2. 系统输入𝑢(𝑛)保持为 𝑟[0, 1],系统

结构随𝑛而变. 当𝑛 ⩽ 100时, 系统结构如式 (20)所

示. 当𝑛 > 100时,系统结构如下所示:

𝑦(𝑛+ 1) =⎧⎨⎩
2𝑦(𝑛)

(2 + 𝑦(𝑛)2)
+ 𝑢(𝑛)3, 100 < 𝑛 ⩽ 300;

𝑦(𝑛)

(1 + 2𝑦(𝑛)2)
+ 2𝑢(𝑛)3, 300 < 𝑛 ⩽ 700.

(22)

3)变化模式 3. 系统输入𝑢(𝑛)与系统结构均随𝑛

而变, 𝑢(𝑛)根据式 (21)变化, 系统结构根据式 (22)变

化. 最终基于 FM-ELM和OS-ELM的系统输出预测

结果如图 1∼图 4和表 1所示.

由表 1可见, 在 3种变化模式下, FM-ELM对于

系统的预测误差均明显小于OS-ELM.由图 1∼图 4可

101 150 200 250 300
n

-1

0

1

2

3
y

n(
+

1
)

real system output
OS-ELM based system output

图 1 100 < 𝒏 ⩽ 300时基于OS-ELM的预测结果
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1

2

3
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+
1

)
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图 2 100 < 𝒏 ⩽ 300时基于FM-ELM的预测结果
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OS-ELM based system output
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图 3 300 < 𝒏 ⩽ 700时基于OS-ELM的预测结果
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图 4 300 < 𝒏 ⩽ 700时基于FM-ELM的预测结果
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表 1 FM-ELM, OS-ELM对系统的预测均方根误差

预测模型 变化模式 1 变化模式 2 变化模式 3

FM-ELM 0.004 0 0.023 2 0.010 7

OS-ELM 0.005 5 0.039 2 0.015 5

见,基于FM-ELM的预测值比基于OS-ELM的预测值

更加接近系统的真实输出.其原因在于: 系统输入或

结构从初始训练阶段结束后开始发生变化,因此训练

样本也随之发生变化,系统在 3种变化模式下均表现

出明显的阶段变化特性,在各阶段的系统输入、输出

与结构均明显不同于其余阶段.在初始训练阶段结束

后的任意时刻, OS-ELM用于模型训练的样本中, 不

仅包含反映当前时刻系统特性的新样本,还包含许多

反映过去时刻系统特性的旧样本. 由于系统特性在当

前时刻与过去时刻之间的显著差异,利用这种模式训

练出的OS-ELM模型对于当前时刻系统的逼近能力

必然有限. FM-ELM由于具备了抛弃旧样本的能力,

可随系统特性的变化而变化,使得用于模型训练的样

本中, 始终都是反映系统当前特性的新样本, 比OS-

ELM更适用于具有动态变化特性的系统在线建模与

预测.

5 工工工程程程应应应用用用

典型的连续搅拌釜式反应器可由如下所示的非

线性微分方程描述:
d𝐴

d𝑡
=
𝑄

𝑉
(𝐴1 −𝐴)− 𝜓𝐴e(−𝐸/𝑇 ),

d𝑇

d𝑡
=
𝑄

𝑉
(𝑇1 − 𝑇 )− Δ𝜑𝜓𝐴

𝜌𝑓
e(−𝐸/𝑇 ) +

𝑈

𝜌𝑓𝑉
(𝑇2 − 𝑇 ).

(23)

其中: 𝐴为反应浓度, 𝑇 为反应温度, 𝐴1为进料浓度,

𝑇1为进料温度, 𝑇2为冷却剂温度, 𝑄为进料流速, 𝑉 为

反应器体积, 𝐸为活化能, 𝜓为预指数因子, Δ𝜑为反

应热, 𝜌为密度, 𝑓为热容量.

设定𝐴1 = 1mol/L, 𝑇1 = 400K, 𝑇2 = 420K,

𝑄 = 100L/min, 𝑉 = 100L, 𝐸 = 5000K, 𝜓 = e10,

Δ𝜑 = 200 kJ/mol, 𝜌 = 1kg/L, 𝑓 = 5J/(g ⋅ K), 𝑈 =

12 kJ/(min ⋅K). 以 𝑡 = 0.2 min为间隔对式 (23)进行

离散采样,在任意时刻𝑛,以

x𝐴(𝑛) = [𝐴(𝑛) 𝑇 (𝑛) ← 𝐴1(𝑛) 𝑇 1(𝑛)]
T

为输入, 𝑡𝐴(𝑛) = 𝐴(𝑛+ 1)为输出,构成反应浓度𝐴的

训练与测试样本. 利用 {(x𝐴(𝑛), 𝑡𝐴(𝑛))}100𝑛=1训练初始

的FM-ELM和OS-ELM, 并在初始训练阶段结束后,

逐次利用新训练样本对FM-ELM和OS-ELM进行在

线训练, 并利用训练后的 FM-ELM和OS-ELM预测

未来时刻的反应浓度𝐴.

在以下 4种模式下测试具有 30个隐层神经元函

数的FM-ELM和OS-ELM对于反应浓度的预测精度:

1)突变模式 1. 进料浓度𝐴1在初始训练阶段结

束后,从 1mol/L跳变为 2mol/L,其余参数保持不变.

2)突变模式 2. 进料温度𝑇1在初始训练阶段结束

后,从 400K跳变为 300K,其余参数保持不变.

3)缓变模式 1. 进料浓度𝐴1在初始训练阶段结

束后,从 1mol/L开始以每分钟 0.005mol/L的速度缓

慢增加,其余参数保持不变.

4)缓变模式 2. 进料温度𝑇1在初始训练阶段结束

后,从 400K开始以每分钟 0.05K的速度缓慢减少,其

余参数保持不变. 最终, 基于 FM-ELM和OS-ELM的

反应浓度𝐴的预测结果如图 5∼图 8和表 2所示.
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图 5 突变模式 1的预测结果
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图 6 突变模式 2的预测结果
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图 7 缓变模式 1的预测结果
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图 8 缓变模式 2的预测结果

表 2 FM-ELM, OS-ELM对反应浓度的预测均方根误差

预测模型 突变模式 1 突变模式 2 缓变模式 1 缓变模式 2

FM-ELM 6.4723e-5 2.0113e-4 4.9864e-5 1.4023e-5

OS-ELM 4.1704e-4 3.6815e-4 5.6825e-4 7.8708e-5



1210 控 制 与 决 策 第 27 卷

由表 2可见, FM-ELM在 4种模式下对反应浓度

的预测均方根误差均小于OS-ELM,再次验证了FM-

ELM对旧训练样本的抛弃能力. 在系统特性发生变

化时,可有效摆脱 FM-ELM对系统过去时刻特性的记

忆力, 因此, 对于系统当前时刻特性的模拟能力更为

精准.由图 5和图 6可见,当系统输入发生跳变时, 基

于FM-ELM的预测值迅速作出反应, 在极短的时间

内即可调节到与系统真实输出几乎完全重合的状态.

基于OS-ELM的预测值由于受到过去时刻系统输入

的影响, 在很长一段时间内仍与系统真实输出之间

存在较大差距. 由图 7和图 8可见, 当系统缓慢变化

时,基于 FM-ELM的预测值的调节速度依然很快,基

于OS-ELM的预测值则与系统真实输出之间存在较

大差距. 因此相比于OS-ELM,基于 FM-ELM的预测

结果更加接近系统真实特性,且反应速度更快.

6 结结结 论论论

不同于传统神经网络训练算法中的网络权值

迭代调整策略, ELM以求解线性方程组的新颖方式

完成网络训练过程, 极大地提升了神经网络的训练

速度,因此具有较高的学术研究与工程应用价值.传

统ELM的训练算法主要适用于离线训练, 不适于在

线训练. FM-ELM采用递推模式求解输出权值, 使

ELM具备了在线训练能力. 典型非线性系统在线状

态预测实例表明, 相比OS-ELM, FM-ELM中对旧训

练样本的抛弃能力使其更适用于具有动态变化特性

的非线性系统在线建模与状态预测.
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