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摘 要: 首先利用Terminal吸引子函数代替高阶滑模微分器中的不连续函数,以避免抖振;然后在高阶滑模微分器

每一层滑模面中增加快速收敛项,以提高收敛速度,并分别针对不同情况证明了快速高阶滑模微分器的稳定性,给出

了估计误差的具体表达式,提出了一种抑噪设计方法;最后比较了快速高阶滑模微分器与标准高阶滑模微分器的收

敛时间和误差,总结了快速高阶滑模微分器的一般设计方法,并通过仿真结果表明了所得结论的正确性和有效性.
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Abstract：：：Firstly, discontinuous function in higher-order differentiator is substituted by Terminal attractor function to

eliminate chattering. Then, fast convergence term is inserted into each sliding mode of higher-order differentiator to speed up

convergence. The system is stable under different conditions and the estimation error expression is given. A method for noise

restrain is proposed. The difference of the convergence time and the estimation error between fast higher-order differentiator

and normal higher-order differentiator are analyzed. The universal design method for fast higher-order differentiator is

generalized. Finally, simulation results show the correctness and effectiveness of all conclusions.
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1 引引引 言言言

由Levant[1]提出的高阶滑模微分器,吸收了滑模

变结构所具有的鲁棒性强、精度高、反应快等优点,

是保证 PID控制、优化控制、动态滑模控制等诸多控

制方法获取高品质状态微分的重要手段. 但是,文献

[1]未对整体误差大小及抑噪能力作出定量分析. 文

献 [2-3]等给出了高阶滑模微分器的一些应用, 但其

理论结果并无突破.

本文在文献 [1]的基础上, 首先利用Terminal吸

引子函数代替高阶滑模微分器中的不连续函数,以避

免抖振; 然后对高阶滑模微分器增加线性项,以加快

初始阶段的收敛速度,并分别针对不同情况证明了高

阶滑模微分器整体的稳定性,给出了估计误差上界的

具体表达式, 所提出的方法不仅能够有效抑制噪声,

而且能够减小由其他干扰造成的估计误差;最后分析

了快速高阶滑模微分器与非快速高阶滑模微分器在

收敛时间和误差上的区别,总结了快速高阶滑模微分

器的一般设计方法,并通过仿真结果表明了上述结论

的有效性和所提出控制方案的优越性.

2 无无无抖抖抖振振振快快快速速速高高高阶阶阶滑滑滑模模模微微微分分分器器器

受快速终端滑模的启发[4], 在文献 [1]的基础上

有如下𝑛阶无抖振快速滑模微分器:⎧⎨⎩

𝑧̇0 = 𝑣0 = −𝜆0,1(𝑧0 − 𝑓(𝑡))− 𝜆0,2×
∣𝑧0 − 𝑓(𝑡)∣𝑛/(𝑛+1)sgn(𝑧0 − 𝑓(𝑡)) + 𝑧1;

𝑧̇𝑖 = 𝑣𝑖 = −𝜆𝑖,1(𝑧𝑖 − 𝑣𝑖−1)− 𝜆𝑖,2×
∣𝑧𝑖 − 𝑣𝑖−1∣(𝑛−𝑖)/(𝑛−𝑖+1)sgn(𝑧𝑖−
𝑣𝑖−1) + 𝑧𝑖+1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1;

𝑧̇𝑛 = 𝑣𝑛 = −𝜆𝑛,1(𝑧𝑛 − 𝑣𝑛−1)− 𝜆𝑛,2×
∣𝑧𝑛 − 𝑣𝑛−1∣𝑞/𝑝sgn(𝑧𝑛 − 𝑣𝑛−1).

(1)
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其中: 𝑓(𝑡)=𝑓0(𝑡)+𝜉(𝑡), 𝑓0(𝑡)为原始信号, 𝜉(𝑡)为 𝑓0(𝑡)

受到的噪声污染; 𝑣𝑖为 𝑓0(𝑡)的第 𝑖 + 1阶微分估计

值; 𝑧𝑖为系统 (1)中内部状态; 𝜆0,1, 𝜆0,2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆𝑛,1, 𝜆𝑛,2

为微分器设计参数; 𝑞, 𝑝为Terminal吸引子设计参数.

为便于分析,令𝜎0=𝑧0−𝑓0(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅, 𝜎𝑖=𝑧𝑖−𝑓
(𝑖)
0 (𝑡),

⋅ ⋅ ⋅, 𝜎𝑛=𝑧𝑛−𝑓
(𝑛)
0 (𝑡),则在Filippov意义下,式 (1)可变

换为如下误差系统:⎧⎨⎩

𝜎̇0 = −𝜆0,1(𝜎0 − 𝜉(𝑡))− 𝜆0,2×
∣𝜎0 − 𝜉(𝑡)∣𝑛/(𝑛+1)sgn(𝜎0 − 𝜉(𝑡)) + 𝜎1;

𝜎̇𝑖 = −𝜆𝑖,1(𝜎𝑖 − 𝜎̇𝑖−1)− 𝜆𝑖,2×
∣𝜎𝑖 − 𝜎̇𝑖−1∣(𝑛−𝑖)/(𝑛−𝑖+1)sgn(𝜎𝑖 − 𝜎̇𝑖−1)+

𝜎𝑖+1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1;

𝜎̇𝑛 = −𝜆𝑛,1(𝜎𝑛 − 𝜎̇𝑛−1)− 𝜆𝑛,2×
∣𝜎𝑛−𝜎̇𝑛−1∣𝑞/𝑝sgn(𝜎𝑛−𝜎̇𝑛−1)−𝑓

(𝑛+1)
0 (𝑡).

(2)

当式 (2)中各误差状态𝜎𝑖 (𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)收敛
于 0点时,由𝑛阶滑模微分器的内部状态 𝑧𝑖可以精确

估计出 𝑓0(𝑡)的各阶微分值 𝑓
(𝑖)
0 (𝑡). 下面分别针对不同

情况给出系统 (2)的稳定性证明.

3 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

定定定义义义 1 对于 𝑠𝑖 < 𝑠′𝑖, 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,若存在一

个有限时刻𝑇 ,使得 𝑡 > 𝑇 后,从区域 ∣𝜎𝑖∣ < 𝑠′𝑖出发的

高阶滑模微分器误差系统 (2)的轨迹能收敛并停留在

区域 ∣𝜎𝑖∣ < 𝑠𝑖之内,则系统 (2)是有限时间稳定的,即

Lyapunov稳定的[5].

定定定理理理 1 𝑛阶无抖振快速滑模微分器误差系统

(2)对于任意给定有限初始误差状态𝜎𝑖(0), 𝑖 = 0, 1,

⋅ ⋅ ⋅, 𝑛,任意时变函数 𝑓0(𝑡),若 𝑓
(𝑛+1)
0 (𝑡) ∕= 0,且 𝑓

(𝑛)
0 (𝑡)

的Lipschitz常数具有上界𝐿 > 0, 干扰 𝜉(𝑡) ∈ [−𝜀, 𝜀],

𝜀 > 0是噪声的上界, 则总存在一组正数𝜆0, 𝜆1, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝜆𝑛, 𝜆𝑖 = 𝜆𝑖,1 + 𝜆𝑖,2,使系统 (2)是Lyapunov稳定的,且

𝜎𝑖收敛至一包含原点的闭球𝐵𝑖内. 收敛过程振荡衰

减,且闭球半径满足

𝑟(𝐵𝑖) <
𝐿(𝑛+1)𝑝/𝑞

Λ𝑖Θ𝑖
+ Ξ𝑖𝜀

Δ
= 𝑟(𝐵𝑖)1 + 𝑟(𝐵𝑖)2. (3)

其中

Λ𝑖 = (𝜆𝑛,1 + 𝜆𝑛,2)
(𝑛+1)𝑝/𝑞(𝜆𝑛−1,1 + 𝜆𝑛−1,2)

𝑛+1×
⋅ ⋅ ⋅ (𝜆𝑖,1 + 𝜆𝑖,2)

(𝑛+1)/(𝑛−𝑖),

Θ𝑖 = (𝜆𝑖−1,1 + 𝜆𝑖−1,2)
𝑖/(𝑛−𝑖+1)×

(𝜆𝑖−2,1+𝜆𝑖−2,2)
(𝑖−1)/(𝑛−𝑖+2) ⋅ ⋅ ⋅ (𝜆0,1+𝜆0,2)

1/𝑛,

Ξ𝑖 = 2(𝜆𝑖−1,1 + 𝜆𝑖−1,2) ⋅ ⋅ ⋅ (𝜆0,1 + 𝜆0,2).

为证明定理 1,先证明以下几个引理:

引引引理理理 1 ∣𝑎+ 𝑏 ∣𝑙 ⩽ ∣𝑎 ∣𝑙 + ∣ 𝑏 ∣𝑙,∀ 0 < 𝑙 < 1.

证证证明明明 当 𝑎与 𝑏同号时,设 𝑎⩾ 0, 𝑏⩾ 0,令 𝑓(𝑥)=

=𝑥𝑙, 𝑥>0, 0<𝑙<1,有 𝑓(0)=0. 设 0 ⩽ 𝑥1 ⩽ 𝑥2,则由

拉格朗日中值定理有

𝑓(𝑥1)− 𝑓(0) = 𝑥1𝑓(𝜉1), 0 ⩽ 𝜉1 ⩽ 𝑥1;

𝑓(𝑥1 + 𝑥2)− 𝑓(𝑥2) = 𝑥1𝑓(𝜉2), 𝑥2 ⩽ 𝜉2 ⩽ 𝑥1 + 𝑥2.

因此有 𝜉1⩽ 𝜉2.又因为 𝑓(𝑥)= 𝑙(𝑙−1)𝑥𝑙−2⩽ 0,有 𝑓(𝜉1)

⩽ 𝑓(𝜉2),所以有

𝑓(𝑥1 + 𝑥2)− 𝑓(𝑥2) ⩽ 𝑥1𝑓(𝜉1) = 𝑓(𝑥1),

即 𝑓(𝑥1 + 𝑥2) ⩽ 𝑓(𝑥1) + 𝑓(𝑥2). 令𝑥1 = 𝑎, 𝑥2 = 𝑏,从

而引理 1成立. 当 𝑎 ⩽ 0, 𝑏 ⩽ 0时,有类似证明.

𝑎, 𝑏异号时,证明简单,不再详述. 2
引引引理理理 2 存在一足够小的时间段 𝛿, 对于任意 0

< 𝑠𝑖 < 𝑠′𝑖, 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 在时间段 𝛿内,若存在一正

数𝐾使得
w
𝛿
∣𝜉(𝑡)d𝑡∣<𝐾成立,则式 (2)中各误差系统

状态从区域 ∣𝜎𝑖∣ < 𝑠𝑖出发的轨迹不会超出区域 ∣𝜎𝑖∣
< 𝑠′𝑖.

证证证明明明 设 𝑠𝑀𝑖满足 𝑠𝑖 < 𝑠′𝑖 < 𝑠𝑀𝑖, 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

对于 ∣𝜎0∣ < 𝑠0,由引理 1,有

∣𝜎̇0 =

∣ − 𝜆0,1(𝜎0 − 𝜉(𝑡))− 𝜆0,2∣𝜎0 − 𝜉(𝑡)∣𝑛/(𝑛+1)×
sgn(𝜎0 − 𝜉(𝑡)) + 𝜎1∣ ⩽
𝜆0,1∣𝜎0∣+ 𝜆0,1∣𝜉(𝑡)∣+ 𝜆0,2∣𝜎0 − 𝜉(𝑡)∣𝑛/(𝑛+1)∣𝜎1∣ ⩽
𝜆0,1∣𝜎0∣+ 𝜆0,1∣𝜉(𝑡)∣+ 𝜆0,2∣𝜎0∣𝑛/(𝑛+1)+

𝜆0,2∣𝜉(𝑡)∣𝑛/(𝑛+1) + ∣𝜎1∣ ⩽
𝜆0,1𝑠𝑀0 + 𝜆0,2𝑠

𝑛/(𝑛+1)
𝑀0 + 𝑠𝑀1 + 𝜆0,1∣𝜉(𝑡)∣+

𝜆0,2∣𝜉(𝑡)∣𝑛/(𝑛+1).

只要时间段 𝛿足够小,则 ∣𝜎0∣变化也足够小,从而可以

保证 ∣𝜎0∣ < 𝑠′0. 再由引理 1和Holder积分不等式,有w
𝛿
∣𝜎̇0∣d𝑡 ⩽w

𝛿
(𝜆0,1𝑠𝑀0 + 𝜆0,2𝑠

𝑛/(𝑛+1)
𝑀0 + 𝑠𝑀1+

𝜆0,1∣𝜉(𝑡)∣+ 𝜆0,2∣𝜉(𝑡)∣𝑛/(𝑛+1))d𝑡 ⩽
𝛿(𝜆0,1𝑠𝑀0 + 𝜆0,2𝑠

𝑛/(𝑛+1)
𝑀0 + 𝑠𝑀1)+

𝜆0,1

w
𝛿
∣𝜉(𝑡)∣d𝑡+ 𝜆0,2

w
𝛿
∣𝜉(𝑡)∣𝑛/(𝑛+1)d𝑡 ⩽

𝛿(𝜆0,1𝑠𝑀0 + 𝜆0,2𝑠
𝑛/(𝑛+1)
𝑀0 + 𝑠𝑀1)+

𝜆0,1𝐾 + 𝜆0,2

w
𝛿
1 ⋅ ∣𝜉(𝑡)∣𝑛/(𝑛+1)d𝑡 ⩽

𝛿(𝜆0,1𝑠𝑀0 + 𝜆0,2𝑠
𝑛/(𝑛+1)
𝑀0 + 𝑠𝑀1)+

𝜆0,1𝐾 + 𝜆0,2

( w
𝛿
1𝑛+1d𝑡

)1/(𝑛+1)

×( w
𝛿
(∣𝜉(𝑡)∣𝑛/(𝑛+1))(𝑛+1)/𝑛d𝑡

)𝑛/(𝑛+1)

=

𝛿(𝜆0,1𝑠𝑀0 + 𝜆0,2𝑠
𝑛/(𝑛+1)
𝑀0 + 𝑠𝑀1)+

𝜆0,1𝐾 + 𝜆0,2𝛿
1/(𝑛+1)

( w
𝛿
∣𝜉(𝑡)∣d𝑡

)𝑛/(𝑛+1)

⩽

𝛿(𝜆0,1𝑠𝑀0 + 𝜆0,2𝑠
𝑛/(𝑛+1)
𝑀0 + 𝑠𝑀1)+
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𝜆0,1𝐾 + 𝜆0,2𝛿
1/(𝑛+1)𝐾𝑛/(𝑛+1) Δ

= 𝐾0.

因此, 𝜎1满足引理 2的条件.同理可以证明 ∣𝜎1∣ < 𝑠′1.

逐步递推,可以证明 ∣𝜎𝑖∣ < 𝑠′𝑖, 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 2
定定定理理理 1的的的证证证明明明 在引理 1和引理 2的基础上, 稳

定性证明与文献 [1]相同. 下面仅证明定理 1的其余

结论.

1)考虑式 (2)的第 1个方程.其中−𝜆0,1(𝜎0−𝜉(𝑡))

− 𝜆0,2∣𝜎0 − 𝜉(𝑡)∣𝑛/(𝑛+1)sgn(𝜎0 − 𝜉(𝑡))总有让𝜎0趋于

𝜉(𝑡) ∈ [−𝜀, 𝜀]的作用而将𝜎1视作扰动部分. 对于给定

的 ∣𝜎1∣,总存在一定值的 ∣𝜎0∣才能使 𝜎̇0 = 0. 记 ∣𝜎0∣第
𝑘𝑖次振幅为 𝑟(𝐵0,𝑘𝑖), 则有 𝑟(𝐵0,𝑘𝑖) = Γ (𝑟(𝐵1,𝑘𝑗 )), 其

中Γ (⋅)代表某一函数. 其他各方程有相同定义.

假设定理 1结论不成立,即存在

𝑟(𝐵0,𝑘𝑖+1) > 𝑟(𝐵0,𝑘𝑖),

则须 ∣𝜎1,𝑘𝑗+1 ∣ > ∣𝜎1,𝑘𝑗 ∣. 以此逐步递推,为满足上述假

设, 须有 ∣𝜎𝑛,𝑘𝑘+1
∣ > ∣𝜎𝑛,𝑘𝑘

∣. 在定理 1条件下, 联合式

(2)中最后两式,显然 ∣𝜎𝑛,𝑘𝑘+1
∣ > ∣𝜎𝑛,𝑘𝑘

∣不成立. 因此

假设不成立,收敛过程振荡衰减.

2)由于 𝑓
(𝑛)
0 (𝑡)的Lipschitz常数具有上界𝐿,根据

微分知识有 𝑓
(𝑛+1)
0 (𝑡)∈ [−𝐿,𝐿],稳态时有 𝜎̇𝑛=0,并取

边界 𝑓
(𝑛+1)
0 (𝑡)=𝐿. 考虑到微分器对噪声较为敏感,现

假设跟踪快变函数 𝑓0(𝑡)各阶微分误差较大,设 𝑟(𝐵𝑖)

> 1, 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

𝐿 =𝜆𝑛,1𝑟(𝐵𝑛) + 𝜆𝑛,2𝑟(𝐵𝑛)
𝑞/𝑝 >

𝜆𝑛,1𝑟(𝐵𝑛)
𝑞/𝑝 + 𝜆𝑛,2𝑟(𝐵𝑛)

𝑞/𝑝 =

(𝜆𝑛,1 + 𝜆𝑛,2) 𝑟(𝐵𝑛)
𝑞/𝑝.

代入 𝑟(𝐵𝑛) = 𝜆𝑛−1,1𝑟(𝐵𝑛−1) + 𝜆𝑛−1,2𝑟(𝐵𝑛−1)
1/2,有

𝐿 > (𝜆𝑛,1 + 𝜆𝑛,2)(𝜆𝑛−1,1𝑟(𝐵𝑛−1)+

𝜆𝑛−1,2𝑟(𝐵𝑛−1)
1/2)𝑞/𝑝 >

(𝜆𝑛,1 + 𝜆𝑛,2)(𝜆𝑛−1,1𝑟(𝐵𝑛−1)
1/2+

𝜆𝑛−1,2𝑟(𝐵𝑛−1)
1/2)𝑞/𝑝 =

(𝜆𝑛,1 + 𝜆𝑛,2) (𝜆𝑛−1,1 + 𝜆𝑛−1,2)
𝑞/𝑝 ×

𝑟(𝐵𝑛−1)
(𝑞/𝑝)×(1/2).

如此迭代递推,有

𝐿 > (𝜆𝑛,1 + 𝜆𝑛,2) (𝜆𝑛−1,1 + 𝜆𝑛−1,2)
𝑞/𝑝 ×

(𝜆𝑛−2,1 + 𝜆𝑛−2,2)
𝑞/2𝑝 × ⋅ ⋅ ⋅×

(𝜆𝑛−𝑖,1 + 𝜆𝑛−𝑖,2)
𝑞/𝑖𝑝 ⋅ ⋅ ⋅ (𝜆0,1 + 𝜆0,2)

𝑞/𝑛𝑝 ×
(𝑟(𝐵0)− 𝜀)

𝑞/(𝑛+1)𝑝
,

即

𝑟(𝐵0) <𝐿(𝑛+1)𝑝/𝑞
( 1

𝜆𝑛,1 + 𝜆𝑛,2
×

1

(𝜆𝑛−1,1 + 𝜆𝑛−1,2)𝑞/𝑝
×

1

(𝜆𝑛−2,1 + 𝜆𝑛−2,2)𝑞/(2𝑝)
× ⋅ ⋅ ⋅×

1

(𝜆𝑛−𝑖,1 + 𝜆𝑛−𝑖,2)𝑞/(𝑖𝑝)
× ⋅ ⋅ ⋅×

1

(𝜆0,1 + 𝜆0,2)𝑞/𝑛𝑝

)(𝑛+1)𝑝/𝑞

+ 𝜀 =

𝜀+
𝐿(𝑛+1)𝑝/𝑞

(𝜆𝑛,1 + 𝜆𝑛,2)(𝑛+1)𝑝/𝑞
×

1

(𝜆𝑛−1,1 + 𝜆𝑛−1,2)𝑛+1
× ⋅ ⋅ ⋅×

1

(𝜆𝑛−𝑖,1 + 𝜆𝑛−𝑖,2)(𝑛+1)/𝑖
× ⋅ ⋅ ⋅×

1

(𝜆0,1 + 𝜆0,2)(𝑛+1)/𝑛
;

再有

𝑟(𝐵1) <

𝜆0,1(𝑟(𝐵0) + 𝜀) + 𝜆0,2(𝑟(𝐵0) + 𝜀)𝑛/(𝑛+1) <

(𝜆0,1 + 𝜆0,2)(𝑟(𝐵0) + 𝜀) =

(𝜆0,1 + 𝜆0,2)𝑟(𝐵0) + (𝜆0,1 + 𝜆0,2)𝜀 <

(𝜆0,1 + 𝜆0,2)
(
𝜀+

𝐿(𝑛+1)𝑝/𝑞

(𝜆𝑛,1 + 𝜆𝑛,2)(𝑛+1)𝑝/𝑞
×

1

(𝜆𝑛−1,1 + 𝜆𝑛−1,2)𝑛+1
× ⋅ ⋅ ⋅×

1

(𝜆𝑛−𝑖,1 + 𝜆𝑛−𝑖,2)(𝑛+1)/𝑖
× ⋅ ⋅ ⋅×

1

(𝜆0,1 + 𝜆0,2)(𝑛+1)/𝑛

)
+ (𝜆0,1 + 𝜆0,2)𝜀 =

2(𝜆0,1 + 𝜆0,2)𝜀+
𝐿(𝑛+1)𝑝/𝑞

(𝜆𝑛,1 + 𝜆𝑛,2)(𝑛+1)𝑝/𝑞
×

1

(𝜆𝑛−1,1 + 𝜆𝑛−1,2)𝑛+1
× ⋅ ⋅ ⋅×

1

(𝜆𝑛−𝑖,1 + 𝜆𝑛−𝑖,2)(𝑛+1)/𝑖
× ⋅ ⋅ ⋅×

1

(𝜆0,1 + 𝜆0,2)1/𝑛
.

现假设

𝑟(𝐵𝑖−1) <
𝐿(𝑛+1)𝑝/𝑞

Λ𝑖−1Θ𝑖−1
+ Ξ𝑖−1𝜀,

其中

Λ𝑖−1 = (𝜆𝑛,1 + 𝜆𝑛,2)
(𝑛+1)𝑝/𝑞×

(𝜆𝑛−1,1 + 𝜆𝑛−1,2)
𝑛+1 × ⋅ ⋅ ⋅×

(𝜆𝑖−1,1 + 𝜆𝑖−1,2)
(𝑛+1)/(𝑛−𝑖+1),

Θ𝑖−1 = (𝜆𝑖−2,1 + 𝜆𝑖−2,2)
(𝑖−1)/(𝑛−𝑖+2) × ⋅ ⋅ ⋅×

(𝜆0,1 + 𝜆0,2)
1/𝑛,

Ξ𝑖−1 = 2(𝜆𝑖−2,1 + 𝜆𝑖−2,2) ⋅ ⋅ ⋅ (𝜆0,1 + 𝜆0,2),

则有

𝑟(𝐵𝑖) <

(𝜆𝑖−1,1 + 𝜆𝑖−1,2)𝑟(𝐵𝑖−1) <
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(𝜆𝑖−1,1 + 𝜆𝑖−1,2)𝐿
(𝑛+1)𝑝/𝑞

(𝜆𝑛,1 + 𝜆𝑛,2)(𝑛+1)𝑝/𝑞(𝜆𝑛−1,1 + 𝜆𝑛−1,2)𝑛+1
×

1

(𝜆𝑖−2,1 + 𝜆𝑖−2,2)(𝑖−1)/(𝑛−𝑖+2)
× ⋅ ⋅ ⋅×

⋅ ⋅ ⋅ 1

(𝜆0,1 + 𝜆0,2)1/𝑛
+ 2(𝜆𝑖−1,1 + 𝜆𝑖−1,2)×

(𝜆𝑖−2,1 + 𝜆𝑖−2,2)× ⋅ ⋅ ⋅ × (𝜆0,1 + 𝜆0,2).

化简后即有式 (3)成立. 由数学归纳法即可得证. 2
注注注 1 在定理 1的证明中,因为是确定恒定边界

𝑟(𝐵𝑖),故 𝑓
(𝑛+1)
0 =𝐿, 𝜎̇𝑖=0这一静态的考虑是成立的.

注注注 2 当 𝑟 (𝐵𝑖) ⩽ 1 (𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)时,有类似

结论和证明.

推推推论论论 1 𝑛阶滑模微分器误差系统 (2)对于任意

具有𝑛 + 1阶微分的函数 𝑓0(𝑡),任意给定有限初始状

态𝜎𝑖(0), 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 取任意一组正数𝜆0, 𝜆1, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝜆𝑛,若 𝜉(𝑡) = 0, 𝑓

(𝑛+1)
0 (𝑡) = 0,则误差系统 (2)稳定,各

误差状态𝜎𝑖 (𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)渐近收敛到原点.

推推推论论论 2 在定理 1条件下,总存在一组足够小的

参数𝜆0, 𝜆1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆𝑖−1和一组足够大的参数𝜆𝑖, ⋅ ⋅ ⋅, 𝜆𝑛,

使得𝜎𝑖收敛至一包含原点的闭球𝐵𝑖内.收敛过程振

荡衰减,且闭球半径满足

𝑟(𝐵𝑖) <
𝐿(𝑛−𝑖+1)𝑝/𝑞

Λ𝑖
+ Ξ𝑖

Δ
= 𝑟(𝐵𝑖)1 + 𝑟(𝐵𝑖)2.

其中

Λ𝑖 = (𝜆𝑛,1 + 𝜆𝑛,2)
(𝑛−𝑖+1)𝑝/𝑞×

(𝜆𝑛−1,1 + 𝜆𝑛−1,2)
𝑛−𝑖+1 × ⋅ ⋅ ⋅×

(𝜆𝑖,1 + 𝜆𝑖,2)
(𝑛−𝑖+1)/(𝑛−𝑖),

Ξ𝑖 = (𝜆𝑖−1,1 + 𝜆𝑖−1,2)×
(𝜆𝑖−2,1 + 𝜆𝑖−2,2)

(𝑛−𝑖+1)/(𝑛−𝑖+2) × ⋅ ⋅ ⋅×
(2(𝜆0,1 + 𝜆0,2))

(𝑛−𝑖+1)/𝑛𝜀(𝑛−𝑖+1)/(𝑛+1).

推论 2的证明与定理 1类似,此略.

定定定理理理 2 对于𝑛阶标准滑模微分器误差系统⎧⎨⎩

𝜎̇0 = −𝜆0∣𝜎0 − 𝜉(𝑡)∣𝑛/(𝑛+1)sgn(𝜎0 − 𝜉(𝑡)) + 𝜎1;

𝜎̇𝑖 = −𝜆𝑖∣𝜎𝑖 − 𝜎̇𝑖−1∣(𝑛−𝑖)/(𝑛−𝑖+1)×
sgn(𝜎𝑖 − 𝜎̇𝑖−1) + 𝜎𝑖+1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1;

𝜎̇𝑛 = −𝜆𝑛∣𝜎𝑛 − 𝜎̇𝑛−1∣𝑞/𝑝×
sgn(𝜎𝑛 − 𝜎̇𝑛−1)− 𝑓

(𝑛+1)
0 (𝑡).

(4)

其中干扰 𝜉(𝑡)∈ [−𝜀, 𝜀], 𝜀> 0是噪声的上界,对于任意

给定有限初始状态𝜎𝑖(0), 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,任意具有𝑛+

1阶微分的函数 𝑓0(𝑡), 总存在一组足够大的正数𝜆0,

𝜆1, ⋅ ⋅ ⋅, 𝜆𝑛,若满足 𝑓
(𝑛+1)
0 (𝑡) ∕=0,且 𝑓

(𝑛)
0 (𝑡)的Lipschitz

常数具有上界𝐿>0,则存在一有限时刻𝑇 ,使得 𝑡>𝑇

后𝜎𝑖收敛至一包含原点的闭球𝐵𝑖内.闭球半径满足
𝑟(𝐵𝑖) <

𝐿𝑝(𝑛−𝑖+1)/𝑞

𝜆
𝑝(𝑛−𝑖+1)/𝑞
𝑛 𝜆𝑛−𝑖+1

𝑛−1

× ⋅ ⋅ ⋅×

1

𝜆
(𝑛−𝑖+1)/(𝑛−𝑖)
𝑖

+ 𝜆𝑖−1×

𝜆
(𝑛−𝑖+1)/(𝑛−𝑖+2)
𝑖−2 ⋅ ⋅ ⋅𝜆(𝑛−𝑖+1)/𝑛

0 𝜀(𝑛−𝑖+1)/(𝑛+1); (5)

𝑟(𝐵1) = 𝜆0(𝑟(𝐵0) + 𝜀)𝑛/(𝑛+1),

𝑟(𝐵𝑖+1) = 𝜆𝑖𝑟(𝐵𝑖)
(𝑛−𝑖)/(𝑛−𝑖+1), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1.

(6)

收敛过程振荡衰减.

定理 2的证明可参照定理 1,此略.

定定定理理理 3 𝜆𝑛1,2,𝑖, 𝜆𝑛2,2,𝑖分别代表𝑛1阶滑模微分

器和𝑛2阶滑模微分器的非线性项设计参数, 0⩽ 𝑖⩽𝑛2

< 𝑛1. 对于相同的干扰 𝜉(𝑡) ∈ [−𝜀, 𝜀], 𝜀 > 0是噪声绝

对值的上界, 任意给定有限初始状态𝜎𝑖(0), 任意具

有𝑛1+1阶微分的时变函数 𝑓0(𝑡),若满足 𝑓
(𝑛1+1)
0 (𝑡) ∕=

0,且 𝑓
(𝑛1)
0 (𝑡)的Lipschitz常数具有上界𝐿 > 0,取适当

设计参数,且在定理 1结论下,满足

𝐿 < (𝐿1 × 𝐿2)
𝑞/(𝑝(𝑛1−𝑛2)), (7)

(𝜆𝑛1,1,𝑖−1 + 𝜆𝑛1,2,𝑖−1) ⋅ ⋅ ⋅ (𝜆𝑛1,1,0 + 𝜆𝑛1,2,1) <

(𝜆𝑛2,1,𝑖−1 + 𝜆𝑛2,2,𝑖−1) ⋅ ⋅ ⋅ (𝜆𝑛2,1,0 + 𝜆𝑛2,2,1). (8)

其中

𝐿1 =
(𝜆𝑛1,1,𝑛1 + 𝜆𝑛1,2,𝑛1)

𝑝(𝑛1−𝑖+1)/𝑞

(𝜆𝑛2,1,𝑛2 + 𝜆𝑛2,2,𝑛2)
𝑝(𝑛2−𝑖+1)/𝑞

×
(𝜆𝑛1,1,𝑛1−1 + 𝜆𝑛1,2,𝑛1−1)

𝑛1+1

(𝜆𝑛2,1,𝑛2−1 + 𝜆𝑛2,2,𝑛2−1)
𝑛2+1 × ⋅ ⋅ ⋅×

(𝜆𝑛1,1,𝑖 + 𝜆𝑛1,2,𝑖)
(𝑛1+1)/(𝑛1−𝑖)

(𝜆𝑛2,1,𝑖 + 𝜆𝑛2,2,𝑖)
(𝑛2+1)/(𝑛2−𝑖)

,

𝐿2 =
(𝜆𝑛1,1,𝑖−1 + 𝜆𝑛1,2,𝑖−1)

𝑖/(𝑛1−𝑖+1)

(𝜆𝑛2,1,𝑖−1 + 𝜆𝑛2,2,𝑖−1)
𝑖/(𝑛2−𝑖+1)

×

(𝜆𝑛1,1,𝑖−2 + 𝜆𝑛1,2,𝑖−2)
(𝑖−1)/(𝑛1−𝑖+2)

(𝜆𝑛2,1,𝑖−2 + 𝜆𝑛2,2,𝑖−2)
(𝑖−1)/(𝑛2−𝑖+2)

×

⋅ ⋅ ⋅ × (𝜆𝑛1,1,0 + 𝜆𝑛1,2,0)
1/𝑛1

(𝜆𝑛2,1,0 + 𝜆𝑛2,2,0)
1/𝑛2

;

或在推论 2结论下,满足

𝐿 <
(𝜆𝑝(𝑛1−𝑖+1)/𝑞

𝑛1,2,𝑛1
𝜆𝑛1−𝑖+1
𝑛1,2,𝑛1−1

𝜆
𝑝(𝑛2−𝑖+1)/𝑞
𝑛2,2,𝑛2

𝜆𝑛2−𝑖+1
𝑛2,2,𝑛2−1

× ⋅ ⋅ ⋅×

𝜆
(𝑛1−𝑖+1)/(𝑛1−𝑖)
𝑛1,2,𝑖

𝜆
(𝑛2−𝑖+1)/(𝑛2−𝑖)
𝑛2,2,𝑖

)𝑞/(𝑝(𝑛1−𝑛2))

, (9)

𝜀 <
(2(𝑛2−𝑖+1)/𝑛2𝜆

(𝑛2−𝑖+1)/(𝑛2−𝑖+1)
𝑛2,2,𝑖−1

2(𝑛1−𝑖+1)/𝑛1𝜆
(𝑛1−𝑖+1)/(𝑛1−𝑖+1)
𝑛1,2,𝑖−1

×

𝜆
(𝑛2−𝑖+1)/(𝑛2−𝑖+2)
𝑛2,2,𝑖−2 ⋅ ⋅ ⋅𝜆(𝑛2−𝑖+1)/(𝑛2−𝑖+𝑗)

𝑛2,2,𝑖−𝑗

𝜆
(𝑛1−𝑖+1)/(𝑛1−𝑖+2)
𝑛1,2,𝑖−2 ⋅ ⋅ ⋅𝜆(𝑛1−𝑖+1)/(𝑛1−𝑖+𝑗)

𝑛1,2,𝑖−𝑗

×

⋅ ⋅ ⋅𝜆(𝑛2−𝑖+1)/𝑛2

𝑛2,2,0

⋅ ⋅ ⋅𝜆(𝑛1−𝑖+1)/𝑛1

𝑛1,2,0

)((𝑛1+1)(𝑛2+1))/((𝑛1−𝑛2)𝑖)

, (10)
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则存在有限时刻𝑇 ,使得 𝑡 > 𝑇 后𝜎𝑛1,𝑖和𝜎𝑛2,𝑖收敛至

一包含原点的闭球𝐵𝑛1,𝑖和𝐵𝑛2,𝑖内, 且有 𝑟(𝐵𝑛1,𝑖) <

𝑟(𝐵𝑛2,𝑖).

结合推论 2和定理 2,定理 3的证明较简单,此略.

注注注 3 定理 3的条件均较弱,容易选择参数使其

得到满足. 即使采用滤波器进行预处理,由于滤波作

用并不能彻底消除噪声的影响,定理 3的结论对滤波

后的残存干扰仍具有一定的抑制作用.

4 快快快速速速高高高阶阶阶滑滑滑模模模微微微分分分器器器与与与标标标准准准高高高阶阶阶滑滑滑模模模微微微

分分分器器器对对对比比比分分分析析析

4.1 误误误差差差分分分析析析及及及一一一般般般设设设计计计方方方法法法

1) 对于快速高阶滑模微分器, 可通过增大设计

参数和适当增加阶次𝑛两种方法减小滑模微分器误

差 𝑟(𝐵𝑖).

2)实际上, 𝑟(𝐵𝑖)中还存在由于滑模微分器跟踪

速度滞后于 𝑓
(𝑖)
0 (𝑡)变化而引起的 𝑟(𝐵𝑖)3. 只有当微分

器收敛速度无穷大时, 𝑟(𝐵𝑖)3才为 0,其值难以定量给

出,但与微分器收敛速度成反比.

3) 减小 𝑟(𝐵𝑖)1和减小 𝑟(𝐵𝑖)3是一致的, 都可以

通过增大𝜆𝑛,1, 𝜆𝑛,2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆𝑖,1, 𝜆𝑖,2来实现.

4)减小 𝑟(𝐵𝑖)2与减小 𝑟(𝐵𝑖)3矛盾. 减小 𝑟(𝐵𝑖)2必

然要求减小𝜆𝑖−1,1, 𝜆𝑖−1,2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆0,1, 𝜆0,2, 这会降低滑

模收敛速度,从而增大 𝑟(𝐵𝑖)3.因此,当 𝑓0(𝑡)是快变函

数时,若设计Ξ𝑖=2(𝜆𝑖−2,1+𝜆𝑖−2,2) ⋅ ⋅ ⋅ (𝜆0,1+𝜆0,2)≪1,

则虽然能显著减小 𝑟(𝐵𝑖)2,但同时显著增加了 𝑟(𝐵𝑖)3,

使得总体的 𝑟(𝐵𝑖)增大了,所以𝜆𝑖−1𝜆𝑖−2 ⋅ ⋅ ⋅𝜆0的设计

需同时兼顾 𝑟(𝐵𝑖)2和 𝑟(𝐵𝑖)3. 考虑到许多系统对抖振

非常敏感,可优先减小 𝑟(𝐵𝑖)2.

5) 若适当增加滑模微分器阶次𝑛, 则𝜆𝑛,1, 𝜆𝑛,2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆𝑖,1, 𝜆𝑖,2可设计的参数会增多, 不仅能进一步减

小 𝑟(𝐵𝑖)1,而且能避免单个滑模面设计参数过大而引

起抖振,使得滑模微分器更加适于工程应用.

6) 𝑛增大, 会使得各滑模面间的耦合更加复杂,

从而会使得进入并停留在 𝑟(𝐵𝑖)之前的振荡阶段的时

间增加.

4.2 收收收敛敛敛速速速度度度分分分析析析

∣𝜎𝑖 − 𝜎̇𝑖−1∣ ≫ 1时,有

∣𝜎𝑖 − 𝜎̇𝑖−1∣ ≫ ∣𝜎𝑖 − 𝜎̇𝑖−1∣(𝑛−𝑖)(𝑛−𝑖+1),

∣𝜎𝑖−𝜎̇𝑖−1∣起主导滑模收敛的作用;而当 ∣𝜎𝑖−𝜎̇𝑖−1∣≪1

时, ∣𝜎𝑖 − 𝜎̇𝑖−1∣(𝑛−𝑖)/(𝑛−𝑖+1)sgn(𝜎𝑖 − 𝜎̇𝑖−1)项具有主导

滑模收敛的作用. 因此,相对于标准高阶滑模微分器,

快速微分器加快了 ∣𝜎𝑖 − 𝜎̇𝑖−1∣ ≫ 1这一段的收敛速

度. 这不仅在 𝑓0(𝑡)及其各阶导数是快变函数时可以

加快初始阶段收敛速度,而且对于抵消定理 3中由于

增加阶次𝑛而增加的收敛阶段时间也有很好的效果.

5 仿仿仿 真真真

相对于文献 [1]和文献 [6]仿真中所取的较为缓

慢的信号 𝑓0(𝑡) = sin(0.5𝑡),为在更极端条件下检验所

提出改进微分器的性能, 这里取 𝑓0(𝑡) = sin(20𝑡).该

信号变化迅速,既可以检验微分器跟踪速度,又可以

检验本文方法对 𝑓
(𝑛+1)
0 (𝑡)的克服作用. 𝑓0(𝑡)加上噪

声干扰时, 𝜉(𝑡)取频率为 0.001 s的白噪声, 且∣𝜉(𝑡)∣ <
0.01. 仿真步长均取 0.001 s.

作为对比, 跟踪微分器采用文献 [2]中第 1种类

型, 设计参数取𝑅= 5000, 𝑎1 = 𝑎2 = 30, 𝛼= 0.5. 一阶

快速滑模微分器设计参数取𝜆0,1 = 𝜆0,2 = 40, 𝜆1,1 =

𝜆1,2 = 100. 二阶快速滑模微分器设计参数取𝜆0,1 =

𝜆0,2 = 40, 𝜆1,1 = 𝜆1,2 = 100, 𝜆2,1 = 𝜆2,2 = 120. 一

阶标准滑模微分器和二阶标准滑模微分器的设计参

数𝜆𝑖与快速滑模微分器的参数𝜆𝑖,2相同. 仿真中, 所

有 𝑞 = 7, 𝑝 = 9.

在不同条件下仿真,对 (sin(20𝑡))′的估计误差如

图 1和图 2所示.
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图 1 无噪声时误差比较
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图 2 有噪声时误差比较图

由图 1可以看出, 在无噪声时, 滑模微分器能得

到 (sin(20𝑡))′的较高精度的估计值,且一阶快速滑模

微分器估计误差小于一阶标准滑模微分器估计误差,

二阶快速滑模微分器的估计误差小于一阶快速滑模
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的估计误差. 由图 2可以看出,两种微分器对噪声均

较为敏感,但采用快速滑模微分器可以在保证整体误

差不会过大的情况下,能够在一定程度上抑制噪声.

6 结结结 论论论

在标准高阶滑模微分器每一个滑模面中增加快

速收敛项,可以加快收敛速度.本文分别针对不同情

况证明了快速高阶滑模微分器的稳定性,并给出了估

计误差具体表达式.通过增加HOSMD阶次, 并减小

与噪声相关设计参数的取值,既能够抑制噪声, 又能

够同时抑制整体估计误差. 比较了快速高阶滑模微分

器与非快速高阶滑模微分器的收敛时间和误差,总结

了快速高阶滑模微分器的一般设计方法和结论,并通

过仿真结果表明了所得结论的正确性和有效性.
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