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摘 要: 针对灰色理论既有成果尚无法对具有主观取值倾向的离散灰数序列建立预测模型的问题,通过构建标准离

散灰数“核”序列、“灰单元格”面积序列以及元素“取值可能性”序列的灰色预测模型群,实现离散灰数及其元素取

值可能性大小的预测,从而建立具有主观取值倾向的离散灰数预测模型. 将所提出的模型应用于空气监测点空气污

染指数 (API)的模拟及预测,取得了较好的效果,对拓展灰色预测模型的应用范围具有积极意义.
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Abstract：：：The existing achievements of grey theory still cannot build a prediction model of discrete grey number with

subjective valued orientation. Therefore, a group of grey forecasting model is built based on the sequences of“core”,“area

of grey cell grid”and“possible values”of standard discrete grey numbers, which realizes the prediction of discrete grey

numbers and their possible values, and then the prediction model of discrete grey number with subjective valued orientation

is built. The model is employed to simulate and forecast the API (air pollution index) of air monitoring point, and a fine result

is obtained, which has a vital significance for extending the applied scope of grey prediction model.
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1 引引引 言言言

以GM(1, 1)为核心的灰色预测模型是灰色系统

理论的重要组成部分,经过 20多年的发展,已经在工

业、农业、社会、科技、能源、交通等众多领域得到广

泛应用,成功地解决了生产、生活和科学研究中的大

量实际问题[1]. 与此同时, 科研工作者也从不同角度

对灰色预测模型不断地进行了优化和拓展[2-10],促进

了灰色预测理论的日趋完善. 然而,由于灰代数运算

体系尚不够完善,灰数间的数学运算将导致结果灰度

增加, 从而增大了构建基于灰数序列的灰色预测模

型的难度.目前, 灰色预测模型的建模对象还主要面

向“实数”序列而非“灰数”序列,这有违灰色系统的

理论内涵. 因此,深入研究基于“灰数”序列的灰色预

测模型具有重要的理论意义和实际应用价值.

目前,基于区间灰数序列及离散灰数序列的灰色

预测模型,已涌现出一些探索性的研究成果.文献 [11]

通过区间灰数的标准化处理, 构建了区间灰数的

GMBIGN(1, 1)模型; [12-15]分别从“区间灰数的几

何特征”及“灰数的核和灰度”的角度,对区间灰数预

测模型及白化权函数已知的灰数预测模型进行了一

些探索性的研究; [15]对离散灰数预测模型的构建进

行了研究,所提出的模型对离散灰数中每个元素考虑
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的是等可能地取值.然而, 通常情况下离散灰数中每

个元素的取值可能性并不均等,如何构建具有主观取

值倾向 (文中用“取值可能性”来度量)的离散灰数预

测模型是本文研究的核心内容.

本文首先将离散灰数标准化,通过标准离散灰数

的“核”序列以及“灰单元格”面积序列将离散灰数序

列转换成等信息量的实数序列群; 然后分别构建这

些序列的GM(1, 1)模型,从而推导和构建离散灰数的

预测模型. 通过构建标准离散灰数中元素“取值可能

性”序列的灰色模型实现离散灰数中元素主观取值可

能性大小的预测,从而解决具有主观取值倾向的离散

灰数预测模型的构建问题.

2 基基基本本本概概概念念念

定定定义义义 1 在某一区间内取有限个值或可数个值

的灰数,称为离散灰数[16];将离散灰数中的元素按从

小到大的顺序排列而得到的灰数称为标准离散灰数,

其数学表达形式为

⊗⃗(𝑡𝑖) ∈ {𝑥𝑖,1, 𝑥𝑖,2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖,𝑛},
其中𝑥𝑖,𝑗+1 > 𝑥𝑖,𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛 − 1; 由标准离散灰

数所组成的序列称为标准离散灰数序列,记作

𝑋(⊗⃗) = (⊗⃗(𝑡1), ⊗⃗(𝑡2), ⋅ ⋅ ⋅ , ⊗⃗(𝑡𝑚)).

定定定义义义 2 在标准离散灰数序列𝑋(⊗⃗)中,由标准

离散灰数 ⊗⃗(𝑡𝑖)中元素𝑥𝑖,𝑗的取值可能性大小𝑤(𝑥𝑖,𝑗)

所组成的序列称为𝑋(⊗⃗)的“取值可能性”序列,记作

𝑊 (⊗⃗) = (𝑊 (⊗⃗𝑡1),𝑊 (⊗⃗𝑡2), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑊 (⊗⃗𝑡𝑚)),

其中

𝑊 (⊗⃗𝑡𝑖) ∈ {𝑤(𝑥𝑖,1), 𝑤(𝑥𝑖,2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤(𝑥𝑖,𝑛)}.
定定定义义义 3 设 ⊗⃗(𝑡𝑖) ∈ {𝑥𝑖,1, 𝑥𝑖,2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖,𝑛},称

⊗̃(𝑡𝑖) = 1

𝑛

𝑛∑
𝑗=1

𝑥𝑖,𝑗

为标准离散灰数 ⊗⃗(𝑡𝑖)的核[17].

定定定义义义 4 设𝑋(⊗⃗) = (⊗⃗(𝑡1), ⊗⃗(𝑡2), ⋅ ⋅ ⋅ , ⊗⃗(𝑡𝑚)),

则由𝑋(⊗⃗)中每个灰元的“核”所构成的序列称为
𝑋(⊗⃗)的“核”序列,记作

𝑋( ˜⃗⊗) = ( ˜⃗⊗ (𝑡1),
˜⃗⊗ (𝑡2), ⋅ ⋅ ⋅ , ˜⃗⊗ (𝑡𝑚)).

定定定义义义 5 对标准离散灰数序列𝑋(⊗⃗)中的每个
灰元在二维直角坐标平面上进行映射, 分别顺次连

接相邻灰数对应各离散点 (见图 1). 图 1中: 相邻灰

数对应离散点所连成的图形称为灰单元格; 由灰单

元格从左至右组成的长条图形称为灰单元层; 由下

至上,灰单元层分别记作灰单元层 1,灰单元层 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
灰单元层𝑛 − 1; 灰单元层 𝑗 (𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛 − 1)中

第 𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚 − 1)个灰单元格记作𝑢𝑖,𝑗 (端点

为𝑥𝑖,𝑗 , 𝑥𝑖+1,𝑗 , 𝑥𝑖+1,𝑗+1, 𝑥𝑖,𝑗+1).
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图 1 标准离散灰数序列的灰单元格及灰单元层

性性性质质质 1 标准离散灰数序列的核序列及灰单元

格面积序列所含信息量之和与该标准离散灰数序列

相等 (信息等价性).

证证证明明明 根据定义 1,当𝑚 = 4, 𝑛 = 3时,有

𝑋(⊗⃗) = (⊗⃗(𝑡1), ⊗⃗(𝑡2), ⊗⃗(𝑡3), ⊗⃗(𝑡4)).
其中

⊗⃗(𝑡𝑖) ∈ {𝑥𝑖,1, 𝑥𝑖,2, 𝑥𝑖,3}, 𝑥𝑖,1 < 𝑥𝑖,2 < 𝑥𝑖,3.

𝑋(⊗⃗)的核序列为
𝑋( ˜⃗⊗) = ( ˜⃗⊗ (𝑡1),

˜⃗⊗ (𝑡2),
˜⃗⊗ (𝑡3),

˜⃗⊗ (𝑡3)).

其中

˜⃗⊗ (𝑡1) =
1

3
(𝑥1,1 + 𝑥1,2 + 𝑥1,3),

˜⃗⊗ (𝑡2) =
1

3
(𝑥2,1 + 𝑥2,2 + 𝑥2,3),

˜⃗⊗ (𝑡3) =
1

3
(𝑥3,1 + 𝑥3,2 + 𝑥3,3),

˜⃗⊗ (𝑡4) =
1

3
(𝑥4,1 + 𝑥4,2 + 𝑥4,3).

由图 1可知,灰单元层的面积序列分别为

𝑆1 = (𝑠1,1, 𝑠2,1, 𝑠3,1), 𝑆2 = (𝑠1,2, 𝑠2,2, 𝑠3,2).

其中

𝑠1,1 =
(𝑥1,2 − 𝑥1,1) + (𝑥2,2 − 𝑥2,1)

2
,

𝑠2,1 =
(𝑥2,2 − 𝑥2,1) + (𝑥3,2 − 𝑥3,1)

2
,

𝑠3,1 =
(𝑥3,2 − 𝑥3,1) + (𝑥4,2 − 𝑥4,1)

2
,

𝑠1,2 =
(𝑥1,3 − 𝑥1,2) + (𝑥2,3 − 𝑥2,2)

2
,

𝑠2,2 =
(𝑥2,3 − 𝑥2,2) + (𝑥3,3 − 𝑥3,2)

2
,

𝑠3,2 =
(𝑥3,3 − 𝑥3,2) + (𝑥4,3 − 𝑥4,2)

2
.

联立上述方程,可解出

𝑋 = 𝐵𝐴.

其中

𝑋 =

[𝑥2,1, 𝑥2,2, 𝑥2,3, 𝑥3,1, 𝑥3,2, 𝑥3,3, 𝑥4,1, 𝑥4,2, 𝑥4,3 ]
T,

𝐴 = [ ˜⃗⊗ (𝑡2),
˜⃗⊗ (𝑡3),

˜⃗⊗ (𝑡4), 𝑠1,1, 𝑠1,2,

𝑠2,1, 𝑠2,2, 𝑠3,1, 𝑠3,2, 𝑥1,1, 𝑥1,2, 𝑥1,3 ]
T,
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𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 −4/3 −2/3 0

1 0 0 2/3 −2/3 0

1 0 0 2/3 4/3 0

0 1 0 4/3 2/3 −4/3
0 1 0 −2/3 2/3 2/3

0 1 0 −2/3 −4/3 2/3

0 0 1 −4/3 −2/3 4/3

0 0 1 2/3 −2/3 −2/3
0 0 1 2/3 4/3 −2/3

→

←

0 0 0 −2/3 1/3 1/3

0 0 0 1/3 −2/3 1/3

0 0 0 1/3 1/3 −2/3
−2/3 0 0 2/3 −1/3 −1/3
−2/3 0 0 −1/3 2/3 −1/3
4/3 0 0 −1/3 −1/3 2/3

2/3 −4/3 −2/3 −2/3 1/3 1/3

2/3 2/3 −2/3 1/3 −2/3 1/3

−4/3 2/3 4/3 1/3 1/3 −2/3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

从证明过程可以发现,标准离散灰数序列中的元

素可以通过核序列和面积序列计算得到. 将其推广,

不难得出如下转换关系:

𝑋(⊗⃗)⇔

⎧⎨⎩

𝑋( ˜⃗⊗) = ( ˜⃗⊗ (𝑡1),
˜⃗⊗ (𝑡2),

˜⃗⊗ (𝑡3),
˜⃗⊗ (𝑡3)),

𝑆1 = (𝑠1,1, 𝑠2,1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑚−1,1),

𝑆2 = (𝑠1,1, 𝑠2,2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑚−1,2),
...

𝑆𝑛−1 = (𝑠1,𝑛−1, 𝑠2,𝑛−1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑚−1,𝑛−1).

其中: 𝑚 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ; 𝑛 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ . 从而序列转换前后
的“信息等价性”得以证明. 2

注注注 1 ⊗⃗(𝑡1) ∈ {𝑥1,1, 𝑥1,2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥1,𝑛}中的元素视
为建模的初始值,为已知条件.

3 模模模型型型构构构建建建

3.1 核核核序序序列列列灰灰灰色色色预预预测测测模模模型型型构构构建建建

根据定义 4, 标准离散灰数序列𝑋(⊗⃗)的核序列
为

𝑋( ˜⃗⊗) = ( ˜⃗⊗ (𝑡1),
˜⃗⊗ (𝑡2), ⋅ ⋅ ⋅ , ˜⃗⊗ (𝑡𝑚)).

构建𝑋( ˜⃗⊗)的GM(1, 1)模型,其时间响应序列为
ˆ̃⊗⃗(1) (𝑡𝑘+1) =

(
˜⃗⊗ (𝑡1)− 𝑏0

𝑎0

)
e−𝑎0𝑘 +

𝑏0
𝑎0

, (1)

其还原值为
ˆ̃⊗⃗ (𝑡𝑘+1) = (1− e𝑎0)

(
˜⃗⊗ (𝑡1)− 𝑏0

𝑎0
)e−𝑎0𝑘 ⇒

ˆ̃⊗⃗ (𝑡𝑘+1) = 𝐶0 × e−𝑎0𝑘. (2)

其中

𝐶0 = (1− e𝑎0)
(
˜⃗⊗ (𝑡1)− 𝑏0

𝑎0

)
= Const.

由定义 3可知

ˆ̃⊗⃗ (𝑡𝑘) =

𝑥̂𝑘,1 + 𝑥̂𝑘,2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑥̂𝑘,𝑛

𝑛
= 𝐶0 × e−𝑎0(𝑘−1) ⇒

𝑥̂𝑘,1 + 𝑥̂𝑘,2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑥̂𝑘,𝑛 = 𝑛× 𝐶0 × e−𝑎0(𝑘−1). (3)

3.2 灰灰灰单单单元元元格格格面面面积积积序序序列列列灰灰灰色色色预预预测测测模模模型型型构构构建建建

由图 1可知, 灰单元格𝑢𝑖,𝑗为梯形, 其面积记作

𝑠𝑖,𝑗 . 由梯形的面积公式可得

𝑠𝑖,𝑗 =
(𝑥𝑖,𝑗+1 − 𝑥𝑖,𝑗) + (𝑥𝑖+1,𝑗+1 − 𝑥𝑖+1,𝑗)

2
. (4)

其中: 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚− 1; 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1. 则灰单

元层 𝑗中所有灰单元格的面积构成序列

𝑆𝑗 = (𝑠1,𝑗 , 𝑠2,𝑗 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑚−1,𝑗).

对序列𝑆𝑗建立GM(1, 1)模型,其还原值为

𝑠𝑘,𝑗 = (1− e𝑎𝑗 )
(
𝑠1,𝑗 − 𝑏𝑗

𝑎𝑗

)
e−𝑎𝑗(𝑘−1) ⇒

𝑠𝑘,𝑗 = 𝐶𝑗 × e−𝑎𝑗(𝑘−1). (5)

其中: 𝑎𝑗 , 𝑏𝑗为序列𝑆𝑗的GM(1, 1)模型参数;而

𝐶𝑗 = (1− e𝑎𝑗 )
(
𝑠1,𝑗 − 𝑏𝑗

𝑎𝑗

)
e−𝑎𝑗(𝑘−1) = Const.

根据式 (4),可推得

(𝑥̂𝑘+1,𝑗+1 − 𝑥̂𝑘+1,𝑗) = 2𝑠𝑘,𝑗 − (𝑥̂𝑘,𝑗+1 − 𝑥̂𝑘,𝑗).

当 𝑘 = 𝑝− 1时,有

(𝑥̂𝑝,𝑗+1 − 𝑥̂𝑝,𝑗) =

2𝑠𝑝−1,𝑗 − (𝑥𝑝−1,𝑗+1 − 𝑥𝑝−1,𝑗)⇒
(𝑥̂𝑝,𝑗+1 − 𝑥̂𝑝,𝑗) =

2𝑠𝑝−1,𝑗 − 2𝑠𝑝−2,𝑗 + ⋅ ⋅ ⋅+ (−1)𝑝(𝑥2,𝑗+1 − 𝑥2,𝑗). (6)

由式 (5)可知,式 (6)的前 (𝑝−2)项是以 𝑞 = −e𝑎𝑗为公

比的等比数列. 由等比数列的求和公式可得

(𝑥̂𝑝,𝑗+1 − 𝑥̂𝑝,𝑗) =

2𝐶𝑗 × e−𝑎𝑗(𝑝−2)[1− (−e𝑎𝑗 )𝑝−2]

1 + e𝑎𝑗
+

(−1)𝑝(𝑥2,𝑗+1 − 𝑥2,𝑗) = 𝐴𝑗 . (7)

当 𝑗 = 𝑛− 1时,有

𝑥̂𝑝,𝑛 − 𝑥̂𝑝,𝑛−1 =

2𝐶𝑛−1e
−𝑎𝑛−1(𝑝−2)[1− (−e𝑎𝑛−1)𝑝−2]

1 + e𝑎𝑛−1
+

(−1)𝑝(𝑥2,𝑛 − 𝑥2,𝑛−1) = 𝐴𝑛−1. (8)

3.3 取取取值值值可可可能能能性性性序序序列列列灰灰灰色色色预预预测测测模模模型型型构构构建建建

根据定义 2, 𝑋(⊗⃗)的“取值可能性”序列为
𝑊 (⊗⃗) = (𝑊 (⊗⃗𝑡1),𝑊 (⊗⃗𝑡2), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑊 (⊗⃗𝑡𝑚)).

其中: 𝑊 (⊗⃗𝑡𝑖)∈{𝑤(𝑥𝑖,1), 𝑤(𝑥𝑖,2),⋅ ⋅ ⋅, 𝑤(𝑥𝑖,𝑛)};𝑊 (⊗⃗𝑡𝑖)

中对应位置的元素构成序列群

𝑊 (𝑋𝑖,𝑗) ∈ {𝑤(𝑥𝑖,1), 𝑤(𝑥𝑖,2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤(𝑥𝑖,𝑗)},
𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
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构建𝑊 (𝑋𝑖,𝑗)的GM(1, 1)模型,其还原值为

𝑤̂(𝑥𝑘+1,𝑗) = (1− e𝑎𝑤𝑗 )
(
𝑤̂(𝑥1,𝑗)− 𝑏𝑤𝑗

𝑎𝑤𝑗

)
e−𝑎𝑤𝑗𝑘 ⇒

ŵ(𝑥𝑘+1,𝑗) = 𝐶𝑤𝑗 × e−𝑎𝑤𝑗𝑘.

其中: 𝑎𝑤𝑗 , 𝑏𝑤𝑗为序列𝑊 (𝑋𝑖,𝑗)的GM(1, 1)模型参数;

𝐶𝑤𝑗 = (1− e𝑎𝑤𝑗 )
(
𝑤̂(𝑥1,𝑗)− 𝑏𝑤𝑗

𝑎𝑤𝑗

)
.

当 𝑘 = 𝑝− 1时,有

𝑤̂(𝑥𝑝,𝑗) = 𝐶𝑤𝑗 × e−𝑎
(𝑝−1)
𝑤𝑗 . (9)

3.4 模模模型型型推推推导导导

根据式 (3),当 𝑘 = 𝑝时,有

𝑥̂𝑝,1 + 𝑥̂𝑝,2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑥̂𝑝,𝑛 = 𝑛× 𝐶0 × e−𝑎0(𝑝−1) = 𝐴0.

(10)

综合式 (8)和 (10),可得到如下方程组:⎧⎨⎩

𝑥̂𝑝,1 + 𝑥̂𝑝,2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑥̂𝑝,𝑛 = 𝐴0,

−𝑥̂𝑝,1 + 𝑥̂𝑝,2 = 𝐴1,

−𝑥̂𝑝,2 + 𝑥̂𝑝,3 = 𝐴2,
...

−𝑥̂𝑝,𝑛−1 + 𝑥̂𝑝,𝑛 = 𝐴𝑛−1.

(11)

设矩阵

𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 1 ⋅ ⋅ ⋅ 1 1

−1 1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴0

𝐴1

...

𝐴𝑛−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑋̂ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥̂𝑝,1

𝑥̂𝑝,2

...

𝑥̂𝑝,𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

则方程组 (11)可以表达为𝐵𝑋̂ = 𝑌 . 解𝑋得

𝑋̂ = (𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌. (12)

根据式 (12), 可实现离散灰数各个元素的预测

(从离散灰数预测模型的推导过程不难发现, 离散灰

数序列及其转换后实数序列群具有相同的信息量).

又根据式 (9), 可实现标准离散灰数 ⊗⃗(𝑡𝑝)中第 𝑗(𝑗 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)个位置元素取值可能性的预测.

综合式 (11)和 (12),可得{
𝑋̂ = (𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌,

𝑤̂(𝑥𝑝,𝑗) = 𝐶𝑤𝑗e
−𝑎

(𝑝−1)
𝑤𝑗 .

(13)

称式 (13)为具有主观取值倾向的离散灰数预测模型.

该组合模型的预测对象属于不同类型,因此预测结果

不存在通常所说的“误差累计”问题.

4 应应应用用用举举举例例例

某环保站定期派 3位工作人员对某监测点进行

空气取样,然后据此分别计算空气污染指数 (API).由

于取样时间、技术水平、误差处理等原因, 3位工作

人员测算出的相同位置的API并不相同. 环保工程

师参考历史数据并结合实际情况, 认为 3位工作人

员测得的API作为“真值”具有不同的可能性, 有的

大一些, 有的小一些. 由于空气监测点多而环保站

人力有限, 只能采取轮流对监测点进行取样的方式

计算该区域的API, 而对没有取样的监测点只能通

过“均值”等方式初略地模拟该监测点的API. 工作

人员测得的API值构成该点API值的离散灰数,不同

的API值具有作为“真值”的不同可能性, 而可能性

的大小, 没有一套严密的固定程式进行推演和计算,

主要凭经验通过主观判断进行.

现利用本文介绍的方法建立API的预测模型,并

对预测结果作为“真值”的可能性进行预测. 表 1是工

作人员测得的某点的API及其相应的取值可能性.

表 1 某监测点的API值及其相应的取值可能性
次 数 类 别 工作人员 1 工作人员 2 工作人员 3

API 53 58 50
第 1次

可能性 / % 60 70 50

API 57 53 55
第 2次

可能性 / % 80 60 80

API 55 52 60
第 3次

可能性 / % 80 70 70

API 51 56 54
第 4次

可能性 / % 70 80 70

API 56 61 57
第 5次

可能性 / % 80 70 70

根据表 1, 可得 3位工作人员 5次测得某监测点

API值的标准离散灰数序列

𝑋(⊗⃗) = (⊗⃗(𝑡1), ⊗⃗(𝑡2), ⊗⃗(𝑡3), ⊗⃗(𝑡4), ⊗⃗(𝑡5)) =
({50, 53, 58}, {53, 55, 57}, {52, 55, 60},
{51, 54, 56}, {53, 57, 61}),

对应“真值”可能性序列 (为计算方便,省略百分号)

𝑊 (⊗⃗) = (𝑊 (⊗⃗𝑡1),𝑊 (⊗⃗𝑡2), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑊 (⊗⃗𝑡5)) =

({50, 60, 70}, {60, 80, 80}, {70, 80, 70},
{70, 70, 80}, {80, 70, 70}).

现构建𝑋(⊗⃗)具有主观取值倾向的离散灰数预
测模型,步骤如下:

Step 1 构建核序列与面积序列的灰色模型.

采用灰色建模软件V5.0[18]能比较方便地计算如

下GM(1, 1)模型参数:

1)核序列𝑋( ˜⃗⊗)及其GM(1, 1)模型

𝑋(⊗⃗) = (53.7, 55.0, 55.7, 53.7, 57.0),

𝑥̂𝑝,1 + 𝑥̂𝑝,2 + 𝑥̂𝑝,3 =

3× 54.347 6× e0.007 3 × (𝑝− 1) = 𝐴0.
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2)面积序列→灰单元层𝑆1及其GM(1, 1)模型

𝑆1 = (2.5, 2.5, 3.0, 3.5),

𝑥̂𝑝,2 − 𝑥̂𝑝,1 =

2.125 5× e0.166 3×(𝑝−2)[1− (−e−0.166 3)𝑝−2]

1 + e−0.166 3
+

(−1)𝑝 × 2 = 𝐴1.

3)面积序列→灰单元层𝑆2及其GM(1, 1)模型

𝑆2 = (3.5, 3.5, 3.5, 3.0),

𝑥̂𝑝,3 − 𝑥̂𝑝,2 =

3.850 2× e−0.073 1×(𝑝−2)[1− (−e0.073 1)𝑝−2]

1 + e0.073 1
+

(−1)𝑝 × 2 = 𝐴2.

Step 2 构建取值可能性序列的灰色模型.

1)取值可能性序列𝑊1及其GM(1, 1)模型

𝑊1 = (50, 60, 70, 70, 80),

𝑤̂(𝑥𝑝,1) =

(1− e−0.085 6)
(
𝑤̂(𝑥1,1)− 54.373 1

−0.085 6
)
e0.085 6(𝑝−1)

.

2)取值可能性序列𝑊2及其GM(1, 1)模型

𝑊2 = (60, 80, 80, 70, 70),

𝑤̂(𝑥𝑝,2) =

(1− e0.053 3)
(
𝑤̂(𝑥1,2)− 86.456 5

0.053 3

)
e−0.053 3(𝑝−1)

.

3)取值可能性序列𝑊3及其GM(1, 1)模型

𝑊3 = (70, 80, 80, 70, 70),

𝑤̂(𝑥𝑝,3) =

(1− e0.053 3)
(
𝑤̂(𝑥1,3)− 86.989 3

0.053 3

)
e−.053 3(𝑝−1)

.

Step 3 模拟.

根据Step 1和Step 2构建的模型及表 1中的数

据,计算模型的模拟值和模拟误差,如表 2所示.

表 2 模型的模拟值及模拟误差

工作人员 1 工作人员 2 工作人员 3
次数 类别

模拟数据 模拟误差 /% 模拟数据 模拟误差 /% 模拟数据 模拟误差 /%

API 56.7 0.5 52.7 0.6 54.7 0.5
第2次

可能性 /% 81 1.3 61 1.7 81 1.3

API 54.8 0.4 54.3 4.4 56.4 6.0
第3次

可能性 /% 77 3.8 67 4.3 77 10.0

API 54.9 7.6 57.2 2.1 55.9 3.5
第4次

可能性 /% 73 4.3 73 8.8 73 4.3

API 53.8 3.9 58.4 4.3 56.9 0.2
第5次

可能性 /% 79 1.3 69 1.4 69 1.4

API 3.1 2.9 2.6
平均误差 /%

可能性 2.7 4.1 4.3

综合误差 /% 3.3

只有通过模拟检测的模型才能用于预测. 由表 2

可知,模型的综合误差为 3.3%,查GM(1, 1)模型精度

检验等级参照表[17],可知模型的精度等级介于 I级与

II级之间,完全可用于预测.

Step 4预测.

当 𝑝 = 2, 3, 4, 5时, 通过模型的计算可得到模型

的模拟值 (见表 2);当 𝑝 = 6, 7, 8, ⋅ ⋅ ⋅ 时,通过模型的计

算可得到模型的预测值.这里仅以 𝑝 = 6为例计算模

型的预测值,其余情况与此类似.

当 𝑝 = 6时,有

𝐵 =

⎡⎢⎣ 1 1 1

−1 1 0

0 −1 1

⎤⎥⎦ , 𝑌 =

⎡⎢⎣ 169.1

3.1

1.5

⎤⎥⎦ , 𝑋̂ =

⎡⎢⎣ 𝑥̂6,1

𝑥̂6,2

𝑥̂6,3

⎤⎥⎦ .

根据 𝑋̂ = (𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌 ,可计算得到

𝑥̂6,1 = 53.8, 𝑥̂6,2 = 56.9, 𝑥̂6,3 = 58.4,

即 ⊗⃗(𝑡6) ∈ {53.8, 56.9, 58.4}.
根据Step 2,可计算得到标准离散灰数中元素取

值可能性分别为

𝑤̂(𝑥̂6,1) = 86.25%, 𝑤̂(𝑥̂6,2) = 65.52%,

𝑤̂(𝑥̂6,3) = 66.51%,

即𝑊 (⊗⃗𝑡6) ∈ {86, 66, 66}.
综上可知, 可以预测空气监测点的API分别为

53.8, 56.9, 58.4, 而且取这 3个数值的可能性分别为

86.25%, 65.52%, 66.51%.

5 结结结 论论论

本文针对已有离散灰数预测模型, 仅对每个元

素考虑等可能地取值这一缺陷, 构造了具有主观取

值倾向的离散灰数预测模型. 通过标准化离散灰数

的“核”序列及“灰单元格”面积序列的GM(1, 1)模

型实现对离散灰数中元素的预测,通过构建标准离散

灰数中元素“取值可能性”序列的灰色模型实现离散

灰数中元素取值可能性大小的预测. 最后将该模型应

用于空气监测点API的模拟及预测,并给出了详细的

建模步骤. 本文的研究成果对丰富和完善灰色预测模
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型的理论体系,拓展灰色预测模型的适用范围具有一

定的积极意义.另一方面, 本文仅讨论了组成离散灰

数序列的各个灰元中元素个数相等这一特殊情况,如

何有效地构建元素个数不相等条件下具有主观取值

倾向的离散灰数预测模型是下一步深入研究的主要

内容.
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