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摘 要: 针对有约束条件的非线性最优控制问题,提出一种基于拟线性化和Haar函数的数值求解方法. 首先将最优

控制问题转化为一系列的二次规划问题,并使用系数未知的Haar函数对问题中的状态变量进行近似;然后应用拟线

性化法将原非线性最优控制问题转化为相应的一系列受限的二次最优控制问题进行求解;最后基于所提出的方法

对 2个受限非线性最优控制问题进行求解,并通过仿真结果表明了采用所提出的算法求解最优控制问题的有效性.
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Abstract：：：This paper presents a numerical method based on quasilinearization and rationalized Haar functions for solving

nonlinear constrained optimal control problems. The optimal control problem is converted into a sequence of quadratic

programming problems. The rationalized Haar functions with unknown coefficients are used to approximate the control

variables and the derivative of the state variables. Then the quasilinearization method is used to change the nonlinear optimal

control problems with a sequence of constrained linear-quadratic optimal control problems. The simulation results of two

constrained nonlinear optimal control problems show the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引 言言言

在以往求解最优控制问题的方法中,直接法始终

是一种被广泛应用的方法,具有重要的应用和研究地

位. 其中利用某些函数序列对原控制问题进行近似从

而进行直接求解的方法在直接法中是经常使用的方

法. 早在 1975年, Chen等[1]便将沃尔什序列法 (Walsh

series method)引入最优控制问题的直接求解,并得到

了相应最优控制问题的分段常数解. 同样,人们还引

入了勒让德小波法[2],切比雪夫多项式法[3]和傅立叶

序列法[4]对最优控制问题进行直接求解.

Haar小波函数正交集由一组幅值为+2𝑖/2,−2𝑖/2

和 0 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ )的方波组成[5]. 正是由于正交集中

含有 0,用Haar小波对函数进行展开较其他方波函数

(如Walsh函数[6])的展开速度更快、收敛性更好.

Lynch等[7]通过去除无理数等对Haar函数进行了改

进,降低了Haar函数在应用中的复杂度,得到了有理

Haar函数.有理Haar函数由幅值为+1,−1和 0的方

波构成, 保留了原有Haar函数的所有性质, 从而可

以被更有效地应用[8].在通信和信号处理等领域,

Haar小波转换已经在很大程度上取代了傅立叶转换.

在近 20年中, Haar函数在系统和控制领域也开始得

到应用[9].

综上所述,一般的正交函数序列虽然能够对控制

系统进行近似求解,但函数形式较为复杂,而Haar函

数仅由+1,−1和 0共 3个幅值构成, 结构简单, 易于

应用. 因此,本文基于Haar函数的便利特性提出一种

求解包含状态和控制不等式限制的非线性最优控制

问题的数值计算方法. 在求解中,首先使用拟线性化
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方法将原受限最优控制问题转化为一系列受限的线

性二次最优控制问题; 然后选用有理Haar函数序列

对状态变量进行参数化处理,从而使受限的线性二次

最优控制问题可以转化为相应的二次规划问题加以

求解. 为验证和比较求解受限最优控制问题的效果,

对 2个经典问题进行了研究,结果表明所提出的方法

是可行有效的,而且所得到的性能指标低于现有方法.

2 Haar函函函数数数回回回顾顾顾
2.1 Haar函函函数数数

有理Haar函数𝐻𝑟(𝑡) (𝑟 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ )由+1,−1和 0

组成. 定义 [0, 1)间的函数序列[10]

𝐻𝑟(𝑡) =

⎧⎨⎩
1, 𝐽1 ⩽ 𝑡 < 𝐽1/2;

−1, 𝐽1/2 ⩽ 𝑡 < 𝐽0;

0, otherwise.

(1)

其中: 𝐽𝑢 =
𝑗 − 𝑢

2𝑖
, 𝑢 = 0,

1

2
, 1.

参数 𝑟的取值由 𝑖和 𝑗确定,即

𝑟 = 2𝑖 + 𝑗 − 1, 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑖.
𝐻0(𝑡)的定义如下:

𝐻0(𝑡) = 1, 0 ⩽ 𝑡 < 1.

有理Haar函数的正交性如下:w 1

0
𝐻𝑟(𝑡)𝐻𝑣(𝑡)d𝑡 =

{
2−𝑖, 𝑟 = 𝑣;

0, 𝑟 ∕= 𝑣.
(2)

其中: 𝑣 = 2𝑛 +𝑚− 1;𝑛 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ;𝑚 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛.

2.2 函函函数数数近近近似似似展展展开开开

任意函数 𝑓(𝑡)在希尔伯特空间𝐿2[0, 1]中, 可以

由有理Haar函数进行如下近似展开:

𝑓(𝑡) =

∞∑
𝑟=0

𝑤𝑟𝐻𝑟(𝑡), (3)

其中𝑤𝑟定义如下:

𝑤𝑟 = 2𝑖
w 1

0
𝑓(𝑡)𝐻𝑟(𝑡)d𝑡, 𝑟 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ .

其中: 参数 𝑟 = 2𝑖 + 𝑗− 1; 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑖;当 𝑖 = 𝑗 = 0

时, 𝑟 = 0. 式 (3)中所定义的级数包含无穷项,如果令

𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼, 则式 (3)中的无穷项级数的前 𝑠项可

以表示为

𝑓(𝑡) ≃
𝑠−1∑
𝑟=0

𝑤𝑟𝐻𝑟(𝑡) =𝑊T𝜙(𝑡). (4)

其中: 𝑠 = 2𝛼+1;𝛼 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ .

有理Haar函数的系数向量𝑊 和有理Haar函数

向量𝜙(𝑡)的定义如下:

𝑊 = [𝛼0, 𝛼1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑠−1]
T
, (5)

𝜙(𝑡) = [𝜙0(𝑡), 𝜙1(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜙𝑠−1(𝑡)]
T
. (6)

其中: 𝜙𝑟(𝑡) = 𝐻𝑟(𝑡); 𝑟 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠− 1.

如果将定义域划分为 4个区间,则有理Haar函数

各个级数的波形幅度可表示如下[11]:

𝜙4×4 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜙0

𝜙1
...

𝜙7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 0 0

0 0 1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (7)

式中的列代表有理Haar函数的级数. 矩阵𝜙𝑘×𝑘可表

述成

𝜙𝑠×𝑠 =
[
𝜙
( 1

2𝑠

)
, 𝜙

( 3

2𝑠

)
, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜙

(2𝑠− 1

2𝑠

)]
. (8)

由式 (4)和 (7)可得[
𝑓
( 1

2𝑠

)
, 𝑓

( 3

2𝑠

)
, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓

(2𝑠− 1

2𝑠

)]
=𝑊T𝜙𝑠×𝑠,

其中

𝑊T =
[
𝑓
( 1

2𝑠

)
, 𝑓

( 3

2𝑠

)
, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓

(2𝑠− 1

2𝑠

)]
𝜙−1
𝑠×𝑠.

2.3 有有有理理理Haar函函函数数数的的的积积积分分分

对𝜙(𝑡)进行积分计算,可得w 𝑡

0
𝜙(𝑡

′
)d𝑡

′ ≃ 𝑃𝜙(𝑡). (9)

其中𝑃 = 𝑃𝑠×𝑠为 𝑠× 𝑠的积分运算矩阵,可表述为[12]

𝑃𝑠×𝑠 =
1

2𝑠

[
2𝑠𝑃 𝑠

2× 𝑠
2

−𝜙 𝑠
2× 𝑠

2

𝜙−1
𝑠
2× 𝑠

2
0

]
. (10)

其中: 𝜙1×1 = [1], 𝑃1×1 = 1/2.

3 最最最优优优控控控制制制问问问题题题描描描述述述

最优控制问题是寻找最优控制率𝑢(𝜏)和相应的

状态向量𝑥(𝜏), 𝜏 ∈ [0, 𝑡𝑓 ],使性能指标函数值最小. 本

文考虑的最优控制问题如下:

Minimize 𝐽 =
w 𝑡𝑓

0
(𝑥(𝜏)T𝑄𝑥(𝜏) + 𝑢(𝜏)T𝑅𝑢(𝜏))d𝜏.

(11)

s.t. 𝑥̇(𝜏) = 𝑓(𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏), 𝜏), 𝜏 ∈ [0, 𝑡𝑓 ]; (12)

𝑥(0) = 𝑥0; (13)

𝛹(𝑥(𝑡𝑓 ), 𝜏) = 0; (14)

𝑢(𝜏) ⩽ 𝑢max, 𝑢(𝜏) ⩾ 𝑢min; (15)

𝑥(𝜏) ⩽ 𝑥max, 𝑥(𝜏) ⩾ 𝑥min. (16)

其中: 𝑥(𝜏) ∈ 𝑅𝑛为状态变量, 𝑢(𝜏) ∈ 𝑅𝑚为控制变

量, 𝑥0为初始状态,𝑄𝑛×𝑛为半正定矩阵,𝑅𝑚×𝑚为正定

矩阵, 向量函数 𝑓由一般的非线性函数组成并对𝑥和

𝑢可微, 𝑡𝑓为终端时间. 本文假设上述最优控制问题有

唯一解.

4 拟拟拟线线线性性性化化化

在求解最优控制问题时, Bellman等[13]指出, 拟

线性化方法可以将性能指标函数二阶展开, 并对系

统中的微分方程进行线性化处理. 通过应用拟线性

化方法,问题 (11) ∼ (16)中的性能指标函数和约束条

件 (系统状态方程、终端约束和不等式约束等)便可以

在相应的状态𝑥𝑘(𝑡)和𝑢𝑘(𝑡)上分别进行二阶和一阶
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展开. 同时,因为有理Haar函数定义在区间 𝑡 ∈ [0, 1]

上, 所以可用式 𝜏 = 𝑡𝑓 𝑡对原最优控制问题的时间区

间 𝜏 ∈ [0, 𝑡𝑓 ]进行转化.这时,最优控制问题 (11)∼(16)

可转化为如下的线性二次最优控制问题:

Minimize 𝐽𝑘+1 =

𝑡𝑓
w 1

0
(𝑥𝑘+1T𝑄𝑥𝑘+1 + 𝑢𝑘+1T𝑅𝑢𝑘+1)d𝑡.

(17)

s.t.
1

𝑡𝑓

d𝑥𝑘+1

d𝑡
= 𝐴𝑘(𝑡)𝑥𝑘+1 +𝐵𝑘(𝑡)𝑢𝑘+1 + ℎ𝑘(𝑡);

(18)

𝑥𝑘+1(0) = 𝑥0; (19)

𝛹𝑥(𝑥
𝑘(1, 1))(𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘(1)) + 𝛹(𝑥𝑘(1), 1) = 0;

(20)

𝑢𝑘+1(𝑡) ⩽ 𝑢max, 𝑢
𝑘+1(𝑡) ⩾ 𝑢min; (21)

𝑥𝑘+1(𝑡) ⩽ 𝑥max, 𝑥
𝑘+1(𝑡) ⩾ 𝑥min. (22)

其中

ℎ𝑘(𝑡) = 𝑓(𝑥𝑘, 𝑢𝑘, 𝜏)−𝐴𝑘(𝜏)𝑥𝑘 −𝐵𝑘(𝜏)𝑢𝑘, (23)

𝐴𝑘(𝑡) = ∂𝑓(𝑥, 𝑢, 𝜏)/∂𝑥∣𝑥𝑘, 𝑢𝑘 , (24)

𝐵𝑘(𝑡) = ∂𝑓(𝑥, 𝑢, 𝜏)/∂𝑢∣𝑥𝑘, 𝑢𝑘 . (25)

假设𝑚 = 𝑛, 且𝐵𝑘(𝑘)在时间区间 [0, 𝑡𝑓 ]中是可

逆的.为满足这样的假设,当𝑚 < 𝑛时,增加 (𝑛−𝑚)×
1维的虚拟控制𝑧(𝜏), 并对性能指标函数进行相应的

调整. 此时,矩阵𝐵𝑘(𝜏)修改为𝐵𝑘
new(𝑡)

[14],即

𝐵𝑘
new(𝜏) =

[
𝐼(𝑛−𝑚)×(𝑛−𝑚)

𝐵𝑘
𝑛×𝑚𝑂𝑚×(𝑛−𝑚)

]
𝑛×𝑛

.

其中: 𝐼(𝑛−𝑚)×(𝑛−𝑚)为 (𝑛−𝑚)× (𝑛−𝑚)的单位矩阵,

𝑂𝑚×(𝑛−𝑚)为零矩阵. 修改后的控制向量为

𝑢𝑘+1
new (𝜏) =

[
𝑧(𝜏)

𝑢𝑘+1(𝜏)

]
,

同时,性能指标函数转化为

𝐽𝑘+1 = 𝐽𝑘+1 +
w 𝑡𝑓

0
𝑧T𝑙𝑧d𝜏.

其中: 𝐽𝑘+1为 𝐽𝑘+1的近似值, 𝐽𝑧 =
w 𝑡𝑓

0
𝑧T𝑙𝑧d𝜏, 𝑙为只

含有正数的对角矩阵. 为使虚拟控制逐步趋向零, 𝑙中

的数值在迭代计算初始时应尽量大, 为避免之后的

迭代计算出现病态,需对 𝑙中的数值进行适当的调整.

𝐿的调整使 𝐽𝑧/𝐽
𝑘+1 × 100% ⩽ 0.5%得到满足即可.

因为Haar函数具有较快的收敛性能[6], 所以借

助Haar函数对最优控制问题进行近似, 可以加快求

解过程的收敛速度. 应用有理Haar函数对状态方程

和控制进行如下近似:

𝑥̇𝑘+1(𝑡) = 𝜙T(𝑡)𝑀, (26)

𝜙(𝑡) = 𝐼 ⊗ 𝜙(𝑡), (27)

𝑀 = [𝑀T
1 ,𝑀

T
2 , ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀T

𝑛 ]. (28)

其中: 𝐼为𝑛 × 𝑛维单位矩阵; 𝜙(𝑡)为 𝑠 × 1向量, 𝑠 =

2𝛼+1, 𝛼 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ;𝜙为𝑛𝑠×𝑛维矩阵; 𝑀为𝑛𝑠× 1维

向量; ⊗为克罗内克积; 𝜙(𝑡)为有理Haar函数向量,定

义如下:

𝜙(𝑡) = [𝜙0(𝑡), 𝜙1(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜙𝑠−1(𝑡)]. (29)

同时,初始条件可转化为

𝑥(0) = 𝜙(𝑡)𝑑, (30)

式中 𝑑为𝑛𝑠× 𝑛维向量,即

𝑑 = [ 𝑑T1 , 𝑑
T
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑T𝑛 ]T. (31)

应用有理Haar函数的积分操作矩阵𝑃 计算

𝑥𝑘+1,有

𝑥𝑘+1(𝑡)− 𝑥(0) =
w 𝑡𝑓

0
𝜙T(𝑡

′
)𝑀d𝑡

′
= 𝜙T𝑃T𝑀. (32)

由式 (31)和 (32)得

𝑥𝑘+1(𝑡) = 𝜙T(𝑡)(𝑑+ 𝑃T𝑀). (33)

根据式 (17)和 (33),控制变量𝑢𝑘+1可表示为

𝑢𝑘+1 = (𝐵𝑘)−1
[ 1

𝑡𝑓
𝜙T𝑀 −𝐴𝑘𝜙T(𝑑+ 𝑃T𝑀)− ℎ𝑘

]
.

(34)

将式 (33)和 (34)代入 (17),可得

𝐽𝑘+1
𝑁 =

𝑡𝑓
w 1

0

[
(𝑑+ 𝑃T𝑀)T(𝐼 ⊗ 𝜙)𝑄(𝐼 ⊗ 𝜙T)(𝑑+ 𝑃T𝑀)+( 1

𝑡𝑓
𝑀T(𝐼𝑥 ⊗ 𝜙)− (𝑑+ 𝑃T𝑀)T(𝐼 ⊗ 𝜙)(𝐴𝑘)T−

(ℎ𝑘)T
)
𝐹 (𝑡)

( 1

𝑡𝑓
(𝐼 ⊗ 𝜙T)𝑀 −𝐴𝑘(𝐼 ⊗ 𝜙T)(𝑑+

𝑃T𝑀)− ℎ𝑘
)]
,

其中𝐹 (𝑡) = (((𝐵𝑘)−1)T𝑅(𝐵𝑘)−1).

上式可写为

𝐽𝑘+1
𝑁 =

1

2
𝑀T𝐶1𝑀 + 𝐶T

2 𝑀 + 𝐶3. (35)

其中

𝐶1 =

𝑡𝑓
w 1

0

[
2𝑃 (𝑄⊗ 𝜙𝜙T)𝑃T +

2

𝑡2𝑓
(𝐹 (𝑡)⊗ 𝜙𝜙T)−

2

𝑡𝑓
(𝐹 (𝑡)𝐴𝑘(𝑡)⊗ 𝜙𝜙T)𝑃T−

2

𝑡𝑓
𝑃 ((𝐴𝑘(𝑡))T𝐹 (𝑡)⊗ 𝜙𝜙T)+

2𝑃 ((𝐴𝑘(𝑡))T𝐹 (𝑡)𝐴𝑘(𝑡)⊗ 𝜙𝜙T)𝑃T
]
d𝑡,

𝐶2 =

𝑡𝑓
w 1

0

[
2𝑑T(𝑄⊗ 𝜙𝜙T)𝑃T − 2

𝑡𝑓
((ℎ𝑘)T𝐹 (𝑡)⊗ 𝜙T)−

2

𝑡𝑓
𝑑T((𝐴𝑘(𝑡))T𝐹 (𝑡)⊗ 𝜙𝜙T)+
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2𝑑T((𝐴𝑘(𝑡))T𝐹 (𝑡)𝐴𝑘(𝑡)⊗ 𝜙𝜙T)𝑃T+

2((ℎ𝑘)T𝐹 (𝑡)𝐴𝑘(𝑡)⊗ 𝜙T)𝑃T
]
d𝑡,

𝐶3 =

𝑡𝑓
w 1

0
[𝑑T(𝑄⊗ 𝜙𝜙T)𝑑+ (ℎ𝑘)T𝐹 (𝑡)ℎ𝑘+

𝑑T((𝐴𝑘(𝑡))T𝐹 (𝑡)𝐴𝑘(𝑡)⊗ 𝜙𝜙T)𝑑+

𝑑T((𝐴𝑘(𝑡))T𝐹 (𝑡)ℎ𝑘(𝑡)⊗ 𝜙)+

((ℎ𝑘)T𝐹 (𝑡)𝐴𝑘(𝑡)⊗ 𝜙T)𝑑]d𝑡.

将式 (33)代入 (20),终端约束可近似为

𝜓𝑥(𝑥
𝑘(1), 1)(𝐼𝑥 ⊗ 𝜙T)𝑃T𝑀 =

− 𝜓𝑥(𝑥
𝑘(1), 1)((𝐼𝑥 ⊗ 𝜙T)𝑑− 𝑥𝑘(1))− 𝜓(𝑥𝑘(1), 1).

对于最优控制问题中不等式限制,令其在时间点

0 = 𝑡0 < 𝑡1 < ⋅ ⋅ ⋅ < 𝑡𝑁−1 = 1上处处满足要求即可.

将式 (33)和 (34)代入 (21)和 (22),可得

(𝐵𝑘(𝑡𝑖))
−1

[ 1

𝑡𝑓
(𝐼 ⊗ 𝜙T(𝑡𝑖))−𝐴𝑘(𝐼 ⊗ 𝜙T(𝑡𝑖))𝑃

T
]
𝑀 ⩽

(𝐵𝑘(𝑡𝑖))
−1[𝐴𝑘(𝐼 ⊗ 𝜙T(𝑡𝑖))𝑑+ ℎ𝑘(𝑡𝑖)] + 𝑈max,

− (𝐵𝑘(𝑡𝑖))
−1

[ 1

𝑡𝑓
(𝐼 ⊗ 𝜙T(𝑡𝑖))−

𝐴𝑘(𝐼 ⊗ 𝜙T(𝑡𝑖))𝑃
T
]
𝑀 ⩽

− (𝐵𝑘(𝑡𝑖))
−1[𝐴𝑘(𝐼 ⊗ 𝜙T(𝑡𝑖))𝑑+ ℎ𝑘(𝑡𝑖)]− 𝑈min,

(𝐼 ⊗ 𝜙T(𝑡𝑖))𝑃
T𝑀 ⩽ −(𝐼 ⊗ 𝜙T(𝑡𝑖))𝑑+𝑋max,

− (𝐼 ⊗ 𝜙T(𝑡𝑖))𝑃
T𝑀 ⩽ (𝐼 ⊗ 𝜙T(𝑡𝑖))𝑑−𝑋min,

其中 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑁 + 1. 从而原最优控制问题中每个无限

维不等式约束便由𝑁维不等式约束所取代.

通过以上重整, 最优控制问题 (11) ∼ (16)可近

似为如下的二次规划问题:

Minimize
1

2
𝑀T𝐶1𝑀 + 𝐶2𝑀 + 𝐶3; (36)

s.t. 𝐹1𝑀 − 𝑏1 = 0, (37)

𝐹2𝑀 − 𝑏2 ⩽ 0. (38)

其中

𝐹1 = 𝜓𝑥(𝑥
𝑘(1), 1)(𝐼 ⊗ 𝜙T)𝑃T, (39)

𝑏1 =

− 𝜓𝑥(𝑥
𝑘(1), 1)((𝐼 ⊗ 𝜙T)𝑑− 𝑥𝑘(1))− 𝜓(𝑥𝑘(1), 1);

(40)

𝐹2 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

+(𝐵𝑘(𝑡))−1
[ 1

𝑡𝑓
(𝐼 ⊗ 𝜙T(𝑡))−𝐴𝑘(𝐼 ⊗ 𝜙T(𝑡))𝑃T

]
−(𝐵𝑘(𝑡))−1

[ 1

𝑡𝑓
(𝐼 ⊗ 𝜙T(𝑡))−𝐴𝑘(𝐼 ⊗ 𝜙T(𝑡))𝑃T

]
+(𝐼 ⊗ 𝜙T(𝑡))𝑃T

−(𝐼 ⊗ 𝜙T(𝑡))𝑃T

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝑏2 =⎡⎢⎢⎢⎢⎣
+(𝐵𝑘(𝑡))−1[𝐴𝑘(𝐼 ⊗ 𝜙T(𝑡))𝑑+ ℎ𝑘(𝑡𝑖)] + 𝑈max

−(𝐵𝑘(𝑡))−1[𝐴𝑘(𝐼 ⊗ 𝜙T(𝑡))𝑑+ ℎ𝑘(𝑡)]− 𝑈min

−(𝐼 ⊗ 𝜙T(𝑡))𝑑+𝑋max

+(𝐼 ⊗ 𝜙T(𝑡))𝑑−𝑋min

⎤⎥⎥⎥⎥⎦.
(41)

式 (37)表示左边向量函数的每一项均等于右边

的常数项 0; 式 (38)表示左边向量函数的每一项均小

于等于右边的常数项 0; 式 (36)∼ (41)表示将原非线

性最优控制问题 (11)∼ (16)转化为二次规划问题,降

低了计算难度,通过求解此二次规划问题实现了对原

最优控制问题的直接求解.

计算方法如下:

Step 1: 设定 𝑘 = 0, 𝑥0(𝑡), 𝑢0(𝑡), 将时间区间 𝜏 ∈
[0, 𝑡𝑓 ]转换为 𝑡 ∈ [0, 1];

Step 2: 如果𝑚 < 𝑛,则增加𝑛−𝑚维虚拟控制向

量;

Step 3: 对最优控制问题进行拟线性化操作;

Step 4: 应用Haar小波函数近似状态变量, 并计

算相应的近似控制变量;

Step 5: 计算海赛矩阵𝐶1,梯度矩阵𝐶2和常数项

𝐶3;

Step 6: 计算等式约束项𝐹1, 𝑏1和不等式约束项

𝐹2, 𝑏2;

Step 7: 计算𝑀的最优值;

Step 8: 如果 ∣𝐽𝐾+1
𝑁 − 𝐽𝐾

𝑁 ∣充分小,则停止迭代计

算,否则转Step 9;

Step 9: 设定 𝑘 = 𝑘 + 1,转Step 3.

5 算算算例例例仿仿仿真真真

本节采用所提出的方法计算 2个非线性最优控

制问题,并给出仿真结果.实验环境为Matlab,计算机

芯片为酷睿 2 (2.4 GHz),内存 2 G.

例例例 1 首先考虑范德波尔振荡器 (Van der Pol

oscillator)问题 (该例子曾在文献 [15]中用切比雪夫法

进行求解). 计算满足约束的控制向量𝑢(𝜏)使如下性

能指标最小:

𝐽 =
1

2

w 5

0
(𝑥21 + 𝑥22 + 𝑢2)d𝜏.

s.t. 𝑥̇1 = 𝑥2, 𝑥̇2 = −𝑥1 + (1− 𝑥21)𝑥2 + 𝑢;

𝑥1(0) = 1, 𝑥2(0) = 0;

𝑥1(5) + 1 = 0, 𝑥2(5) = 0;

∣𝑢(𝜏)∣ ⩽ 0.75.

应用Yen和Nagurka的方法[14], 在第 1个状态方

程中加入虚拟控制 𝑧(𝜏),使控制变量与状态变量的数



1374 控 制 与 决 策 第 27 卷

量相等,即 𝑥̇1 = 𝑥2 + 𝑧. 同时,性能指标函数相应地变

为

𝐽𝑘+1 =
1

2

w 5

0
(𝑥21 + 𝑥22 + 𝑢2 + 𝑙𝑧2)d𝜏,

其中 𝑙 = 1000.

应用拟线性化方法, 将状态变量用𝑁阶小波函

数近似, 求解最优控制问题. 表 1给出了采用本文算

法得到的性能指标和计算耗时,并与其他方法进行了

比较. 图 1为状态变量的计算结果,图 2为最优控制轨

迹.

表 1 例 1仿真结果比较

方 法 级 数 𝐽𝑘+1 ∣𝐽𝑘+1 − 𝐽𝑘∣ 计算时间 / s

切比雪夫多项式法[15] 𝑁 = 16 2.284 10 1.000 0 × 10−3 > 60

本文算法 𝑠 = 16 2.192 10 9.999 4 × 10−4 10.441 39

1

0
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(
),

(
)

τ
τ

x1( )τ

x2( )τ

图 1 例 1最优状态轨迹
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图 2 例 1最优控制轨迹

例例例 2 计算控制向量𝑢(𝜏), 使如下的性能指标

函数值最小:

𝐽 =
w 1

0
(𝑥21 + 𝑥22 + 0.005𝑢2)d𝜏.

s.t. 𝑥̇1 = 𝑥2, 𝑥̇2 = −𝑥2 + 𝑢;

𝑥1(0) = 0, 𝑥2(0) = −1.

状态变量不等式约束为

𝑥2(𝜏)− 8(𝜏 − 0.5)2 + 0.5 ⩽ 0.

增加虚拟控制变量 𝑧(𝜏),使状态变量与控制变量

的个数相等,即 𝑥̇1 = 𝑥2 + 𝑧. 此时,性能指标函数转化

为

𝐽𝑘+1 =
w 1

0
(𝑥21 + 𝑥22 + 0.005𝑢2 + 𝑙𝑧2)d𝜏,

其中 𝑙 = 1000.

表 2给出了采用本文算法所得到的性能指标和

计算耗时, 并与其他方法进行了比较. 图 3为状态变

量的计算结果,图 4为最优控制轨迹.

表 2 例 2仿真结果

方 法 级 数 𝐽𝑘+1 ∣𝐽𝑘+1 − 𝐽𝑘∣ 计算时间 / s

切比雪夫多项式法[15] 𝑁 = 16 0.201 46 6.519 0 × 10−5 35.309 58

本文算法 𝑠 = 16 0.188 42 1.966 5 × 10−4 23.501 00
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图 3 例 2最优状态轨迹
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图 4 例 2最优控制轨迹

以上 2个仿真算例表明, 本文算法可应用于求

解受限最优控制问题. 由表 1, 表 2和图 1∼图 4可知,

在满足题设对控制或状态限制的情况下, 本文算法

与切比雪夫多项式法相比可以得到更佳的性能指

标,而且计算耗时更少. 出现这样结果的主要原因得

益于Haar函数结构简单, 正交系中的各级函数均包

含“0”,这样的特性使得Haar函数具有较快的收敛速

度,而且对函数具有较好的近似性.

6 结结结 论论论

本文针对带有终端状态约束、不等式约束的非

线性最优控制问题, 提出了一种基于拟线性化和有

理Haar函数的直接计算方法. 该计算方法采用拟线

性化法对非线性动态系统进行线性化,并应用系数待

定的有理Haar小波函数将控制变量和系统状态方程

展开,进而将性能指标函数、初始状态约束和不等式

约束等进行近似,从而将非线性最优控制问题转化为

一系列二次最优控制问题进行求解. 实验结果验证了

采用所提出的算法求解最优控制问题的有效性,并通

过对本文方法与其他方法的比较,表明了所提出的算

法在满足题设限制的情况下,可以得到较切比雪夫多
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项式算法更快的计算速度和更好的性能指标,从而验

证了本文算法在求解此类最优控制问题上具有较好

的收敛性和计算精度.
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