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摘 要: 针对一类有限多输入多输出线性时不变对象集,提出一种调节输出通道增益/相角裕度的方法. 采用增益相

角裕度测试器理论,将问题转化为有限不确定对象集的稳定性问题;基于连续线性二次调节器理论,设计针对单个对

象的输出反馈控制器;利用周期控制方法,设计针对有限对象集的线性周期控制器. 该控制器可使有限对象集的所有

反馈控制回路在输出通道同时实现任意大的增益裕度和直到 90∘的相角裕度.仿真结果表明了该方法的有效性.
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Abstract: For a finite set of multi-input-multi-output(MIMO) linear time-invariant(LTI) plants, a method to tune gain/phase

margins in the output channels is presented. By using the theory of gain-phase margin tester, the question is translated into

a simultaneous stabilization problem of a finite set of uncertain plants. An output feedback controller is designed for a plant

based on continuous-time linear quadratic regulator(LQR) theory, and a method of periodic control is used to design a linear

periodic controller for a finite set of plants. The controller can simultaneously provide gain margins as large as desired and

phase margins of up to 90 degrees in the output channels of all feedback control loops for a finite set of plants. Simulation

results show the effectiveness of the method.
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1 引引引 言言言

近年来,如何获得满意的增益裕度和相角裕度引

起了人们的广泛关注[1-9]. 针对单输入单输出 (SISO)

对象, 文献 [1-4]通过调节 PID控制器来获得满意的

增益裕度或相角裕度; [5]采用分析综合的方法设计

一个状态反馈控制器, 达到了相同的目的; 针对多

输入多输出 (MIMO)对象, [6-7]采用连续线性二次调

节器 (LQR)理论, 设计了一类静态通用采样保持函

数 (GSHF)控制器使系统在输出通道实现任意大的增

益裕度; [8-9]采用一种新的证明方法,将 [6-7]的成果

拓展到了联合增益相角裕度问题中.

但是,综合分析上述文献可以看到,目前提出的

增益/相角裕度调节方案均仅能调节单个对象的增

益/相角裕度, 不能同时调节有限MIMO对象集的增

益/相角裕度[1-9]. 为此, 本文针对有限MIMO对象集,

提出了一种新的控制策略,以期使有限对象集的所有

反馈控制回路在输出通道同时获得任意大的增益裕

度和直到 90∘ 的相角裕度.具体方案如下: 利用增益

相角裕度测试器[10], 使有限集联合增益相角裕度问

题转化为有限集不确定系统的稳定性问题; 采用连

续LQR理论和周期控制方法, 设计一个统一的线性

周期控制器,使有限集MIMO闭环系统的所有反馈控

制回路均可在输出通道获得任意大的增益裕度和直

到 90∘的相角裕度.
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2 问问问题题题描描描述述述

考虑如下系统:⎧⎨⎩ 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0;

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡).
(1)

其中: 𝑥 ∈ 𝑹𝑛为系统状态; 𝑢 ∈ 𝑹𝑚为系统的控制输

入; 𝑦 ∈ 𝑹𝑟为系统输出; 𝐴, 𝐵, 𝐶属于如下集合:

{(𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝐶𝑖) ∈ 𝑹𝑛𝑖×𝑛𝑖 ×𝑹𝑛𝑖×𝑚 ×𝑹𝑟×𝑛𝑖 :

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑞},
即有限对象集的每个对象均具有𝑚个输入和 𝑟个输

出,但可能有不同的状态维数.

控制目标为:给定一个有限对象集合,并设计统

一的线性控制器,使该有限集内的所有对象在输出通

道可获得任意大的增益裕度和直到 90∘的相角裕度.

类似文献 [8],该控制目标可等价为以下问题:在

系统 (1)的输出通道加入不确定性,得到实际系统为⎧⎨⎩ 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0;

𝑦(𝑡) = 𝛾𝐶𝑥(𝑡).
(2)

其中不确定参数 𝛾 ∈ 𝑪,并属于如下集合:

𝛤 (𝜌, 𝜌, 𝜙) := {𝜌e−j𝜙 : 𝜌 ∈ [𝜌, 𝜌], 𝜙 ∈ [−𝜙, 𝜙]}.
这里: 𝜌 ∈ (0, 1], 𝜌 ∈ [1,∞), 𝜙 ∈ [0, 90∘). 此时,不确定

系统状态𝑥(𝑡) ∈ 𝑪𝑛, 输出 𝑦(𝑡) ∈ 𝑪𝑟. 由文献 [10]可

知, 𝛾 = 𝜌e−j𝜙为系统 (1)的增益相角裕度测试器. [𝜌,

𝜌]代表系统 (1)增益的调节范围, [−𝜙, 𝜙]代表系统 (1)

相角的调节范围.当𝜙 = 0时,该问题为有限集增益裕

度问题;当 𝜌 = 𝜌 = 1时,该问题为有限集相角裕度问

题;一般情况则为有限集联合增益相角裕度问题[8-9].

用 (𝐴,𝐵,𝐶)表示系统 (1), (𝐴,𝐵, 𝛾𝐶)表示系统

(2). 控制目标可以转化为设计控制律𝑢(𝑡)来稳定如下

系统:

{(𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝛾𝐶𝑖) : 𝛾 ∈ 𝛤 (𝜌
¯
, 𝜌, 𝜙); 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑞}.

为了完成控制器设计,对系统 (1)作如下假设:

假假假设设设 1 系统 (1)的每一个 (𝐶𝑖, 𝐴𝑖)可观测;

假假假设设设 2 系统 (1)的每一个系数矩阵𝐵𝑖行满秩;

假假假设设设 3 当 𝑖 ∕= 𝑗时, 𝐴𝑖和𝐴𝑗的特征值完全不

同.

符号标记为: 记函数 𝑓 = 𝑜(𝑇 𝑗), 若存在常

数 𝑐1 > 0, 𝑇1 > 0, 使 ∥𝑓(𝑇 )∥2 ⩽ 𝑐1𝑇
𝑗 , 𝑇 ∈ (0, 𝑇1);

sp{𝑀}表示矩阵𝑀 ∈ 𝑹𝑛𝑖×𝑛𝑖的特征值集合; 𝑊 ∗表

示𝑊 ∈ 𝑪𝑛×𝑚的共轭转置; 序列𝐺 ∈ 𝑠(𝑹𝑛×𝑚)表示

该序列的每个元素均属于𝑹𝑛×𝑚.

3 控控控制制制律律律设设设计计计及及及稳稳稳定定定性性性分分分析析析

3.1 控控控制制制律律律设设设计计计

控制律设计过程包括以下 3个步骤:

Step 1设计可调节单个对象增益/相角裕度的输

出反馈控制器.

定定定理理理 1 选定 𝑖, 则存在输出反馈控制器𝑢 =

𝐹𝑖𝑦(𝑡)(𝐹𝑖 ∈ 𝑹𝑚×𝑟)稳定如下形式的任何系统:

{(𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝛾𝐶𝑖) : 𝛾 ∈ 𝛤 (𝜌
¯
, 𝜌, 𝜙)}.

证证证明明明 将𝑢 = 𝐹𝑖𝑦(𝑡)代入 (𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝛾𝐶𝑖)中,可得

𝑥̇(𝑡) = (𝐴𝑖 + 𝛾𝐵𝑖𝐹𝑖𝐶𝑖)𝑥(𝑡).

定义𝐹𝑖 := 𝐵𝑖𝐹𝑖, 由假设 2可知矩阵𝐵𝑖行满秩, 则矩

阵𝐵𝑖𝐵
T
𝑖 ∈ 𝑹𝑛𝑖×𝑛𝑖可逆,所以可得

𝐹𝑖 = 𝐵T
𝑖 (𝐵𝑖𝐵

T
𝑖 )

−1𝐹𝑖. (3)

要证明定理 1,即证明

sp(𝐴𝑖 + 𝛾𝐵𝑖𝐹𝑖𝐶𝑖) ⊂ 𝑪− ⇔ sp(𝐴𝑖 + 𝛾𝐹𝑖𝐶𝑖) ⊂ 𝑪−.

(4)

下面分两步进行证明:

1)构造辅助系统,采用连续LQR理论选择𝐹𝑖.

由文献 [11]可知, 一个LQR最优控制器可保

证MIMO线性时不变系统的每个反馈控制回路均具

有 60∘的相角裕度和 (1/2,∞)的增益裕度;为了使系

统可实现任意大的增益裕度和直到 90∘的相角裕度,

本文仿照文献 [8-9]的方法,按比例调整系统 (1)的系

数矩阵𝐶𝑖,得到辅助系统,从而修改标准的LQR问题.

定义

𝛼 := 2 cos𝜙, (5)

𝐶𝑖 := 𝛼𝜌
¯
𝐶𝑖 ∈ 𝑹𝑟×𝑛𝑖 . (6)

构造辅助系统:

𝑤̇(𝑡) = 𝐴T
𝑖𝑤(𝑡) + 𝐶T

𝑖 𝑣(𝑡), 𝑤(0) = 𝑤0 ∈ 𝑹𝑛𝑖 . (7)

由文献 [12]可知,针对式 (7)表示的系统,对任意的初

始值𝑤0,可找到如下形式的最优控制:

𝑣(𝑡) = 𝐹 T
𝑖 𝑤(𝑡), (8)

使性能指标w ∞
0

[𝑤T(𝑡)𝑄𝑖𝑤(𝑡) + 𝑣T(𝑡)𝑅𝑖𝑣(𝑡)]d𝑡

最小. 其中: 𝑄𝑖 ∈ 𝑹𝑛𝑖×𝑛𝑖 , 𝑅𝑖 ∈ 𝑹𝑟×𝑟为正定对

称矩阵. 且当 (𝐴T
𝑖 , 𝐶

T
𝑖 )可控时, 系统 (7)的连续代数

Riccati方程具有唯一的正定对称解𝑃𝑖,有

𝐴𝑖𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴
T
𝑖 − 𝑃𝑖𝐶

T
𝑖 𝑅

−1
𝑖 𝐶𝑖𝑃𝑖 +𝑄𝑖 = 0. (9)

相应的辅助系统最优增益𝐹𝑖为

𝐹𝑖 = −𝑃𝑖𝐶
T
𝑖 𝑅

−1
𝑖 . (10)

2)证明由式 (10)所得到的𝐹𝑖满足式 (4).

由假设 1可知, (𝐶𝑖, 𝐴𝑖)可观测,则 (𝐴T
𝑖 , 𝐶

T
𝑖 )可控,

所以式 (9)存在唯一的正定对称解𝑃𝑖. 设

𝜌 ∈
[ 1
𝛼
,
𝜌

𝛼𝜌

]
, 𝜙 ∈ [−𝜙, 𝜙]; (11)

定义𝐴𝑖
n := 𝐴T

𝑖 , 𝐶𝑖
n := 𝐶T

𝑖 , 𝐹 𝑖
n := 𝐹 T

𝑖 . 考虑辅助系统

dell
高亮

dell
附注
这句话好像没有说完，应该是若。。。。则。。。
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𝑥̇(𝑡) = (𝐴𝑖
n + 𝜌e−j𝜙𝐶𝑖

n𝐹
𝑖
n)𝑥(𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0 ∈ 𝑹𝑛𝑖 . (12)

固定𝑥0且考虑映射为𝑪𝑛𝑖 → 𝑪的候选Lyapunov函

数𝑉 (𝑥) := 𝑥∗𝑃𝑖𝑥. 由𝑃𝑖正定对称可知𝑉 为非负实数,

则有

𝑉̇ (𝑥(𝑡)) :=
∂

∂𝑥
𝑉 (𝑥)𝑥̇(𝑡) (13)

为实数. 展开 𝑉̇ (𝑥)并使用式 (9)和 (10)简化可得

𝑉̇ (𝑥(𝑡)) = −𝑥∗(𝑡)𝑄𝑖𝑥(𝑡) + (1− 2𝜌 cos𝜙)×
𝑥∗(𝑡)(𝑃𝑖𝐶

T
𝑖 𝑅

−1
𝑖 𝐶𝑖𝑃𝑖)𝑥(𝑡). (14)

由式 (5), (11)及 𝜌
¯
, 𝜌, 𝜙的边界可得

1− 2𝜌 cos𝜙 ⩽ 0. (15)

再根据𝑃𝑖和𝑅𝑖正定, 可得式 (14)右侧第 2项小于等

于 0,则有

𝑉̇ (𝑥(𝑡)) ⩽ −𝑥∗(𝑡)𝑄𝑖𝑥(𝑡). (16)

因为𝑄𝑖正定, 所以对于任意𝑥0, 当 𝑡 → ∞时,

𝑉 (𝑥(𝑡)) → 0; 因为𝑃𝑖正定, 所以当 𝑡 → ∞时, 亦

有𝑥(𝑡) → 0. 由此可得

sp(𝐴𝑖
𝑛 + 𝜌e−j𝜙𝐶𝑖

𝑛𝐹
𝑖
𝑛) ⊂ 𝑪−1 ⇔

sp(𝐴𝑖 + 𝜌e−j𝜙𝐹𝑖𝐶𝑖) ⊂ 𝑪−1 ⇔
sp(𝐴𝑖 + 𝛼𝜌

¯
𝜌e−j𝜙𝐹𝑖𝐶𝑖) ⊂ 𝑪−1.

由于𝛼𝜌𝜌 ∈ [𝜌, 𝜌],则当 𝜌 ∈ [𝜌, 𝜌], 𝜙 ∈ [−𝜙, 𝜙]时,可证

明式 (4)成立,由此定理得证. 2
Step 2 在Step 1的基础上, 设计一个可调节单

个对象增益/相角裕度的线性周期控制器.

本文设计了一种周期控制的方法,该方法将输出

反馈控制器𝑢 = 𝐹𝑖𝑦(𝑡)近似为周期为𝑇 := 𝑝ℎ > 0的

控制律,即

𝑢(𝑡) =

⎧⎨⎩
0, 𝑡 ∈ [𝑘𝑇, (𝑘 +

𝑛̄

𝑝
)𝑇 );

𝑝

𝑝− 𝑛̄
𝐹𝑖𝑦[𝑘𝑇 ], 𝑡 ∈ [(𝑘 +

𝑛̄

𝑝
)𝑇, (𝑘 + 1)𝑇 ).

(17)

其中: 𝑘 ∈ 𝒁+, 𝐹𝑖 ∈ 𝑹𝑚×𝑟, 𝑝 > 𝑛̄ ⩾ 0为正整数; ℎ为

一个控制周期𝑇 内的采样时间. 其基本思想是: 将控

制器周期化, 每个周期分为两部分, 估计阶段和控制

阶段. 在估计阶段, 关闭控制信号以鉴别系统; 在控

制阶段, 应用估计阶段估计出的输出反馈控制信号,

对被控对象进行实际控制.不断地进行上述“估计-控

制-估计-⋅ ⋅ ⋅”的过程,周期性地探测系统并施加控制.

控制律 (17)一个周期内的控制信号如图 1所示.

p-n

p
F iy kT[ ]

u t( )

kT kT h+n ( +1)k T
!"
#$

%&
#$

t

图 1 控制律 (17)的估计和控制阶段

定定定理理理 2 选定 𝑖, 则存在𝑇1 > 0, 使得对于任意
𝑇 ∈ (0, 𝑇1),控制律 (17)稳定如下形式的任何系统:

{(𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝛾𝐶𝑖) : 𝛾 ∈ 𝛤 (𝜌
¯
, 𝜌, 𝜙)}.

证证证明明明 定义

𝐴𝑖
d := e𝐴𝑖𝑇 , 𝐶𝑖

d :=
𝑝

𝑝− 𝑛̄

w 𝑝−𝑛̄
𝑝 𝑇

0
𝐶𝑖e𝐴𝑖𝜏d𝜏. (18)

选定 𝑖,将式 (17)代入系统 (𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝛾𝐶𝑖),可得

𝑥[(𝑘 + 1)𝑇 ] = (𝐴𝑖
d + 𝛾𝐹𝑖𝐶

𝑖
d)𝑥[𝑘𝑇 ], 𝑘 ∈ 𝒁+. (19)

则要证明定理 2,即证明存在控制律 (17)使

sp(𝐴𝑖
d + 𝛾𝐹𝑖𝐶

𝑖
d) ⊂ {𝑧 ∈ 𝑪 : ∣𝑧∣ < 1}. (20)

由定理 1可得,式 (10)所选择的𝐹𝑖使𝐴𝑖+𝛾𝐹𝑖𝐶𝑖稳定,
定义𝐴𝑖

𝛾 := 𝐴𝑖 + 𝛾𝐹𝑖𝐶𝑖,则𝐴𝑖
𝛾 ∈ 𝑪𝑛𝑖×𝑛𝑖 ,且存在着唯

一的实正定对称矩阵𝑃𝛾 ,使得

(𝐴𝑖
𝛾)

∗𝑃𝛾 + 𝑃𝛾𝐴
𝑖
𝛾 + 𝐼 = 0. (21)

考虑如下辅助系统:

𝑥[𝑘 + 1] = (𝐴𝑖
d + 𝛾𝐹𝑖𝐶

𝑖
d)𝑥[𝑘], 𝑥[0] = 𝑥0 ∈ 𝑹𝑛𝑖 . (22)

由麦克劳林公式和 𝛾的有界性,可将式 (22)转为

𝑥[𝑘 + 1] = [𝐼 +𝐴𝑖
𝛾𝑇 + 𝑜(𝑇 2)]𝑥[𝑘]. (23)

固定𝑥0且考虑候选Lyapunov函数𝑉 : 𝑪𝑛𝑖 → 𝑪,即

𝑉 (𝑥) := 𝑥∗𝑃𝛾𝑥. (24)

由𝑃𝛾正定对称可知𝑉 为非负实数,因此

Δ𝑉 (𝑥[𝑘]) := 𝑉 (𝑥[𝑘 + 1])− 𝑉 (𝑥[𝑘]) (25)

为实数. 将其依次代入式 (23)和 (21)可得

Δ𝑉 (𝑥[𝑘]) =𝑇𝑥∗[𝑘][(𝐴𝑖
𝛾)

∗𝑃𝛾 + 𝑃𝛾𝐴
𝑖
𝛾 + 𝑜(𝑇 )]𝑥[𝑘] =

− 𝑇𝑥∗[𝑘]𝑥[𝑘] + 𝑜(𝑇 2)𝑥∗[𝑘]𝑥[𝑘]. (26)

所以存在𝑇1 > 0使得

Δ𝑉 (𝑥[𝑘]) ⩽ 0, 𝑇 ∈ (0, 𝑇1). (27)

因此, 对于任意𝑥0, 有 lim
𝑡→∞

𝑉 (𝑥(𝑡)) = 0, 进而有

lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = 0,从而可证明式 (20),由此定理得证. 2
Step 3 设计一个针对有限对象集的统一线性周

期控制器,该控制器可对有限对象集内的任一对象产
生控制信号 (17).

选用如下形式的线性周期控制器来调节有限对

象集输出通道的增益相角裕度:

𝑧[𝑘 + 1] = 𝐺(𝑘)𝑧[𝑘] +𝐻(𝑘)𝑦[𝑘ℎ], 𝑧[0] = 𝑧0 ∈ 𝑹𝑚;

𝑢(𝑘ℎ+ 𝜏) = 𝐽(𝑘)𝑧[𝑘], 𝜏 ∈ [0, ℎ). (28)

用 𝑝 ∈ 𝒁+表示控制器参数𝐺, 𝐻和 𝐽的周期, 使得
线性周期控制器 (28)的周期为𝑇 := 𝑝ℎ > 0, 用 5维
数组 (𝐺,𝐻, 𝐽, 𝑇, 𝑝)来表示控制器 (28); 注意到控制
器 (28)可通过一个采样器、一个零阶保持器和一个周
期为 𝑝的𝑚阶时变离散系统来执行,如图 2所示.

图 2 用采样器和零阶保持器执行控制器 (28)
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首先给出如下引理[13]:

引引引理理理 1 选定 𝑖, 当系统 (1)的 (𝐶𝑖, 𝐴𝑖)可观测

时, 存在一个𝑇0 > 0, 使得对于任意𝑇 ∈ (0, 𝑇0),

(𝐶𝑖, e𝐴𝑖𝑇 )可观测.

再通过理论证明给出如下结论:

定定定理理理 3 令𝑇 = 𝑝ℎ > 0, 𝛾 ∈ 𝑪, 对于每个

𝑝 > 𝑛̄ := 𝑛1 + ⋅ ⋅ ⋅ + 𝑛𝑞, 存在一个ℎ0 > 0和一个

𝑚阶的线性周期控制器 (𝐺,𝐻, 𝐽, 𝑇, 𝑝),使得对于任意

ℎ ∈ (0, ℎ0),该控制器可对任意 (𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝛾𝐶𝑖)产生相应

的控制信号 (17),其中 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑞.

证证证明明明 对系统 (𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝛾𝐶𝑖)应用控制律 (17), 可

得

𝑥[𝑘𝑇 + 𝑗ℎ] = (e𝐴𝑖ℎ)𝑗𝑥[𝑘𝑇 ]. (29)

其中: 𝑘 ∈ 𝒁+, 𝑗 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛̄− 1. 因此有⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑦[𝑘𝑇 ]

𝑦[𝑘𝑇 + ℎ]
...

𝑦[𝑘𝑇 + (𝑛̄− 1)ℎ]

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
︸ ︷︷ ︸

=:𝑌 [𝑘𝑇 ]∈𝑹𝑟𝑛̄

= 𝛾

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐶𝑖

𝐶𝑖e𝐴𝑖ℎ

...

𝐶𝑖e𝐴𝑖(𝑛̄−1)ℎ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
︸ ︷︷ ︸
=:𝐿𝑖∈𝑹𝑟𝑛̄×𝑛𝑖

𝑥[𝑘𝑇 ]. (30)

如果能找到一个增益矩阵𝐹 ∈ 𝑹𝑚×(𝑟𝑛̄)使得

𝐹𝐿𝑖 =
𝑝

𝑝− 𝑛̄
𝐹𝑖𝐶𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑞. (31)

则有

𝐹𝑌 [𝑘𝑇 ] =

⎧⎨⎩

𝑝

𝑝− 𝑛̄
𝐹1𝑦[𝑘𝑇 ],

如果对象是 (𝐴1, 𝐵1, 𝛾𝐶1);

...
𝑝

𝑝− 𝑛̄
𝐹𝑞𝑦[𝑘𝑇 ],

如果对象是 (𝐴𝑞, 𝐵𝑞, 𝛾𝐶𝑞).

(32)

此时,对任意系统 (𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝛾𝐶𝑖)应用如下控制律时,可

得到相应的控制律 (17).

𝑢(𝑡) =

⎧⎨⎩
0, 𝑡 ∈ [𝑘𝑇, (𝑘 +

𝑛̄

𝑝
)𝑇 );

𝐹𝑌 [𝑘𝑇 ], 𝑡 ∈ [(𝑘 + 𝑛̄
𝑝 )𝑇, (𝑘 + 1)𝑇 ).

(33)

下面的问题便是如何通过式 (31)求出𝐹 .

定义

𝐶 := [𝐶1 𝐶2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐶𝑞],

𝐴 := diag{𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑞}.
则由假设 1和假设 3可得 (𝐶,𝐴)可观测. 再根据引

理 1可得: 存在ℎ0 = 𝑇0/𝑝 > 0, 使得对于任意

ℎ ∈ (0, ℎ0), (𝐶, e𝐴ℎ)可观测. 则可观测矩阵

𝐿 := [𝐿1 𝐿2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐿𝑞] =

[𝐶T (𝐶e𝐴ℎ)T ⋅ ⋅ ⋅ (𝐶e𝐴(𝑛̄−1)ℎ)T]T

列满秩. 式 (31)可改写为

𝐹𝐿 =
𝑝

𝑝− 𝑛̄
[𝐹1𝐶1 𝐹2𝐶2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐹𝑞𝐶𝑞]. (34)

因为𝐿列满秩,所以𝐿T𝐿可逆,解式 (34)可得

[𝑓0 𝑓1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑓𝑛̄−1] := 𝐹 =

𝑝

𝑝− 𝑛̄
[𝐹1𝐶1 𝐹2𝐶2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐹𝑞𝐶𝑞][𝐿

T𝐿]−1𝐿T. (35)

选择

(𝐺,𝐻, 𝐽)(𝑘) =

⎧⎨⎩
(0, 𝑓0, 0), 𝑘 = 0;

(𝐼, 𝑓𝑘, 0), 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛̄− 1;

(𝐼, 0, 𝐼), 𝑘 = 𝑛̄, 𝑛̄+ 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝− 1.

(36)

(𝐺,𝐻, 𝐽)(𝑘) ∈ 𝑠(𝑹𝑚×𝑚)× 𝑠(𝑹𝑚×𝑟)× 𝑠(𝑹𝑚×𝑚).

并且设置

(𝐺(𝑘 + 𝑝),𝐻(𝑘 + 𝑝), 𝐽(𝑘 + 𝑝)) = (𝐺(𝑘),𝐻(𝑘), 𝐽(𝑘)),

(37)

其中 𝑘 ∈ 𝒁+. 易验证对任意 (𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝛾𝐶𝑖), 式 (36)和

(37)所设计的控制律 (𝐺,𝐻, 𝐽, 𝑇, 𝑝)均等价于控制律

(17). 2
3.2 稳稳稳定定定性性性分分分析析析

定定定理理理 4 设系统 (𝐴,𝐵,𝐶)满足假设 1∼假设 3的

条件,且𝜙 ∈ [0, 90∘), 𝜌 ∈ (0, 1], 𝜌 ∈ [1,∞). 则存在一

个𝑇max > 0和 𝑝0 > 𝑛̄ := 𝑛1 + ⋅ ⋅ ⋅ + 𝑛𝑞, 使得对于任

意𝑇 ∈ (0, 𝑇max)和 𝑝 > 𝑝0,可找到一个线性周期控制

器 (𝐺,𝐻, 𝐽, 𝑇, 𝑝)稳定如下形式的任何系统:

{(𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝛾𝐶𝑖) : 𝛾 ∈ 𝛤 (𝜌, 𝜌, 𝜙); 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑞}.
证证证明明明 选取𝑇max = min{𝑇0, 𝑇1}, 再联合定理

1∼定理 3即可得证该定理. 2
4 数数数值值值仿仿仿真真真

考虑有限对象集 {(𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝐶𝑖) : 𝑖 = 1, 2}. 其中

(𝐴1, 𝐵1, 𝐶1) ={ [
−1 0

0 1/2

]
,

[
4/3 1/3

0 −1/3

]
,

[
1 0

0 1

] }
,

(𝐴2, 𝐵2, 𝐶2) ={ [
1 0

0 −1/2

]
,

[
4/3 1/3

0 −1/3

]
,

[
1 0

0 1

] }
.

使用本文的设计方法,设计一个统一的线性周期控制

器, 同时使系统 (𝐴1, 𝐵1, 𝐶1)和系统 (𝐴2, 𝐵2, 𝐶2)的所

有反馈控制回路在输出通道均具有 [0.75, 6]的增益调

节范围和 [−70∘, 70∘]的相角调节范围.即设计一个统

一的线性周期控制器同时稳定如下系统:

{(𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝛾𝐶𝑖) : 𝛾 ∈ 𝛤 (0.75, 6, 70∘); 𝑖 = 1, 2}.
由题可得: 𝑛̄ = 𝑛1 + 𝑛2 = 4, 设𝑄1 = 𝑄2 = 𝐼 ,

𝑅1 = 𝑅2 = 𝐼 ,选择𝑇 = 0.012 5 s, 𝑝 = 25. 根据本文的
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设计方法可得如式 (36)和 (37)所示的线性周期控制

律.其中

𝑓0 =

[
1 042.9 1 043.4

0 −4 173.6

]
, 𝑓1 =

[
347.3 347.6

0 −1 390.4

]
,

𝑓2 =

[
−348.3 −348.2

0 1 392.9

]
, 𝑓3 =

[
−1 043.9 −1 044

0 4 176.1

]
.

图 3∼图 6展示了当 𝛾 = 4, 初始值𝑥1(0) =

𝑥2(0) = [1 1]T时, 对象 1和对象 2的输出信号与控

制信号的仿真结果图. 图中: 𝑦11, 𝑦12以及 𝑦21, 𝑦22分

别表示对象 1和对象 2的两个输出; 𝑢11, 𝑢12以及𝑢21,

𝑢22表示所设计的统一控制器分别应用于对象 1和对

象 2时的控制信号.

y
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1 2 30

1

2

3

4

t /s

!
"

#
$

图 3 对象 1的输出信号
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图 4 对象 1的控制信号
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图 5 对象 2的输出信号
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图 6 对象 2的控制信号

5 结结结 论论论

本文针对有限集MIMO线性时不变系统, 提出

了一种调节输出通道增益/相角裕度的方法. 首先,针

对单个对象,采用连续LQR理论,设计了输出反馈控

制器; 然后, 采用周期控制方法, 设计了一个针对有

限对象集的线性周期控制器,该控制器可同时使有限

集MIMO系统的所有反馈控制回路在输出通道获得

任意大的增益裕度和直到 90∘的相角裕度; 最后, 通

过仿真实例验证了所设计控制器的有效性.
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