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摘 要: 针对基于约束方法学习贝叶斯网络 (BN)结构的不足,以及随着条件集的增大,利用统计方法进行条件独

立 (CI)测试不稳定等问题,提出一种基于最大主子图分解 (MPD)的BN等价类学习算法. 该算法首先通过MPD分解

技术对BN的道德图进行分解;然后利用 0阶和 1阶CI测试识别部分子图中的V结构,对于初步未定的V结构利用

局部评分搜索确定,从而避免了冗余检验,有效地减小了条件集的维数,并且提高了算法的效率;最后,理论证明以及

实验结果表明了所提出算法的有效性和合理性.
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Abstract: To solve the drawbacks of constraint-based method for learning Bayesian networks(BN) and the unreliability of

the conditional independence(CI) tests as the conditioning sets become too large, this paper proposes a structural learning

algorithm based on maximal prime decomposition(MPD). Firstly, MPD technique is used to transform the moral graph of

BN into its sub-graphs. Then, only zero order and first order CI tests are used to identify V-structures in part of sub-graphs

and takes scoring function searches to optimize local structure, so that the number of conditional independence tests can be

decreased. Redundancy tests can be avoided and the time performance can be greatly enhanced. Finally, theoretical and

experimental results show that the new algorithm is effective and reasonable.
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1 引引引 言言言

贝叶斯网络 (BN)[1-2], 又称贝叶斯信度网络

(BBN)或信度网络, 是图论与概率论结合的产物. 经

过十几年的发展,它已广泛地应用于故障检测、医疗

诊断、交通管理、军事目标自动识别、数据挖掘、作战

意图自动估计,以及信息融合等方面[3-5]. 近年来, 从

数据中学习BN受到了国内外学者们的广泛关注, 人

们相继提出了许多种BN结构学习算法[6-9]. 这些算法

大致可归为两类: 基于随机搜索机制的评分搜索方法

和基于约束的方法. 基于约束的方法将该问题看作

约束满足问题,一般需要两个步骤才能得到所求的部

分有向图结构(即贝叶斯网络等价类). 1)根据所观察

到的数据或领域知识通过条件独立 (CI)测试建立道

德图[10-11]; 2) 确定道德图中的V结构和不可逆有向

边. 为了提高 2)的计算效率,本文在深入分析道德图

的结构和性质的基础上,给出了一种基于最大主子图

分解的等价类学习算法 (EC-MPD).该算法不仅证明

了确定BN的V结构等价于确定其所有最大主子图

的V结构, 并且利用这一性质来压缩搜索空间, 从而

将一个高维的网络结构学习问题简化为低维问题.同

时该算法仅执行 0阶和 1阶条件独立测试进行初步弧

定向,对于初步未定的V结构利用BDeu函数[12]进行
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图 1 ASIA网络的各种变形

局部评分搜索确定, 避免了冗余检验, 从而大大减少

了条件独立测试的计算量. 理论和实验证明了算法的

有效性和合理性.

2 贝贝贝叶叶叶斯斯斯网网网络络络及及及其其其等等等价价价类类类

在论述网络中的节点或概率分布中的随机变量

时, 大写字母𝑈 , 𝑉 , 𝑊 表示节点集合或变量集合;带

下标的字母,如𝑉𝑖表示单个节点或变量; 𝐺[𝑈 ]表示由

变量集𝑈导出的无向子图.

2.1 贝贝贝叶叶叶斯斯斯网网网络络络

定定定义义义 1 BN是一个二元组,即BN = (𝐺,𝑃 ). 其

中: 𝐺 = (𝑉,𝐸)为有向无环图 (DAG); 𝑃 为节点的概

率分布,表示节点之间因果影响强度.这里: 𝑉 为节点

集,与领域的随机变量一一对应; 𝐸为有向边集,反映

节点变量之间的因果依赖关系.

给定BN, 存在一个离散变量集合𝑋 = {𝑉1, 𝑉2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑉𝑛}上的联合概率分布,即

𝑃 (𝑉 ) = 𝑃 (𝑉1, 𝑉2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑉𝑛) =

𝑛∏
𝑖=1

𝑃 (𝑉𝑖∣Pa(𝑉𝑖)). (1)

其中: Pa(𝑉𝑖)为变量𝑉𝑖在BN中的父节点集, 展开式

意味着对任意变量𝑉𝑖在给定其父集合Pa(𝑉𝑖)情况

下, 𝑉𝑖独立于除Pa(𝑉𝑖)之外的所有非子孙节点. 本文

用Ind(𝑋,𝑌 ∣𝑍)表示给定变量集𝑍, 变量集𝑋和𝑌 在

概率分布𝑃 下是相互独立, 𝑋 , 𝑌 , 𝑍 ⊂ 𝑉 .

注注注 1 若BN中存在有向边𝑉𝑖 → 𝑉𝑗 , 则称𝑉𝑖

是𝑉𝑗的父节点, 𝑉𝑗是𝑉𝑖的子节点. 若存在有向路

𝑉𝑖 → ⋅ ⋅ ⋅ → 𝑉𝑗 , 则称𝑉𝑖是𝑉𝑗的祖先节点, 𝑉𝑗是𝑉𝑖的

子孙节点.

定定定义义义 2 有向图𝐺 = (𝑉,𝐸)的一条链是指一个

有限非空序列 𝜌 = 𝑉1𝑒1𝑉2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑒𝑙𝑉𝑙+1,其各项交替的是

节点和有向边,其中 𝑒𝑖表示有向边𝑉𝑖 → 𝑉𝑖+1或𝑉𝑖 ←
𝑉𝑖+1, 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙. 任意变量子集𝑍 ⊂ 𝑉 , 𝑍 𝑑-

分离 𝜌当且仅当下面两个条件之一成立: 1) 𝜌包含

形如𝑉𝑖 → 𝑉𝑗 → 𝑉𝑘或𝑉𝑖 ← 𝑉𝑗 → 𝑉𝑘的子链, 并

且𝑉𝑗 ∈ 𝑍; 2) 𝜌包含形如𝑉𝑖 → 𝑉𝑗 ← 𝑉𝑘的子链, 并

且𝑉𝑗和𝑉𝑗的子孙节点都不属于𝑍.

特别地, 𝐺中任意两个不同的子集𝑋 , 𝑌 被集

合𝑍 𝑑-分离当且仅当任意一条经过𝑋𝑖 ∈ 𝑋到达

𝑌𝑖 ∈ 𝑌 的链被𝑍 𝑑-分离.

对于任意BN = (𝐺,𝑃 ), 概率分布𝑃 上所有变

量之间的条件独立都可通过有向图𝐺上的 𝑑-分离

表示出来, 则称BN满足忠实性条件. 假设下文所述

的BN均满足该条件.

给定有向图𝐺 = (𝑉,𝐸), 任意𝑉𝑖, 𝑉𝑗 , 𝑉𝑘 ∈ 𝑉 ,

如果𝑉𝑖, 𝑉𝑗在𝐺中不相邻, 且有向边𝑉𝑖 → 𝑉𝑘, 𝑉𝑗 →
𝑉𝑘 ∈ 𝐸, 则称𝑉𝑖 → 𝑉𝑘 ← 𝑉𝑗是𝐺中的V结构. 将

有向图𝐺的有向边变为无向边, 得到的无向图称为

图𝐺的框架. 有向图𝐺的道德图是通过将𝐺中的有

向边转变为无向边并在具有共同子节点的节点之

间添加无向边得到的, 这些被添加的边称为道德

边. 以图 1(a)中ASIA网络为例, 图 1(b)表示ASIA网

络的框架,图 1(c)表示ASIA网络的道德图,其中边𝑇 -

𝐿和𝐸-𝐵是道德边.

2.2 马马马尔尔尔科科科夫夫夫等等等价价价

BN结构学习就是在给定一个样本数据集合

𝐷的前提下, 寻找一个与训练集𝐷匹配最好的网络

结构, 该结构反映了节点变量间潜在的条件独立关

系.如果任意两个不同的BNs定义了同一联合概率分

布,则称这两个BNs是马尔科夫等价的. 对于大部分

评分函数, 例如: AIC(Akaike information criterion)[13],

BIC(Bayesian information criterion)[14]和BDe(Bayesian

dirichlet equivalent)[12]等, 等价的BNs具有相同的函

数得分[15], 因此, 对BN结构的学习可简化为学习其

等价类. 两个BNs之间是否马尔科夫等价可通过以下

方法进行判断[16].

定定定理理理 1 贝叶斯网络BN1 = (𝐺1, 𝑃1)和BN2 =

(𝐺2, 𝑃2)马尔科夫等价, 当且仅当𝐺1和𝐺2具有相同

的框架和V结构.

定理 1表明,与有向图𝐺等价的图结构是不唯一

的并且不一定都是有向图. 一般地,一个有向图𝐺的

马尔科夫等价类是由一系列结构等价的部分有向图

组成的.

定定定义义义 3 设𝑃 = (𝑉,𝐸𝑝)是一个图,若边集𝐸𝑝中

包含有向边和无向边,则称𝑃 是一个部分有向图. 若

部分有向图𝑃 中不存在有向圈,则称𝑃 是一个部分有

向无环图 (PDAG).
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给定部分有向无环图𝑃 = (𝑉,𝐸𝑝), 任意有向边

𝑉𝑖 → 𝑉𝑗 ∈ 𝐸𝑝, 若存在图𝑃
′
= (𝑉,𝐸𝑝′ )与𝑃 等价, 且

𝑉𝑗 → 𝑉𝑖 ∈ 𝐸𝑝′ ,则称有向边𝑉𝑖 → 𝑉𝑗在𝑃 中是可逆的,

否则是不可逆的. 同理, 对任意无向边𝑉𝑖 − 𝑉𝑗 ∈ 𝐸𝑝,

若存在𝑃1 = (𝑉,𝐸𝑝1)和𝑃2 = (𝑉,𝐸𝑝2)均与𝑃 等价,

且𝑉𝑖 → 𝑉𝑗 ∈ 𝐸𝑝1 , 𝑉𝑗 → 𝑉𝑖 ∈ 𝐸𝑝2 , 则称无向

边𝑉𝑖 − 𝑉𝑗在𝑃 中是可逆的,否则是不可逆的.

定定定义义义 4 设𝑃 = (𝑉,𝐸𝑝)是一个部分有向无环

图, 若𝐸𝑝中的有向边都是不可逆的, 并且𝐸𝑝中的无

向边都是可逆的, 则称𝑃 是一个完全部分有向无环

图 (CPDAG).

任意BN的马尔科夫等价类都存在唯一的完全

部分有向无环图与之等价[17]. 因此, CPDAG可作为

贝叶斯网络等价类的图形化表示, 根据CPDAG的

定义可知, 对于任意弧𝑉𝑖 − 𝑉𝑗 , 若在CPDAG中有向,

则在所有与之等价的有向图中也是有向的, 且方

向与CPDAG中相同;若弧在CPDAG中无向,则在所

有与之等价的有向图中会出现不同方向. 图 1(d)和

图 1(e)是与ASIA网络等价的部分有向图. 图 1(d)中

所有有向边都是不可逆的并且所有无向边都是可

逆的, 因此图 1(d)是完全的; 而图 1(e)中的无向边𝐸-

𝑋是不可逆的,因此图 1(e)是不完全的部分有向图.

3 基基基于于于最最最大大大主主主子子子图图图分分分解解解的的的结结结构构构学学学习习习算算算法法法

如上文所述, BN是随机变量概率依赖关系的图

形化表示, 因此BN结构可通过对样本数据进行有

效的CI测试,并判断所有变量间的连接关系来确定,

这也恰是基于约束方法学习BN结构的基本思想.一

般地, 该类方法分为两个阶段实现. 第 1阶段, 根据

所观察到的数据利用条件独立测试或领域知识建

立BN的道德图 (最小无向独立图);第 2阶段,根据道

德图确定BN的V结构和其余的不可逆有向边,并删

除道德边, 得到一个CPDAG, 即为所求. 针对第 2阶

段的学习, 本文首先利用图论中的最大主子图分解

技术对道德图进行分解; 然后, 通过初步识别每个

子图中的V结构来确定BN中的不可逆有向边, 因

为V结构只包含在形如𝑋 − 𝑌 − 𝑍 −𝑋结构 (简称为

三元组Tr(𝑋,𝑌, 𝑍))的无向子图中, 所以这一过程不

需要对所有子图进行测试,只需测试那些包含在三元

组Tr(𝑋,𝑌, 𝑍)中的边,从而极大地减少了冗余弧和变

量引起的统计因子的计算,提高了算法的效率;最后,

利用BDeu评分函数对初步未定的V结构进行局部搜

索识别, 并确定不在V结构中的其余不可逆有向边.

由于第 1阶段学习道德图结构不是本文讨论的重点,

在此不再赘述,详见文献 [10-11]. 下面给出与算法相

关的基本概念,并给出算法的具体描述及其理论证明.
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图 2 构建ASIA网络最大主子图的过程

3.1 最最最大大大主主主子子子图图图分分分解解解

定定定义义义 5 设𝐺 = (𝑉,𝐸)是一个图, 𝑉
′ ⊆ 𝑉 .

以𝑉
′
为节点集, 以𝐺中两端点均属于𝑉

′
的所有边

作为边集所构成的子图, 称为𝐺的由节点集𝑉
′
导出

的子图,记为𝐺[𝑉
′
].

定定定义义义 6 设𝐺 = (𝑉,𝐸)是一个无向图, 若存

在𝑉 的非空子集𝑉
′
, 𝑆和𝑉

′′
, 且𝑉

′ ∪
𝑆
∪

𝑉
′′

= 𝑉 ,

使𝐺中每一条经过点𝑌
′ ∈ 𝑉

′
到达点𝑌

′′ ∈ 𝑉
′′
的

无向路上至少存在一个点在𝑆中, 则称𝑆分离子

集𝑉
′
和𝑉

′′
;如果𝐺[𝑆]在𝐺中是完全的,则称𝐺是可

分解的,且分解为子图𝐺[𝑉
′ ∪

𝑆]和𝐺[𝑉
′′ ∪

𝑆].

若𝐺[𝑈 ]是𝐺 = (𝑉,𝐸)的一个导出子图且𝐺[𝑈 ]

是不可分解的,则称𝐺[𝑈 ]是𝐺的主子图. 若对任意子

集𝑊 ⊃ 𝑈 , 𝐺[𝑊 ]都是可分解的,则称𝐺[𝑈 ]是𝐺的最

大主子图.

定定定义义义 7 BN的联结树 (JT)是一个二元组, 即

JT = (𝐶,𝑆). 任意𝐶𝑖 ∈ 𝐶, 𝐺[𝐶𝑖]为𝐺𝑚三角化过程中

产生的最大完全子图, 在 JT上𝐶中的元素满足联结

树特性,即给定联结树上的任意两个簇节点𝐶𝑖和𝐶𝑗 ,

在𝐶𝑖和𝐶𝑗之间的路径上所有簇节点包含𝐶𝑖

∩
𝐶𝑗 ;

𝑆为 JT中的边集,任意相邻两个簇节点𝐶𝑖和𝐶𝑗之间

的边𝑆𝑖𝑗 = 𝐶𝑖

∩
𝐶𝑗 .

对一个无向图进行最大主子图分解, 实质上

是寻找这个图的所有最大主子图, 一个图的最大

主子图分解是唯一的[18]. BN上的最大主子图是

指BN的道德图𝐺𝑚的所有最大主子图. 本文利用联

结树算法求解𝐺𝑚的所有最大主子图[18]. 以ASIA网

络为例, 由ASIA网的道德图𝐺𝑚得到如图 2(a)所示

的联结树; 考察任意两个簇节点之间的边, 由于

边 {𝐵,𝐿}导出的无向子图在图 1(c)中是不完全的,

合并簇节点 {𝐵,𝐿, 𝑆}和 {𝐵,𝐸,𝐿}, 得到如图 2(b)所

示的MPD联结树; 由图 2(b)中所有簇节点导出的无
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向子图即为ASIA网的最大主子图,如图 2(c)所示.

3.2 结结结构构构学学学习习习算算算法法法及及及其其其理理理论论论证证证明明明

在给出本文的主要算法之前, 首先给出两个定

理,作为算法的理论依据.

定定定理理理 2 设𝐺𝑚 = (𝑉,𝐸𝑚)表示有向图𝐺 =

(𝑉,𝐸)的道德图,任意𝑉𝑖, 𝑉𝑗 ∈ 𝑉 ,如果存在变量子集

𝑆在𝐺中 𝑑-分离𝑉𝑖和𝑉𝑗 , 当且仅当𝑆在𝐺𝑚中分离

𝑉𝑖和𝑉𝑗 .

定理 2的证明可参阅文献 [19]. 定理 2表明,有向

图中变量间的 𝑑-分离关系等价于其对应道德图中变

量间的分离关系.

定定定理理理 3 设𝐺𝑚 = (𝑉,𝐸𝑚)表示𝐺 = (𝑉,𝐸)的

道德图, 假设𝐺𝑚可分解成它的最大主子图𝐺1
𝑚,

𝐺2
𝑚, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐺𝑘

𝑚, 对于任意𝑉𝑖, 𝑉𝑘, 𝑉𝑗 ∈ 𝑉 , 如果𝑉𝑖 →
𝑉𝑘 ← 𝑉𝑗是𝐺中的V-结构,则至少存在𝐺𝑚的一个最

大主子图包含三元组Tr(𝑉𝑖, 𝑉𝑗 , 𝑉𝑘).

证证证明明明 根据𝐺𝑚的连通性,一定存在𝐺𝑚的子图

包含边𝑉𝑖−𝑉𝑘或𝑉𝑗 −𝑉𝑘. 下面用反证法证明. 假设边

𝑉𝑖 − 𝑉𝑘和𝑉𝑗 − 𝑉𝑘分别属于𝐺𝑚的两个不同子图𝐺𝑝
𝑚

和𝐺𝑞
𝑚, 由最大主子图分解的定义可知, 一定存在

子集𝑆 ⊂ 𝑉 且𝑉𝑘 ∈ 𝑆使得𝑆分离𝐺𝑝
𝑚和𝐺𝑞

𝑚, 从

而𝑉𝑘在𝐺𝑚中分离𝑉𝑖和𝑉𝑗 ,根据定理 2, 𝑉𝑘在𝐺中 𝑑-

分离𝑉𝑖和𝑉𝑗 ,这与𝑉𝑖 → 𝑉𝑘 ← 𝑉𝑗是𝐺中的V-结构矛

盾. 2
定理 3表明, 确定BN中的所有V结构等价于将

其道德图进行最大主子图分解,对包含三元组的子图

进行CI测试.因此, 定理 3将一个高维的结构学习问

题转化为低维的CI测试问题,基于这一思想,下面给

出本文的主要算法.

3.3 CI测测测试试试以以以及及及局局局部部部结结结构构构搜搜搜索索索

与其他基于约束的算法一样, EC-MPD算法需要

运用少量的 0阶和 1阶CI测试确定BN中的V结构.

本文采用𝜒2统计量进行CI测试.给定𝐻0假设: 在给

定数据集𝐷条件下, Ind(𝑉𝑖, 𝑉𝑗 ∣𝑉𝑘)成立. 设𝑁𝑖𝑗𝑘
𝑎𝑏𝑐表

示给定样本数据集中𝑉𝑖 = 𝑎, 𝑉𝑗 = 𝑏, 𝑉𝑘 = 𝑐的样本数

目. 变量𝑉𝑖, 𝑉𝑗和𝑉𝑘在𝐻0假设下的充分统计量为

𝐺2 = 2
∑
𝑎,𝑏,𝑐

𝑁𝑖𝑗𝑘
𝑎𝑏𝑐 log

𝑁𝑖𝑗𝑘
𝑎𝑏𝑐𝑁𝑘

𝑐

𝑁𝑖𝑘
𝑎𝑐𝑁𝑗𝑘

𝑏𝑐
. (2)

定理证明[20], 如果在给定样本数据集条件下, 𝐻0假

设成立,则统计量𝐺2近似服从自由度为 (𝑟𝑖 − 1)(𝑟𝑗 −
1)𝑟𝑘的𝜒2分布, 其中 𝑟𝑖表示变量𝑉𝑖的取值个数. 因

此,可以采用𝜒2检验进行BN弧的定向, 𝜒2检验的置

信度设为 99.5%.

算算算法法法 1 基于最大主子图分解的等价类学习算

法 (EC-MPD)如下:

Input: Data set D; Moral graph 𝐺𝑚 = (𝑉,𝐸𝑚).

Initialization: 𝐸𝑐 = 𝐸𝑚, 𝑇 = ∅;

Construct JT = (𝐶,𝑆)from 𝐺𝑚;

for 𝑆𝑖𝑗 ∈ 𝑆 do

if 𝐺(𝑆𝑖𝑗) is not complete then

𝐶 = 𝐶∪{𝐶𝑖∪𝐶𝑗}∖{𝐶𝑖, 𝐶𝑗}, 𝑆 = 𝑆 ∖{𝑆𝑖𝑗};
end if

end for

Set 𝐺𝑚
𝑙 = 𝐺[𝐶𝑙], 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , ∣𝐶∣;

repeat

for Tr(𝑉𝑖, 𝑉𝑘, 𝑉𝑗) ⊂ 𝐺𝑚
𝑙 , 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , ∣𝐶∣ do

if Ind = (𝑉𝑖, 𝑉𝑗) then

𝐸𝑐 = 𝐸𝑐∪{𝑉𝑖 → 𝑉𝑘, 𝑉𝑗 → 𝑉𝑘}∖{𝑉𝑖−𝑉𝑗};
else if ∃𝑡 ∕= 𝑘, Ind(𝑉𝑖, 𝑉𝑗 ∣𝑉𝑡) then

𝐸𝑐 = 𝐸𝑐∪{𝑉𝑖 → 𝑉𝑘, 𝑉𝑗 → 𝑉𝑘}∖{𝑉𝑖−𝑉𝑗};
else

𝑇 = 𝑇 ∪ Tr(𝑉𝑖, 𝑉𝑘, 𝑉𝑗);

else if

end for

until 𝐸𝑐 has not changed;

Orient the undirected edges in 𝐸𝑐 by using local

BDeu score search method if they appear in the list 𝑇 ;

Orient other edges in 𝐸𝑐 if each opposite of them

creates either a directed cycle or a new V structure;

return 𝑃 𝑐 = (𝑉,𝐸𝑐);

Output: CPDAG 𝑃 𝑐 = (𝑉,𝐸𝑐).

EC-MPD算法首先利用联结树算法对道德图

𝐺𝑚进行最大主子图分解, 并检测分解后的每个

子图是否包含三元组; 然后利用 0阶和 1阶CI测

试初步确定BN中的V结构, 具体包括以下两个准

则: 1)若𝐺𝑚的任意子图包含三元组Tr(𝑉𝑖, 𝑉𝑘, 𝑉𝑗)且

Ind(𝑉𝑖, 𝑉𝑗), 则有𝑉𝑖 → 𝑉𝑘 ← 𝑉𝑗 ; 2) 若𝐺𝑚的任意

子图包含三元组Tr(𝑉𝑖, 𝑉𝑘, 𝑉𝑗)且存在 𝑡 ∕= 𝑘使得

Ind(𝑉𝑖, 𝑉𝑗 ∣𝑉𝑡),则有𝑉𝑖 → 𝑉𝑘 ← 𝑉𝑗 . 容易证明,在CI测

试可靠的条件下, 由准则 1)和 2)得到的局部结构

是BN的V结构.

经过CI测试阶段若仍存在包含无向边的三

元组, 即集合𝑇 非空, 则需要运用评分搜索方法确

定𝑇 中的三元组Tr(𝑉𝑖, 𝑉𝑗 , 𝑉𝑘)是否包含V结构. 本

文采用BDeu函数作为评分标准, BDeu函数是基

于Bayesian Dirichlet先验分布的贝叶斯评分函数的

一种特殊形式,如果取先验等价样本量为 10,结构的

先验信息为 0.001𝜎, 𝜎表示网络中自由参数的数目,

则BDeu函数可表示为
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ℱBDeu(BN, 𝐷) =

log

𝑛∏
𝑖=1

0.001(𝑟𝑖−1)𝑞𝑖×
𝑞𝑖∏

𝑗=1

Γ (10/𝑞𝑖)

Γ (10/𝑞𝑖 +𝑁𝑖𝑗)

𝑟𝑖∏
𝑘=1

Γ (10/(𝑟𝑖 ⋅ 𝑞𝑖) +𝑁𝑖𝑗𝑘)

Γ (10/(𝑟𝑖 ⋅ 𝑞𝑖)) . (3)

其中: 𝑞𝑖表示𝑉𝑖父节点的取值数目; Γ (⋅)表示
Gamma函数; 𝑁𝑖𝑗𝑘表示𝑉𝑖取第 𝑘个值, 同时𝑉𝑖的父

节点取第 𝑗个值的样本数目, 𝑁𝑖𝑗 =
∑
𝑘

𝑁𝑖𝑗𝑘. 在

局部搜索定向过程中, 根据BDeu函数的可分解

性和评分等价性, 本文只需要对包含在𝑇 中的任

意三元组Tr(𝑉𝑖, 𝑉𝑗 , 𝑉𝑘)的以下 4种结构进行局部评

分, 即计算子结构𝑉𝑖 → 𝑉𝑗 ← 𝑉𝑘, 𝑉𝑗 → 𝑉𝑘 ← 𝑉𝑖,

𝑉𝑘 → 𝑉𝑖 ← 𝑉𝑗和𝑉𝑖 − 𝑉𝑗 − 𝑉𝑘 − 𝑉𝑖的评分增益.因此,

最多计算 4∣𝑇 ∣次得分函数, 其中 ∣𝑇 ∣表示𝑇 中包含三

元组的数目. 事实上, 根据网络的无圈约束和第 1阶

段的CI测试结果,以上 4种情况中可能存在无效的子

结构,从而实际计算评分函数的次数远远小于 4∣𝑇 ∣.

4 实实实 验验验

为了测试EC-MPD算法的性能, 本文采用通用

的Benchmark数据集ALARM网络[21]来完成下面的

实验，并将测试结果与基于等价类空间的 PC算

法[22]和TPDA算法[23]进行比较. 实验的运行环境为:

操作系统Windows XP, CPU为Pentium4 2.8 GHz, 内

存为 512 MB.

表 1 3种算法在ALARM数据集上的实验结果

EC-MPD PC TPDA
Data size

ex mi SHD ex mi SHD ex mi SHD

1 000 2.8 3.6 15.4 1.3 8.1 24.1 64.6 2.5 84.3

2 000 2.9 2.4 15.2 0.0 6.3 22.3 62.2 3.3 83.5

5 000 2.9 1.4 15.2 0.2 3.4 20.9 65.5 2.5 88.5

8 000 2.2 0.7 14.8 0.1 2.5 21.0 54.8 2.5 74.5

10 000 2.4 0.6 12.8 0.3 1.7 20.7 51.5 2.5 73.6

为了保证 PC算法和TPDA算法与本文算法在

完全相同的实验条件下进行, 本文采用原网络的道

德图作为初始候选图, 在不同样本数据集上分别独

立运行 10次进行测试, 测试结果如表 1所示. 其中:

mi和 ex分别表示与真实网络的CPDAG相比,算法未

确定出的平均边数目和算法确定出的平均冗余边

数目; SHD表示实验得到的网络与真实网络的结构

海明距离, 即将算法确定的最优图结构转化为真实

网络的CPDAG所需要的平均运算总数目 (包括添加

边、删除边、反转边).

由表 1可知, TPDA算法得到的冗余边数目最多,

PC算法得到的冗余边数目最少而丢失的边数目最多,

而本文算法虽然丢失的边数目多于 PC算法, 但结构

海明距离是最小的, 并且随着样本量的增加, 学习精

度比前两种算法有明显变化.

EC-MPD PC TPDA
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图 3 3种算法在ALAM数据集上得到的正确边数目
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图 4 3种算法的时间性能比较

图 3为 PC算法、TPDA算法和本文算法在不同

样本数据集上分别独立运行 10次得到的平均正确边

数目, 图 4为相对应的运行时间比较. 由实验结果可

知,本文算法的运算时间在整个样本容量的范围上都

优于其他两种算法,并且在样本容量小的情况下得到

的正确边数目最多, 同时在样本容量较大时, 本文算

法的时间性能优势更加明显. 究其原因,一方面,本文

算法利用评分函数对CPDAG中的不可逆有向边进行

局部搜索,提高了算法的学习精度;另一方面,该算法

通过最大主子图分解技术分解约束空间,极大地减少

了大量冗余弧和变量引起的统计因子的计算, 同时,

对分解后的道德图仅利用 0阶和 1阶条件独立测试确

定V结构,从而有效减小了条件集的维数和独立性计

算的次数,具体表现在时间性能随样本容量的增加缓

慢地增长,这也表明本文算法具有良好的处理较大数

据集的能力.

5 结结结 论论论

本文提出了基于最大主子图分解的贝叶斯网络

等价类学习算法. 该算法通过将一个大的网络结构分

解为其最大主子图,从而对BN结构学习进行分解,有

效降低了计算复杂度并提高了条件独立测试的效率.

同时本文从理论上严格证明了该算法的正确性和有

效性, 且给出了算法的时间复杂度分析及实验分析,

为贝叶斯网络广泛用于解决实际问题提出了一种新

的方案.该方法适用于节点较多的大型网络和复杂型

贝叶斯网络. 下一步将研究如何将该方法推广到链图

的结构学习中,并进行网络的局部优化学习.
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