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摘 要: 针对线性控制回路性能评估会因非线性因素的引入而出现过估计的问题,提出一种性能评估方法. 通过计

算输出信号的双相干系数对回路的非线性特征进行提前判断,然后使用Volterra级数将其最小方差性能评估问题转

化为一类模型辨识问题.通过仿真实例,将所得结果和线性性能评估方法进行比较,比较结果验证了所提出算法的优

越性.
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Abstract: For the over-estimation problem existing in the performance assessment of linear control loops resulted from

nonlinearites introduction, a performance assessment method is presented. The bicoherence is used to quantify the nonlinear

property presented in the output signals before selected assessment methods. Then the minimum variance performance

assessment is converted into model identification with the help of volterra series. Finally, a simulation example indicates

that the proposed algorithm gives better minimum variance performance bound compared with existing methods for linear

system performance assessment.
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1 引引引 言言言

控制性能评估是一种保证控制系统有效运行的

辅助管理技术,其基本思想是从系统运行数据中估计

控制回路的性能指标.近年对控制性能评估的研究及

应用主要限于线性系统[1]. 实际中, 由于数据测量或

阀门摩擦等原因,控制回路会被引入非线性, 如继续

使用线性评估方法对系统进行性能评估,所得结论可

能并不具有指导意义[2]. 因此,在进行性能评估之前,

先检测系统中是否存在非线性再选择合适的评估方

法更具合理性. 高阶统计量是分析非高斯和非线性信

号的重要数学工具,其主要作用之一就是检测时间序

列中的非线性[3-5].

本文基于高阶统计量中常用的双谱和双相干系

数的概念,利用双相干系数来检测过程中的非线性特

征,进而给出了一类叠加有线性干扰的非线性系统的

性能评估方法, 结合使用Volterra级数从系统运行数

据中估计得到最小方差值.最后, 通过一个仿真实例

对该方法进行验证.

2 非非非线线线性性性检检检测测测

高阶统计量通常指高阶矩、高阶累积量以及其

谱-高阶矩谱和高阶累积量谱这 4种主要统计量. 类似

于功率谱定义为自相关函数的傅里叶变换一样,时间

信号𝑥(𝑡)的双谱定义为其三阶累积量的二维傅里叶

变换[3, 5],即

𝐵(𝑓1, 𝑓2) ≜ 𝐸[𝑋(𝑓1)𝑋(𝑓2)𝑋
∗(𝑓1 + 𝑓2)]. (1)

其中：𝐵(𝑓1, 𝑓2)为双频 (𝑓1, 𝑓2)对应的双谱, 𝑋(𝑓)为

时间信号的离散傅立叶变换值.可以看出,双谱的值

不仅取决于相位耦合的程度,而且和相互作用频率的
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振幅有关. 为此,将双谱做归一化处理得到双相干系

数

bic2(𝑓1, 𝑓2) ≜
∣𝐵(𝑓1, 𝑓2)∣2

𝐸[∣𝑋(𝑓1)𝑋(𝑓2)∣2]𝐸[∣𝑋(𝑓1 + 𝑓2)∣2]
. (2)

其中：bic(𝑓1, 𝑓2)为双相干函数,它与振幅无关,其值

介于 0和 1之间.

考虑如下形式的线性离散时间序列:

𝑥(𝑘) =
∑
𝑛

ℎ(𝑛)𝑒(𝑘 − 𝑛). (3)

其中: 𝑒(𝑘)为独立同分布随机序列,其数字特征为

𝐸[𝑒(𝑘)] = 0, 𝜎2
𝑒 = 𝐸[𝑒2(𝑘)], 𝜇3 = 𝐸[𝑒3(𝑘)].

则其功率谱和双谱分别为

𝑃 (𝑓) = 𝜎2
𝑒 ∣𝐻(𝑓)∣2 ≡ ∣𝑋(𝑓)𝑋∗(𝑓)∣2 , (4)

𝐵(𝑓1, 𝑓2) =
𝜇3

(2𝜋)2
𝐻(𝑓1)𝐻(𝑓2)𝐻

∗(𝑓1 + 𝑓2), (5)

其中𝐻(𝑓) =
∑
𝑛

ℎ(𝑛)e− inf . 则线性时间序列𝑥(𝑘)的

双向干系数的平方整理可得

bic2(𝑓1, 𝑓2) =
∣𝐸[𝐵(𝑓1, 𝑓2)]∣2

𝐸[∣𝑃 (𝑓1)∣ ∣𝑃 (𝑓2)∣]𝐸[∣𝑃 (𝑓1 + 𝑓2)∣] =

𝜇2
3/(2π𝜎

6
𝑒). (6)

上式表明,线性信号的双相干系数平方值和双频

无关,也就是说其在双频平面上是一个常量. 由经典

信号处理知识可知,高斯随机过程经过任意一个线性

系统后,仍然是一个高斯过程. 对于设定值固定的有

干扰的调节控制过程,其输出可看作是干扰经过程处

理所得信号.所以, 可通过计算输出信号的双相干系

数平方是否为常量来判断过程是否为非线性的[4-5].

另外,频率间 𝑓1, 𝑓2和 (𝑓1 + 𝑓2)的相位耦合程度也说

明了𝑋(𝑓1)𝑋(𝑓2)和𝑋(𝑓1+𝑓2)的二次非线性关系,双

相干系数值的大小表明了非线性程度的强弱.

3 非非非线线线性性性系系系统统统的的的最最最小小小方方方差差差性性性能能能

对于任意线性控制系统,其输出信号的最小方差

与所采用的控制器参数无关,此最小方差称为系统反

馈不变量[1, 6]. 非线性系统并非都存在最小方差反馈

不变量[7],考虑如下非线性系统:

𝑦𝑡 = 𝑓(𝑦∗𝑡−1, 𝑢
∗
𝑡−𝑏) +𝐷𝑡. (7)

其中: 𝑦𝑡为在输入𝑢𝑡作用下的输出; 𝑏为系统延迟;

𝐷𝑡为外部干扰; 𝑓(⋅)为非线性函数, 其值由系统 𝑡时

刻之前变量 𝑦∗𝑡−1和𝑢∗
𝑡−𝑏来确定. 这里: 𝑦∗𝑡−1表示 𝑦𝑡−𝑖,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛𝑦; 𝑢∗
𝑡−𝑏表示𝑢𝑡−𝑏−𝑗 , 𝑗 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛𝑢. 该

非线性系统最小方差控制器的设计和推导见文献 [7].

文献 [8]已经证明,对于如下形式系统:

𝛿(𝑞−1)𝑦𝑡 = 𝑓(𝑦∗𝑡−𝑏, 𝑢
∗
𝑡−𝑏) + 𝐷̃𝑡, (8)

其 𝑏步超前预测误差和操作变量相独立,所以其最小

方差反馈不变量存在. 其中 𝐷̃𝑡满足

𝜙(𝑞−1)∇𝑑𝐷̃𝑡 =

𝑎𝑡 +

𝑚∑
𝑖=1

𝜃𝑖𝑎𝑡−𝑖 +

𝑚∑
𝑖=1

𝑚∑
𝑗=𝑖

𝜃𝑖𝑗𝑎𝑡−𝑖𝑎𝑡−𝑗 + ⋅ ⋅ ⋅+

𝑚∑
𝑖1=1

⋅ ⋅ ⋅
𝑚∑

𝑖𝑘=𝑖𝑘−1

𝜃𝑖1⋅⋅⋅𝑖𝑘𝑎𝑡−𝑖1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑎𝑡−𝑖𝑘 . (9)

这里: {𝑎𝑡}为均值为𝑢𝑎, 方差为𝜎2
𝑎的白噪声序列,

𝜙(𝑞−1)和 𝛿(𝑞−1)均为首元素为一的稳定多项式. 则

式 (8)经整理后为

𝑦𝑡+𝑏 = 𝑦𝑡+𝑏/𝑡 + 𝑒𝑡+𝑏/𝑡. (10)

其中

𝑦𝑡+𝑏/𝑡 = 𝛿−1(𝑞−1)𝑓(𝑦∗𝑡 , 𝑢
∗
𝑡 ) + 𝐷̂𝑡+𝑏/𝑡,

𝛿(𝑞−1)𝐷𝑡 = 𝐷̃𝑡;

预测误差可表示为

𝑒𝑡+𝑏/𝑡 = 𝑦𝑡+𝑏 − 𝑦𝑡+𝑏/𝑡 = 𝐷𝑡+𝑏 − 𝐷̂𝑡+𝑏/𝑡. (11)

若干扰 𝐷̃𝑡用线性ARIMA模型表示,即

𝐷̃𝑡 =
𝜃(𝑞−1)

𝜙(𝑞−1)∇𝑑
𝑎𝑡,

其中∇ = 1− 𝑞−1. 则可得

𝑒𝑡+𝑏/𝑡 = (1 + 𝜑1𝑞
−1 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝜑𝑏−1𝑞

−(𝑏−1))𝑎𝑡+𝑏, (12)

𝛿(𝑞−1)𝑦𝑡+𝑏/𝑡 = 𝑓(𝑦∗𝑡 , 𝑢
∗
𝑡 ) +

𝑃𝑏(𝑞
−1)

𝜙(𝑞−1)∇𝑑
𝑎𝑡 =

𝑓(𝑦∗𝑡 , 𝑢
∗
𝑡 ) +

𝑃𝑏(𝑞
−1)

𝜙(𝑞−1)∇𝑑
(𝑦𝑡 − 𝑦𝑡/𝑡−1) =

𝑓(𝑦∗𝑡 , 𝑢
∗
𝑡 ) +

𝑃𝑏(𝑞
−1)

𝜃(𝑞−1)
𝐷̃𝑡. (13)

其中: 系数𝜑和多项式𝑃𝑏(𝑞
−1)由下式得到

𝜃(𝑞−1)

𝜙(𝑞−1)∇𝑑𝛿(𝑞−1)
=1 + 𝜑1𝑞

−1 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝜑𝑏−1𝑞
−(𝑏−1)+

𝑞−𝑏𝑃𝑏(𝑞
−1)

𝜙(𝑞−1)∇𝑑𝛿(𝑞−1)
. (14)

考虑采用一个线性或非线性反馈控制器 𝑔(⋅),则
式 (8)对应闭环系统的 𝑏步超前预测为

𝛿(𝑞−1)𝑦𝑡+𝑏/𝑡 = 𝑓(𝑦∗𝑡 , 𝑔(𝑦
∗
𝑡 − 𝑦𝑠𝑝)) +

𝑃𝑏(𝑞
−1)

𝜙(𝑞−1)∇𝑑
𝑎𝑡,

(15)

其中 𝑦𝑠𝑝表示设定值,本文假设其值固定.

上式可进一步整理得

𝜃(𝑞−1)𝑦𝑡+𝑏/𝑡 =

𝜃(𝑞−1)

𝛿(𝑞−1)
𝑓(𝑦∗𝑡 , 𝑔(𝑦

∗
𝑡 − 𝑦𝑠𝑝))−

𝑃𝑏(𝑞
−1)

𝛿(𝑞−1)
𝑓(𝑦∗𝑡−𝑏, 𝑔(𝑦

∗
𝑡−𝑏 − 𝑦𝑠𝑝)) + 𝑃𝑏(𝑞

−1)𝑦𝑡 =

𝜙(𝑞−1)∇𝑑
( 𝜃(𝑞−1)

𝜙(𝑞−1)∇𝑑𝛿(𝑞−1)
−

𝑞−𝑏𝑃𝑏(𝑞
−1)

𝜙(𝑞−1)∇𝑑𝛿(𝑞−1)

)
𝑓(𝑦∗𝑡 , 𝑔(𝑦

∗
𝑡 − 𝑦𝑠𝑝)) + 𝑃𝑏(𝑞

−1)𝑦𝑡.

(16)



第 10期 王志国等： 一类非线性系统的最小方差性能评估策略 3

再由式 (14)可得

𝜃(𝑞−1)𝑦𝑡+𝑏/𝑡 =

𝜙(𝑞−1)∇𝑑(1 + 𝜑1𝑞
−1 + ⋅ ⋅ ⋅+

𝜑𝑏−1𝑞
−(𝑏−1))𝑓(𝑦∗𝑡 , 𝑔(𝑦

∗
𝑡 − 𝑦𝑠𝑝)) + 𝑃𝑏(𝑞

−1)𝑦𝑡. (17)

令

𝐴(𝑞−1) = 𝜃(𝑞−1), 𝐶(𝑞−1) = 𝑃𝑏(𝑞
−1),

𝐵(𝑞−1) = 𝜙(𝑞−1)∇𝑑(1 + 𝜑1𝑞
−1 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝜑𝑏−1𝑞

−(𝑏−1)).

则式 (17)可整理为一非线性自回归 (NLAR)形式,即

𝐴(𝑞−1)𝑦𝑡+𝑏/𝑡 =

𝐵(𝑞−1)𝑓(𝑦∗𝑡 , 𝑔(𝑦
∗
𝑡 − 𝑦𝑠𝑝)) + 𝐶(𝑞−1)𝑦𝑡. (18)

4 基基基于于于Volterra级级级数数数的的的最最最小小小方方方差差差性性性能能能估估估计计计
Volterra级数可看作是Taylor级数的推广, Taylor

级数用于描述静态系统, 而Volterra级数可描述非线

性动态系统. 对于单输入单输出 (SISO)的非线性系

统,其输入输出关系可用Volterra级数表示为

𝑦𝑡 =

∞∑
𝑖=0

ℎ𝑖𝑥𝑡−𝑖 +

∞∑
𝑖=0

∞∑
𝑗=𝑖

ℎ𝑖𝑗𝑥𝑡−𝑖𝑥𝑡−𝑗 + ⋅ ⋅ ⋅+

∞∑
𝑖0=0

⋅ ⋅ ⋅
∞∑

𝑖𝑘=𝑖𝑘−1

ℎ𝑖1⋅⋅⋅𝑖𝑘𝑥𝑡−𝑖1 ⋅ ⋅ ⋅𝑥𝑡−𝑖𝑘 . (19)

其中: 𝑥𝑡为输入信号; ℎ𝑖, ℎ𝑖𝑗 , ⋅ ⋅ ⋅ , ℎ𝑖1⋅⋅⋅𝑖𝑘分别是 𝑘阶

Volterra核,为待辨识项.

考虑非线性函数仅为输入信号的函数, 即

𝑓(𝑦∗𝑡−𝑏, 𝑢
∗
𝑡−𝑏) = 𝑓(𝑢∗

𝑡−𝑏). 则式 (8)的有限Volterra级

数可近似表示为

𝛿(𝑞−1)𝑦𝑡 = ℎ𝐿′(𝑢∗
𝑡 ) + 𝐷̃𝑡 =

𝐿′−1∑
𝑖=𝑏

ℎ𝑖𝑢𝑡−𝑖 +

𝐿′−1∑
𝑖=𝑏

𝐿′−1∑
𝑗=𝑖

ℎ𝑖𝑗𝑢𝑡−𝑖𝑢𝑡−𝑗 + ⋅ ⋅ ⋅+

𝐿′−1∑
𝑖1=𝑏

⋅ ⋅ ⋅
𝐿′−1∑

𝑖𝑘=𝑖𝑘−1

ℎ𝑖1⋅⋅⋅𝑖𝑘𝑢𝑡−𝑖1 ⋅ ⋅ ⋅𝑢𝑡−𝑖𝑘 + 𝐷̃𝑡. (20)

假设 𝑦𝑠𝑝 = 0, 则其对应闭环系统的有限

Volterra级数表示为

𝛿(𝑞−1)𝑦𝑡 = ℎ𝐿′(𝑔(𝑦𝑡)) + 𝐷̃𝑡 =

𝐿−1∑
𝑖=𝑏

ℎ′
𝑖𝑦𝑡−𝑖 +

𝐿−1∑
𝑖=𝑏

𝐿−1∑
𝑗=𝑖

ℎ′
𝑖𝑗𝑦𝑡−𝑖𝑦𝑡−𝑗 + ⋅ ⋅ ⋅+

𝐿−1∑
𝑖1=𝑏

⋅ ⋅ ⋅
𝐿−1∑

𝑖𝑘=𝑖𝑘−1

ℎ′
𝑖1⋅⋅⋅𝑖𝑘𝑦𝑡−𝑖1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦𝑡−𝑖𝑘 + 𝐷̃𝑡, (21)

其中𝐿为记忆长度.则式 (18)表示的 𝑏步超前预测有

多项式自回归形式为

𝐴(𝑞−1)𝑦𝑡+𝑏/𝑡 =

𝐿−1∑
𝑖=0

ℎ′′
𝑖 𝑦𝑡−𝑖 +

𝐿−1∑
𝑖=0

𝐿−1∑
𝑗=𝑖

ℎ′′
𝑖𝑗𝑦𝑡−𝑖𝑦𝑡−𝑗 + ⋅ ⋅ ⋅+

𝐿−1∑
𝑖1=0

⋅ ⋅ ⋅
𝐿−1∑

𝑖𝑘=𝑖𝑘−1

ℎ′′
𝑖1⋅⋅⋅𝑖𝑘𝑦𝑡−𝑖1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦𝑡−𝑖𝑘 . (22)

定义系统的输入矩阵𝑃 和输出矩阵𝑌 分别为

𝑃 = [𝑋(𝑛), 𝑋(𝑛+ 1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋(𝑛+𝑀 − 1)]T, (23)

𝑌 = [𝑦(𝑛+ 𝑏), 𝑦(𝑛+ 𝑏+ 1), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑦(𝑛+ 𝑏+𝑀 − 1)]T. (24)

其中

𝑋(𝑛) =

[𝑦(𝑛), 𝑦(𝑛− 1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦(𝑛− 𝐿+ 1),

𝑦2(𝑛), 𝑦(𝑛)𝑦(𝑛− 1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦2(𝑛− 𝐿+ 1), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑦𝑘(𝑛), 𝑦(𝑛) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦(𝑛− 𝑖𝑘), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑘(𝑛− 𝐿+ 1)]T. (25)

这里: 𝑛为数据起点, 𝑀为数据长度.

再定义向量𝐻 ,它是与𝑋(𝑛)相对应的顺序排列

的

Volterra核,即

𝐻 =[ℎ′′
0 , ℎ

′′
1 , ⋅ ⋅ ⋅ , ℎ′′

𝐿−1, ℎ
′′
00, ℎ

′′
01, ⋅ ⋅ ⋅ ,

ℎ′′
(𝐿−1)(𝐿−1), ⋅ ⋅ ⋅ , ℎ′′

𝑖1⋅⋅⋅𝑖𝑘 , ⋅ ⋅ ⋅ , ℎ′′
(𝐿−1)⋅⋅⋅(𝐿−1)].

(26)

不失实际意义,假设𝐴(𝑞−1) = 1,则有

𝑌 = 𝑃𝐻T + 𝐸, (27)

其中𝐸 = [𝑒𝑛+𝑏 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑒𝑛+𝑏+𝑀−1]
T为误差.

若已知非线性系统的输入序列和输出序列,则求

解式 (27)为一个标准的最小二乘问题.

𝐻̂ = (𝑃T𝑃 )−1𝑃T𝑌. (28)

假设向量𝐻长度为𝑛ℎ, 则非线性系统的最小方

差估计值为

𝜎̂2
𝑀𝑉 = 𝐸T𝐸/(𝑀 − 𝑛ℎ). (29)

待辨识向量𝐻的长度𝑛ℎ与Volterra级数的记忆

长度和阶次有关, 且随记忆长度和阶次的增加呈指

数增加,虽然大的𝑛ℎ会使Volterra级数更接近所描述

的非线性系统,但这会造成辨识的维数灾难问题.一

般的, 多数实际系统都可用有限记忆长度和有限阶

次的Volterra级数近似描述,通过选择向量𝐻中对系

统输出贡献较大的少数Volterra核而忽略贡献小的项

可有效减少辨识计算量. 结合使用正交最小二乘算

法[9-10]和AIC(Akaike information criterion)可确定𝑛ℎ.

5 仿仿仿真真真实实实例例例

为了验证前面所述,考虑如下非线性系统模型:

𝑦𝑡 = 0.2𝑢𝑡−3 + 0.3𝑢𝑡−4 + 𝑢𝑡−5 + 0.8𝑢2
𝑡−3 +

0.8𝑢𝑡−3𝑢𝑡−4 − 0.7𝑢2
𝑡−4 − 0.5𝑢2

𝑡−5 −
0.5𝑢𝑡−3𝑢𝑡−5 + 𝐷̃𝑡. (30)
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其中: 干扰用一ARIMA(2, 0, 0)时序过程表示,即

𝐷̃𝑡 =
𝑎𝑡

1− 1.6𝑞−1 + 0.8𝑞−2
. (31)

这里: 𝑎𝑡为均值为 0, 方差为 0.1的白噪声序列. 简

单推导可知, 此非线性系统的最小方差真实值为

0.665 76. 选择如下形式PI控制器:

𝑢𝑡 = −0.3− 0.2𝑞−1

1− 𝑞−1
(𝑦𝑡 − 𝑦𝑠𝑝). (32)

仿真中所用高阶统计量分析参数如下: 样本数

据长度为 4 096, 分段长度为 64, 数据重叠率为 50%,

Hanning窗, DFT长度为 128.

图 1(a)为式 (30)去除二次非线性成分后的线性

系统的一组输出信号 𝑦linear, 图 1(b)为非线性系统的

一组输出信号 𝑦nonlinear,从图中不能直接辨别出哪种

系统有非线性特征;图 1(c)和图 1(d)分别为线性和非

线性情况下输出信号的功率谱, 从中也不能判断是

否有非线性存在; 图 1(e)和图 1(f)分别为两种情况下

的双相干系数平方三维图, 线性系统中最大双相干

系数值为 0.039 7, 图中没有明显的尖峰, 而非线性情

况下有多个较大的尖峰, 且其中最大双相干系数值

为 0.636 2, 这表明双相干系数在所有双频下不是常

量,信号产生过程为一非线性过程且非线性程度较强.
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图 1 系统输出信号和频谱特征图

为了估计非线性系统最小方差值,采集 1 000个

系统输出值构成数据集, 依照式 (23)和 (24)分别组

成回归变量矩阵和实际输出矩阵. 采用正交最小

二乘方法可辨识得到Volterra核, 从辨识误差中计算

得到系统最小方差估计𝜎2
𝑀𝑉 . 实验在不同的白噪

声下重复 500次. 采用LAR (linear autoregressive)方

法[6]所估计的最小方差平均值𝜎2
𝑀𝑉 = 1.548 0, 本文

Volterra级数法所得平均值𝜎2
𝑀𝑉 = 0.706 8. 图 2为两

种方法估计所得最小方差比较盒图.
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图 2 最小方差估计值的比较盒图

明显地, LAR方法估计的𝜎2
𝑀𝑉 和真实值差距较

大,这说明在进行系统性能评估之前进行非线性检测

是必要的,不然所得性能评价结论可能对操作人员产

生误导. 由Volterra级数法所估计最小方差基本接近

真实值, 存在偏差是由于采用有限Volterra级数描述

非线性系统时的截断误差所致.

6 结结结 论论论

本文以一类叠加有线性干扰的非线性系统为仿

真实例,验证了使用线性性能评估方法对非线性系统

性能评估的不合理性,通过在评估环节之前增加非线

性检测环节,使用双相干系数对输出信号进行分析判

断是否有非线性特征存在,从而据此选择非线性的评

估方法. 此评估方法的主要思想是,用Volterra级数近

似非线性系统,将构造 𝑏步超前预测模型问题转为一

系统辨识问题,从辨识误差即可得到系统最小方差估

计.

文中分析仅限于 SISO系统, 将研究扩展到

MISO和MIMO非线性系统的性能评估将是今后要

开展的工作.
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