
第 27卷 第 10期
Vol. 27 No. 10

控 制 与 决 策
Control and Decision

2012年 10月
Oct. 2012

非匹配不确定系统的自适应反步非奇异快速终端滑模控制

文章编号: 1001-0920 (2012) 10-0000-00

李 浩1a,1b, 窦丽华1a,1b, 苏 中2

(1. 北京理工大学 a.自动化学院，b.复杂系统智能控制与决策教育部重点实验室，北京
100081；2. 北京信息科技大学现代测控技术教育部重点实验室，北京 100081)

摘 要: 针对一类𝑛阶非匹配不确定系统,提出一种自适应反步非奇异快速终端滑模控制方法. 控制的前𝑛− 1步采

用自适应反步控制策略,消除非匹配不确定性的影响;最后一步利用误差的积分构造非奇异快速终端滑模面,设计控

制律使系统第𝑛个状态有限时间收敛. 该方法对系统中匹配和非匹配不确定项均具有鲁棒性,比自适应反步终端滑

模方法具有更快的收敛速度.理论分析证明了闭环系统的稳定性,仿真结果验证了该方法的有效性.
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Abstract: An adaptive backstepping non-singular fast terminal sliding mode control is proposed for a class of 𝑛-order

systems with mismatched uncertainties. For the first 𝑛−1 steps, the backstepping method is adopted and uncertain parameters

are estimated by using adaptive law, thus the mismatched uncertainties are restrained. A non-singular fast terminal sliding

mode is conformed with the integration of the error in the 𝑛-th step, and control law is designed to achieve the finite time

convergence of the 𝑛-th system state. As a whole the system is robust to both matched and mismatched uncertainties. In

comparison with the adaptive backstepping terminal sliding method, the proposed control method enhances the convergence

rate. Theory analysis proves the stability of the close-loop system, and simulation results show the effectiveness of the

proposed method.
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1 引引引 言言言

不确定系统的控制是控制领域的热点问题,滑模

控制是处理系统中不确定性的有效方法之一.当不确

定性满足匹配条件时,滑模控制具有“不变性”[1],其控

制器设计简单,鲁棒性强,在电机、机械臂、倒立摆等

系统控制中得到广泛应用[2]. 而对于非匹配不确定性,

滑模控制则不再具有“不变性”, 丧失了强鲁棒性. 反

步设计方法是解决非匹配不确定性问题的一种控制

策略,它在中间过程的每一步引入虚拟控制量, 通过

逐步递推修正控制算法, 并基于Lyapnuov稳定性理

论来设计实现系统稳定控制的控制器[3].

将滑模控制与自适应反步控制相结合, 可实现

对非匹配不确定系统的控制,并提高系统鲁棒性. 文

献 [4]提出了一种逐步递推的多滑模面自适应控制策

略,简化了高阶系统的控制问题,并应用于电液伺服

系统的跟踪控制中, 设计了虚拟控制量相互解耦的

控制器; [5]在反步设计的最后一步使用滑模控制,使

反步控制可应用于更一般的非线性系统, 并提高了

滑模控制对非匹配不确定性的鲁棒性能; [6]在线性

感应电机的跟踪控制中将自适应反步控制和滑模控
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制相结合,采用自适应方法对摩擦、负载和系统参数

构成的集总不确定性的上界进行估计, 利用滑模控

制保证系统的鲁棒性, 系统具有良好的响应性能,并

在FPGA平台上实现了该算法[7]; [4-7]中使用的是传

统的线性滑模控制,为了提高系统的收敛速度; [8]针

对一类参数严格反馈的不确定非线性系统,在自适应

反步设计的最后一步使用非奇异终端滑模控制,使系

统最后一个状态有限时间收敛,从而提高了系统的收

敛速度和稳态跟踪精度; [9]则在严格反馈块控非线

性系统的最后一步基于自适应反步法的结果设计终

端滑模面, 得到具有全局收敛的自适应终端滑模控

制器,并应用于战斗机 6自由度机动控制中. 然而,文

献 [8-9]中采用的终端滑模面只有在系统平衡点附近

才具有快速收敛性, 当系统状态远离平衡点时, 终端

滑模控制的收敛速度不如线性滑模控制.

本文针对𝑛阶参数严格反馈的非匹配不确定系

统,提出一种自适应反步非奇异快速终端滑模控制方

法,使系统对匹配不确定性和非匹配不确定性均具有

鲁棒性. 系统控制的前𝑛− 1步采用反步控制策略,设

计了自适应律估计系统的未知参数,从而抑制了非匹

配扰动对系统的影响.第𝑛步采用非奇异快速终端滑

模控制, 可保证系统的第𝑛个状态有限时间收敛, 从

而实现系统的稳定控制.非奇异快速终端滑模控制使

系统在远离平衡点和平衡点附近都具备快速收敛性,

可以提高系统的收敛速度和稳态跟踪精度.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑如下𝑛阶参数严格反馈系统[3]:⎧⎨⎩

𝑥̇𝑖 = 𝑥𝑖+1 + 𝜙T
𝑖 (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖)𝜃,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1;

𝑥̇𝑛 = 𝑓(𝑥) + 𝑏𝑢+Δ𝐹 (𝑡);

𝑦 = 𝑥1.

(1)

其中: 𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛]
T为系统状态向量, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛,

𝑥可测; 𝑢, 𝑦 ∈ 𝑅1, 𝑢和 𝑦分别为系统输入和输出;

𝑓(𝑥)为已知函数; 𝑏为已知常数, 𝑏 ∕= 0; Δ𝐹 (𝑡)为满

足匹配条件的不确定项; 𝜙𝑖(𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖) ∈ 𝑅𝑚(𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛 − 1)为系统状态的函数; 𝜃 ∈ 𝑅𝑚为未知参

数; 𝜙T
𝑖 (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖)𝜃为系统中的非匹配不确定项.

假假假设设设 1 未知参数 𝜃有界, 且界值已知即 𝜃 ∈
{𝜃 : 𝜃min ⩽ 𝜃 ⩽ 𝜃max}. 其中: 𝜃min和 𝜃max分别为 𝜃的

最大值和最小大值,且 𝜃min和 𝜃max已知.

假假假设设设 2 Δ𝐹 (𝑡)有界,即 ∃𝜁 > 0,使得 ∣Δ𝐹 (𝑡)∣ ⩽
𝜁,且 𝜁已知.

本文的控制目的是: 针对系统 (1),在满足假设 1,

假设 2的条件下,设计自适应反步快速终端滑模控制,

使系统输出 𝑦跟踪有界的期望轨迹𝑥𝑑,并对系统中不

确定性具有鲁棒性.

3 适适适应应应反反反步步步快快快速速速终终终端端端滑滑滑模模模控控控制制制

自适应反步控制中采用逐步递推的设计步骤,

首先定义系统误差; 然后, 在每一步设计虚拟控制

量和用于参数估计的调节函数, 使每个子系统具备

Lyapunov稳定性,从而消除可参数化非匹配不确定性

的影响[3].

本文的自适应反步非奇异快速终端滑模控制方

法在控制的前𝑛− 1步与文献 [8]类似,使用自适应反

步控制策略处理参数化非匹配不确定项;而在第𝑛步

则采用非奇异快速终端滑模控制,利用第𝑛步误差和

误差的积分构造非奇异快速终端滑模面,并设计控制

律使第𝑛步误差有限时间收敛,抑制匹配不确定性的

影响. 所设计的控制器可实现整个系统的稳定控制,

并使系统对匹配和非匹配不确定性均具有鲁棒性.

3.1 自自自适适适应应应反反反步步步控控控制制制

定义系统 (1)的误差为⎧⎨⎩ 𝑒1 = 𝑥1 − 𝑥𝑑;

𝑒𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝛼𝑖−1, 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
(2)

其中𝛼𝑖为第 𝑖步的虚拟控制量. 由文献 [3]可知⎧⎨⎩

𝛼1 = −𝑐1𝑒1 − 𝜔T
1 𝜃,

𝛼𝑖 = −𝑒𝑖−1 − 𝑐𝑖𝑒𝑖 +

𝑖−1∑
𝑘=1

∂𝛼𝑖−1

∂𝑥𝑘
𝑥𝑘+1−

𝜔T
𝑖 𝜃 +

∂𝛼𝑖−1

∂𝜃
Γ 𝜏𝑖 + 𝑣𝑖.

(3)

其中

𝜔𝑖 = 𝜙𝑖 −
𝑖−1∑
𝑘=1

∂𝛼𝑖−1

∂𝑥𝑘
𝜙𝑘, 𝜏𝑖 =

𝑖∑
𝑘=1

𝜔𝑘𝑒𝑘,

𝑣𝑖 =

𝑖−2∑
𝑘=1

𝑒𝑘+1
∂𝛼𝑖−1

∂𝜃
Γ𝜔𝑖, 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1;

Γ为正定对角矩阵; 𝑐𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛 − 1; 𝜃为参

数 𝜃的估计值。

在反步设计的每一步定义Lyapunov函数为

𝑉𝑖 =
1

2

𝑖∑
𝑘=1

𝑒𝑘 +
1

2
𝜃TΓ𝜃, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1,

则第𝑛− 1步[3]为:

𝑉𝑛−1 =
1

2

𝑛−1∑
𝑘=1

𝑒𝑘 +
1

2
𝜃TΓ𝜃, (4)

对𝑉𝑛−1求导,可得

𝑉̇𝑛−1 =−
𝑛−1∑
𝑘=1

𝑐𝑘𝑒
2
𝑘 + 𝑒𝑛−1𝑒𝑛+

𝑛−2∑
𝑘=1

𝑒𝑘+1
∂𝛼𝑘

𝛼𝜃
(Γ 𝜏𝑛−1 − ˙̂

𝜃) + 𝜃(𝜏𝑛−1 − Γ−1 ˙̂𝜃).

(5)
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式 (5)中,若选择自适应律为
˙̂
𝜃 = Γ 𝜏𝑛−1, (6)

则有

𝑉̇𝑛−1 = −
𝑛−1∑
𝑘=1

𝑐𝑘𝑒
2
𝑘 + 𝑒𝑛−1𝑒𝑛. (7)

如果设计控制律使 𝑒𝑛收敛到零,则 𝑉̇𝑛−1 ⩽ 0,从

而保证 𝑒1, 𝑒2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑒𝑛构成的子系统稳定.

3.2 非非非奇奇奇异异异快快快速速速终终终端端端滑滑滑模模模控控控制制制

为了使 𝑒𝑛有限时间收敛到零, 受文献 [8]的启

发, 本文在最后一步设计非奇异快速终端滑模控制

(NFTSMC).定义如下切换函数:⎧⎨⎩
𝜎1 =

w 𝑡

0
𝑒𝑛d𝜏 ,

𝜎2 = 𝜎1 +
𝛽

2− 𝛾
∣𝜎̇1 + 𝑐𝑛𝜎1∣2−𝛾sign(𝜎̇1 + 𝑐𝑛𝜎1).

(8)

其中: 𝛽 > 0; 𝑐𝑛 > 0; 𝛾 = 𝑧1/𝑧2. 这里: 𝑧1, 𝑧2为大于

零的互质奇数, 且 𝑧1 < 𝑧2. 系统状态到达滑模面之

后 (𝜎2 = 0),将在有限时间 𝑡1内收敛到平衡点
[10]

𝑡1 =
1

𝑐𝑛𝛾′ ln
𝑐𝑛 ∣𝜎1(𝑡0)∣𝛾

′ − 𝛽′

𝛽′ . (9)

其中 𝑡0为系统到达滑模面𝜎2的时间,

𝛾′ =
1− 𝛾

2− 𝛾
, 𝛽′ =

(2− 𝛾

𝛽

) 1
2−𝛾

.

注注注 1 式 (8)中, 若令 𝑐𝑛 = 0, 则可得非奇异终

端滑模面 (NTSM).由于NTSM只有当系统状态在平

衡点附近时才具有快速收敛性[10],而NFTSM在远离

平衡点和在平衡点附近时均具有快速收敛性[11], 因

此NFTSM具有比NTSM更快的收敛速度.

注注注 2 文献 [8]使用 𝑒𝑛及其导数 𝑒̇𝑛构造滑模面,

由于 𝑒̇𝑛不可测, 需要设计观测器对 𝑒̇𝑛进行估计. 而

式 (8)中采用误差的积分来构造滑模面,不需要 𝑒𝑛的

导数信息,因此不需要额外设计观测器.

对𝜎2求导,可得[10]

𝜎̇2 = 𝜎̇1 + 𝛽∣𝜎̇1 + 𝑐𝑛𝜎1∣1−𝛾(𝜎̈1 + 𝑐𝑛𝜎̇1). (10)

令

𝑍(𝜎1) =
1

𝛽
∣𝜎̇1 + 𝑐𝑛𝜎1∣𝛾sign(𝜎̇1 + 𝑐𝑛𝜎1)+

𝑐𝑛
2− 𝛾

(𝜎̇1 + 𝑐𝑛𝜎1), (11)

则

𝛽∣𝜎̇1 + 𝑐𝑛𝜎1∣1−𝛾𝑍(𝜎1) = 𝜎̇1 + 𝑐𝑛𝜎2, (12)

因此由式 (12)可得

𝜎̇2 = −𝑐𝑛𝜎2 + 𝛽′′[𝜎̈1 + 𝑐𝑛𝜎̇1 + 𝑍(𝜎1)], (13)

其中𝛽′′ = 𝛽∣𝜎̇1 + 𝑐𝑛𝜎1∣1−𝛾 .

再由式 (1)∼(3)和 (8)可知

𝜎̈1 = 𝑒̇𝑛 = 𝑥̇𝑛 − 𝛼̇𝑛−1 =

𝑓(𝑥) + 𝑏𝑢+Δ𝐹 (𝑡)−
𝑛−1∑
𝑘=1

∂𝛼𝑛−1

∂𝑥𝑘
𝑥𝑘+1−

∂𝛼𝑛−1

∂𝜃

˙̂
𝜃 − 𝜃T

𝑛−1∑
𝑘=1

∂𝛼𝑛−1

∂𝑥𝑘
𝜙𝑘 =

𝑓(𝑥) + 𝑏𝑢+Δ𝐹 (𝑡)−𝐺1 − 𝜃T𝐺2. (14)

其中

𝐺1 =

𝑛−1∑
𝑘=1

∂𝛼𝑛−1

∂𝑥𝑘
𝑥𝑘+1+

∂𝛼𝑛−1

∂𝜃

˙̂
𝜃, 𝐺2 =

𝑛−1∑
𝑘=1

∂𝛼𝑛−1

∂𝑥𝑘
𝜙𝑘.

那么,由式 (13)和 (14)可得

𝜎̇2 =− 𝑐𝑛𝜎2 + 𝛽′′[𝑓(𝑥) + 𝑏𝑢+Δ𝐹 (𝑡)−
𝐺1 − 𝜃T𝐺2 + 𝑐𝑛𝜎̇1 + 𝑍(𝜎1)]. (15)

因此,可设计控制量为

𝑢 =
1

𝑏
[−𝑓(𝑥)− 𝑐𝑛𝜎1 − 𝑍(𝜎1) +𝐺1−

(∥𝐺2∥ ⋅ ∥𝜃∥max + 𝑘)sign(𝜎2)]. (16)

其中: 𝑘 ⩾ 𝜁 + 𝜀, 𝜀 > 0; ∥∙∥为 ∙的范数.

4 稳稳稳定定定性性性证证证明明明

定定定理理理 1 对于系统 (4), 当采用式 (16)的控制律

和式 (6)的自适应律时, 𝑥𝑛有限时间收敛, 则系统稳

定.

证证证明明明 对系统控制的第𝑛步, 选择Lyapunov函

数为𝑉𝜎 =
1

2
𝜎2
2 ,则有

𝑉̇𝜎 = 𝜎2𝜎̇2 =

− 𝑐𝑛𝜎
2
2 + 𝛽′′𝜎2[𝑓(𝑥) + 𝑏𝑢+Δ𝐹 (𝑡)−

𝐺1 − 𝜃T𝐺2 + 𝑐𝑛𝜎̇1 + 𝑍(𝜎1)] =

− 𝑐𝑛𝜎
2
2 + 𝛽′′𝜎2[−(∥𝐺2∥ ⋅ ∥𝜃∥max + 𝑘)sign(𝜎2)+

Δ𝐹 (𝑡)− 𝜃T𝐺2] ⩽

− 𝑐𝑛𝜎
2
2 + 𝛽′′ ∣𝜎2∣ [−(∥𝐺2∥ ⋅ ∥𝜃∥max + 𝑘)+

(∥𝜃∥ ⋅ ∥𝐺2∥+ ∣Δ𝐹 (𝑡)∣)] ⩽
− 𝑐𝑛𝜎

2
2 − 𝛽′′𝜀 ∣𝜎2∣ ⩽ −2𝛽′′𝜀

√
𝑉𝜎. (17)

当 𝜎̇1+𝑐𝑛𝜎1 ∕= 0时, 𝛽′′ > 0,由式 (17)可知, 𝑉𝜎有

限时间收敛,即系统状态有限时间内到达滑模面𝜎2.

当 𝜎̇1 + 𝑐𝑛𝜎1 = 0且𝜎2 ∕= 0时, 𝛽′′ = 0, 由

式 (17)不能得出𝑉𝜎有限时间收敛. 但可以证明 𝜎̇1 +

𝑐𝑛𝜎1 = 0且𝜎2 ∕= 0不是系统的吸引子,系统状态有限

时间内到达滑模面𝜎2.

令 𝑑(𝜎1) = 𝜎̇1 + 𝑐𝑛𝜎1. 当 𝜎̇1 + 𝑐𝑛𝜎1 = 0时,

𝑍(𝜎1) = 0. 由式 (14)和 (16)可得

𝑑(𝜎1) = 𝜎̈1 − 𝑐𝑛𝜎̇1 =

𝑓(𝑥) + 𝑏𝑢+Δ𝐹 (𝑡)−𝐺1 − 𝜃T𝐺2 − 𝑐𝑛𝜎̇1 =

−(∥𝐺2∥ ⋅ ∥𝜃∥max + 𝑘)sign(𝜎2) + Δ𝐹 (𝑡)− 𝜃T𝐺2,

(18)
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假设𝜎2 > 0,则有

−(∥𝐺2∥ ⋅ ∥𝜃∥max + 𝑘)sign(𝜎2) + Δ𝐹 (𝑡)− 𝜃T𝐺2 =

−∥𝐺2∥ ⋅ ∥𝜃∥max − 𝑘 +Δ𝐹 (𝑡)− 𝜃T𝐺2 ⩽ −𝜀, (19)

所以 𝑑(𝜎1) < 0;假设𝜎2 < 0,由类似过程可得 𝑑(𝜎1) >

0. 由文献 [11]可知, 𝜎̇1 + 𝑐𝑛𝜎1 = 0且𝜎2 ∕= 0不是系统

的吸引子,系统状态在有限时间内到达滑模面𝜎2.

当系统状态到达滑模面𝜎2之后, 由式 (8)和 (9)

可知, 𝜎1有限时间收敛. 而当𝜎2 = 𝜎1 = 0时, 𝜎̇1 =

𝑒𝑛 = 0,因此系统状态𝑥𝑛有限时间收敛.

选择Lyapunov函数为𝑉𝑛 = 𝑉𝑛−1 + 𝑉𝜎, 则由式

(7)有

𝑉̇𝑛 = −
𝑛−1∑
𝑘=1

𝑐𝑘𝑒
2
𝑘 + 𝑒𝑛−1𝑒𝑛 + 𝑉̇𝜎. (20)

由于𝑉𝜎有限时间收敛, 𝑒𝑛有限时间之内为 0, 由式

(16)和 (19),有

𝑉̇𝑛 = −
𝑛−1∑
𝑘=1

𝑐𝑘𝑒
2
𝑘 + 𝑉̇𝜎 ⩽ −

𝑛−1∑
𝑘=1

𝑐𝑘𝑒
2
𝑘 ⩽ 0. (21)

由式 (21)易知
w ∞
0

𝑐𝑘𝑒
2
𝑘d𝜏 < ∞, 根据Barbalat引理可

知, 当 𝑡 → ∞时 𝑒2𝑘 → 0. 因此系统稳定, 且系统输

出 𝑦能跟踪有界轨迹𝑥𝑑.

5 仿仿仿真真真与与与分分分析析析

考虑如下系统:⎧⎨⎩ 𝑥̇1 = 𝑥2 + 𝜃(𝑥1 + 0.3)2,

𝑥̇2 = 𝑥1 cos𝑥2 + 𝑥2 + 2.5𝑢+Δ𝐹 (𝑡).
(22)

由式 (1)可知, 𝜙1(𝑥1) = (𝑥1+0.3)2, 𝑓(𝑥) = 𝑥1 cos𝑥2+

𝑥2, 𝑏 = 2.5, 𝜃 = 0.5, Δ𝐹 (𝑡) = 2[rand(0,1) − 1], 这

里 rand(0,1)表示 [0, 1]之间的随机数. 仿真时假设 𝜃未

知, 且其界为 𝜃min = 0, 𝜃max = 1. 控制目标是

调节输出 𝑦至给定𝑥𝑑 = 2, 系统初始状态均为 0.

采用Matlab/Simulink中的ODE 4仿真算法, 仿真时

长 5 s, 仿真步长 1 ms. 仿真时为了降低抖振, 在控

制量𝑢中采用双曲正切函数 tanh(900𝜎2)代替符号函

数 sign(𝜎2). 对如下两种控制器进行仿真:

1) 自适应反步非奇异快速终端滑模控制

(ABNFTSMC). 控制器参数为: 𝑐1 = 𝑐2 = 10, Γ = 1,

𝛽 = 0.1, 𝛾 = 3/5, 𝑘 = 1,参数估计初值为 𝜃(0) = 0.

2) 自 适 应 反 步 非 奇 异 终 端 滑 模 控 制

(ABNTSMC). 控制器参数为 𝑐2 = 0, 其余参数与

ABNFTSMC中一致.

图 1和图 2分别为系统误差 𝑒1和 𝑒2. 由图 1和

图 2可知, 两种方法均能保证误差有界, 且 𝑒2有限时

间收敛,但ABNFTSMC比ABNTSMC的收敛速度快.

图 3为系统控制量,采用双区正切函数代替符号函数

可降低系统抖振. 图 4为参数估计值, 由于式 (22)的

系统满足参数收敛条件[3],参数估计值能收敛到真值.
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图 1 误差 𝑒1.
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图 2 误差 𝑒2.
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图 3 系统控制量
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图 4 参数估计值.

6 结结结 论论论

本文针对𝑛阶参数严格反馈的非匹配不确定系

统,提出了一种自适应反步非奇异快速终端滑模控制

方法. 在系统控制的前𝑛− 1步采用反步控制策略,并

设计自适应律对不确定参数进行估计,消除非匹配不

确定性对系统的影响;在控制的最后一步设计非奇异

快速终端滑模控制,使系统第𝑛个状态有限时间收敛,

从而实现整个系统的稳定控制,并使系统对匹配和非

匹配不确定性均具有鲁棒性. 与自适应反步终端滑模

控制相比,本文方法具有更快的收敛速度.
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