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摘 要: 针对一类上三角随机非线性系统的输出反馈控制问题,首先利用反推技术,为其对应的标称系统设计稳定

的输出反馈控制器;然后利用低增益齐次占优技术,为整个系统设计输出反馈控制器. 所设计的控制器能保证闭环系

统的平衡点为依概率全局渐近稳定的,并将低增益齐次占优技术推广到了随机系统,首次解决了一类上三角随机系

统的镇定问题.最后通过数值仿真验证了所提出控制方案的有效性.
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Abstract: For the output-feedback control of a class of upper-triangular stochastic nonlinear systems, by using backstepping

design method, a stabilizing output feedback controller is designed for its corresponding nominal system. Then by using the

low gain homogeneous domination technique, an output-feedback controller is constructed for the whole system to ensure

that the equilibrium at the origin of the closed-loop system is globally asymptotically stable in probability. The low gain

homogeneous domination technique is generalized to stochastic systems, which can solve the stabilization problem for a

class of upper-triangular stochastic nonlinear systems for the first time. Finally, a simulation example shows the effectiveness

of the control scheme.
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1 引引引 言言言

近年来,关于上三角非线性系统控制问题的研究

受到越来越多的关注[1-3]. 该研究既具有重要的理论

价值,又具有较强的实际意义[4].

随机系统的稳定性问题是近年来的研究热点

之一. 根据处理海森项的方法, 随机镇定理论的研

究方法可分为两大类: 一类是文献 [5]提出的四次

Lyapunov函数法, 通过增加控制律变量中的能量来

抵制海森项对系统产生的影响;另一类是文献 [6]提

出的加权二次Lyapunov函数法,在风险指标下,通过

调整权值函数加大反馈容量的能力以抵消海森项对

系统产生的影响.随后, 随机系统的理论得到迅速发

展[7-11]. 但值得指出的是, 目前绝大部分关于随机系

统的结果都是关于下三角系统的,对于上三角随机系

统,由于其结构的特殊性,许多传统的方法,比如反推

法就不再适用了,再加上Hessian交叉项的作用,使得

上三角随机系统的控制问题极具挑战性. 对于上三角

随机系统的输出反馈控制问题,目前还没有任何结果.

本文受关于上三角确定性结果等的启发,基于低

增益齐次占优技术,研究一类上三角随机非线性系统

的输出反馈控制问题.通过采用有效的观测器和选择

恰当的低增益参数,所设计的输出反馈控制器能够保

证闭环系统的平衡点是依概率全局渐近稳定的.
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2 预预预备备备知知知识识识

用𝑅+表示全体非负实数, 𝑋T表示𝑋的转置,

Tr{𝑋}表示方阵𝑋的迹, ∣ ⋅ ∣表示欧氏空间中向量的 2

范数, 𝒞𝑖表示相应定义域上的 𝑖阶连续可微函数.对于

𝑛×𝑚的矩阵𝐴,定义两种范数

∣𝐴∣ =
( 𝑛∑

𝑖=1

𝑚∑
𝑗=1

𝐴2
𝑖𝑗

)1/2

, ∣𝐴∣∞ = max
1⩽𝑖⩽𝑛

{ 𝑚∑
𝑗=1

∣𝐴𝑖𝑗 ∣
}
.

𝒦表示连续、严格单调、零点等于 0的𝑅+到𝑅+的函

数全体; 𝒦∞表示𝒦中无界函数全体; 𝑅+ × 𝑅+到𝑅+

的函数 𝛽(𝑠, 𝑡) ∈ 𝒦ℒ表示对给定的 𝑡, 𝛽(⋅, 𝑡) ∈ 𝒦,而给

定 𝑠, 𝛽(𝑠, ⋅)是单调递减的且 lim
𝑡→∞

𝛽(𝑠, 𝑡) = 0. 对于 ∀𝑥
∈ 𝑅𝑛,记

∥𝑥∥Δ =
( 𝑛∑

𝑖=1

∣𝑥𝑖∣2/𝑟𝑖
)1/2

.

考虑如下随机非线性系统:

d𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑢)d𝑡+ 𝑔(𝑥)d𝜔. (1)

其中: 𝑥 ∈ 𝑅𝑛为可测的状态, 𝑢 ∈ 𝑅𝑚为输入, 𝜔 ∈
𝑅𝑟为独立标准Wiener过程向量. 对于任意 𝑡 ⩾ 0,当𝑥

∈ 𝑅𝑛时, 𝑓 : 𝑅𝑛×𝑅𝑚 → 𝑅𝑛和 𝑔 : 𝑅𝑛 → 𝑅𝑛×𝑟是局部

Lipschitz函数且有 𝑓(0) = 0, 𝑔(0) = 0.

定定定义义义 1[5] 如果对于任意 𝜀 > 0,存在一类𝒦ℒ函
数𝛽(⋅, ⋅),满足

𝑃{∣𝑥(𝑡)∣ < 𝛽(∣𝑥0∣, 𝑡)} ⩾ 1− 𝜀,

∀𝑡 ⩾ 0, ∀𝑥0 ∈ 𝑅𝑛 ∖ {0},
则称系统 (1)在平衡点𝑥 = 0是依概率全局渐近稳定

的.

下面给出一些引理:

引引引理理理 1[5] 对于系统 (1), 若存在一个 𝒞2函数

𝑉 (𝑥)及𝒦∞函数𝛼1, 𝛼2, 𝐾函数𝛼3,使得

𝛼1(𝑥) ⩽ 𝑉 (𝑥) ⩽ 𝛼2(𝑥),

ℒ𝑉 (𝑥) =
∂𝑉

∂𝑥
𝑓 +

1

2
Tr

{
𝑔T

∂2𝑉

∂𝑥2
𝑔
}
⩽ −𝛼3(𝑥),

则系统 (1)在 [0,+∞)上几乎处处存在唯一解,且在平

衡点𝑥 = 0是依概率全局渐近稳定的,即

𝑃{ lim
𝑡→∞

∣𝑥(𝑡)∣ = 0} = 1,

其中ℒ𝑉 (𝑥)称为𝑉 (𝑥)沿系统 (1)的无穷小算子.

引引引理理理 2[2] 给定权重Δ = (𝑟1, 𝑟2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟𝑛), 假
设𝑉1(𝑥)和𝑉2(𝑥)分别是 𝜏1阶齐次的和 𝜏2阶齐次的,

则对于权重Δ, 𝑉1(𝑥)𝑉2(𝑥)是 𝜏1 + 𝜏2阶齐次函数.

引引引理理理 3[2] 假设对于权重Δ, 𝑉 : 𝑅𝑛 → 𝑅是 𝜏阶

齐次函数,那么有下述结论成立:

1) ∂𝑉 /∂𝑥𝑖为 𝜏 − 𝑟𝑖阶齐次函数, 其中 𝑟𝑖为𝑥𝑖的

权重.

2) 存在常数 𝑐 > 0使𝑉 (𝑥) ⩽ 𝑐∣∣𝑥∣∣𝜏Δ. 如果

𝑉 (𝑥)是正定的,则𝑉 (𝑥) ⩾ 𝑐∣∣𝑥∣∣𝜏Δ,其中 𝑐为正数.

3 低低低增增增益益益齐齐齐次次次占占占优优优定定定理理理

考虑如下的随机非线性系统:

d𝑋 = (𝐸(𝑋) + 𝐹 (𝑋))d𝑡+𝐺T(𝑋)d𝜔. (2)

其中: 𝑋 ∈ 𝑅𝑁为状态; 𝜔的定义与式 (1)相同;

𝐸 : 𝑅𝑁 → 𝑅𝑁 , 𝐹 : 𝑅𝑁 → 𝑅𝑁 , 𝐺 : 𝑅𝑁 → 𝑅𝑟×𝑁为

满足局部李普希兹条件的波雷尔函数, 且𝐸(0) = 0,

𝐹 (0) = 0, 𝐺(0) = 0.

下面给出低增益齐次占优定理:

定定定理理理 1 考虑系统 (2),假设以下两个条件成立:

1) 存在𝜆阶 𝒞2的齐次李雅普诺夫函数𝑉 (𝑋)使
∂𝑉

∂𝑋
𝐸(𝑋)负定. 其中: 𝐸(𝑋)是 𝜏阶齐次函数, 𝜆+ 𝜏 >

0,扩张Δ = (𝑟1, 𝑟2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟𝑁 ).

2) 对于 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 , 存在正数 𝑐𝑖, 𝑐𝑖, 𝑘𝑖和 𝑘𝑖,

使下式成立:

∣𝐹𝑖(𝑋)∣ ⩽ 𝑐𝑖𝜀
1+𝑘𝑖∥𝑋∥𝜏+𝑟𝑖

Δ ,

∣𝐺𝑖(𝑋)∣ ⩽ 𝑐𝑖𝜀
1
2+𝑘̄𝑖∥𝑋∥ 𝜏

2+𝑟𝑖
Δ . (3)

其中: 𝐹𝑖(𝑥)为𝐹 (𝑥)的第 𝑖个分量, 𝐺𝑖(𝑥)为𝐺(𝑥)的

第 𝑖列. 那么,存在常数 0 < 𝜀 < 1使

d𝑋 = (𝜀𝐸(𝑋) + 𝐹 (𝑋))d𝑡+𝐺T(𝑋)d𝜔 (4)

依概率全局渐近稳定.

证证证明明明 由条件 1)以及

∂𝑉

∂𝑋
𝐸(𝑋) =

𝑁∑
𝑖=1

∂𝑉

∂𝑋𝑖
𝐸𝑖(𝑋),

考虑到
∂𝑉

∂𝑋𝑖
和𝐸𝑖(𝑋)分别是𝜆 − 𝑟𝑖和 𝑟𝑖 + 𝜏阶齐次

的,又由引理 2和引理 3可得
∂𝑉

∂𝑋
𝐸(𝑋) ⩽ −𝑐0∥𝑋∥𝜏+𝜆

Δ , (5)

其中: 𝑐0 > 0. 类似的,由条件 2),引理 2和引理 3可得

∂𝑉

∂𝑋
𝐹 (𝑋) =

𝑁∑
𝑖=1

∂𝑉

∂𝑋𝑖
𝐹𝑖(𝑋) ⩽ 𝑐0𝜀

1+𝑘0∥𝑋∥𝜏+𝜆
Δ . (6)

其中: 𝑘0 = min
1⩽𝑖⩽𝑁

{𝑘𝑖}, 𝑐0 > 0为常数.

由引理 3可知
∂2𝑉

∂𝑋𝑖∂𝑋𝑗
是𝜆 − 𝑟𝑖 − 𝑟𝑗阶齐次的.

由本文第 2节中 ∣𝐴∣和 ∣𝐴∣∞的定义,并且注意到𝐺(𝑧)

是 𝑟 ×𝑁的矩阵,以及式 (3),引理 2和引理 3可得
1

2
Tr

{
𝐺(𝑋)

∂2𝑉

∂𝑋2
𝐺T(𝑋)

}
⩽

1

2
𝑟

∣∣∣∣𝐺(𝑋)
∂2𝑉

∂𝑋2
𝐺T(𝑋)

∣∣∣∣
∞

⩽

1

2
𝑟
√
𝑟

∣∣∣∣𝐺(𝑋)
∂2𝑉

∂𝑋2
𝐺T(𝑋)

∣∣∣∣ ⩽
1

2
𝑟
√
𝑟

∣∣∣∣∣
𝑛∑

𝑖,𝑗=1

𝐺𝑖(𝑋)
∂2𝑉

∂𝑋𝑖∂𝑋𝑗
𝐺T

𝑗 (𝑋)

∣∣∣∣∣ ⩽
1

2
𝑟
√
𝑟

𝑛∑
𝑖,𝑗=1

∣∣∣∣ ∂2𝑉

∂𝑋𝑖∂𝑋𝑗

∣∣∣∣ ∣𝐺𝑖(𝑋)∣ ∣∣𝐺T
𝑗 (𝑋)

∣∣ ⩽
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𝑐0𝜀
1+𝑘̃0∥𝑋∥𝜏+𝜆

Δ . (7)

其中: 𝑐0 > 0, 𝑘0 = min
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑁

{𝑘𝑖 + 𝑘𝑗}为常数. 在上述

证明中用到了不等式 ∣𝐴∣∞ ⩽ √
𝑟∣𝐴∣,这里𝐴为 𝑟维方

阵.

利用式 (5)∼(7),对于系统 (4),有

ℒ𝑉 ∣(4) =𝜀
∂𝑉

∂𝑋
𝐸(𝑋) +

∂𝑉

∂𝑋
𝐹 (𝑋)+

1

2
Tr

{
𝐺
∂2𝑉

∂𝑋2
𝐺T(𝑥)

}
⩽

− 𝜀𝑐0∥𝑋∥𝜏+𝜆
Δ + (𝑐0 + 𝑐0)𝜀

1+𝑘∥𝑋∥𝜏+𝜆
Δ ⩽

− 𝜀(𝑐0 − (𝑐0 + 𝑐0)𝜀
𝑘)∥𝑋∥𝜏+𝜆

Δ , (8)

其中 𝑘 = min{𝑘0, 𝑘0} > 0. 显然, 存在常数 0 < 𝜀 <

1使式 (8)右边负定. 因此有 0 < 𝜀 < 1使

ℒ𝑉 ∣(4) ⩽ −𝑐0∥𝑋∥𝜏+𝜆
Δ , (9)

其中 𝑐0 > 0是常数. 由引理 1,系统 (4)依概率全局渐

近稳定. 2
注注注 1 定理 1的证明过程为处理上三角随机非

线性系统的控制问题提供了一种系统化的方法,即低

增益齐次占优技术. 不同于文献 [5-11],该方法通过调

节控制器中的低增益参数,使整个闭环系统达到稳定,

这对于处理上三角系统的控制问题特别有效.

4 控控控制制制器器器设设设计计计与与与稳稳稳定定定性性性分分分析析析

考虑如下上三角随机非线性系统:

d𝑥1 = (𝑥2 + 𝑓1(𝑥̃3))d𝑡+ 𝑔T1 (𝑥̃3)d𝜔,

d𝑥2 = (𝑥3 + 𝑓2(𝑥̃4))d𝑡+ 𝑔T2 (𝑥̃4)d𝜔,

...

d𝑥𝑛−2 = (𝑥𝑛−1 + 𝑓𝑛−2(𝑥̃𝑛))d𝑡+ 𝑔T𝑛−2(𝑥̃𝑛)d𝜔,

d𝑥𝑛−1 = 𝑥𝑛d𝑡,

d𝑥𝑛 = 𝑢d𝑡,

𝑦 = 𝑥1. (10)

其中: 𝑢 ∈ 𝑅, 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛)
T分别为系统的控

制输入和状态, 𝑥̃𝑖 = (𝑥𝑖, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛)
T; 𝜔 ∈ 𝑅𝑟为定

义在概率空间 (Ω ,ℱ , 𝑃 )上的独立标准Wiener过程,

Ω , ℱ和𝑃 分别为样本空间, 𝜎-代数域和概率测度;函

数 𝑓𝑖 : 𝑅
𝑛−𝑖−1 → 𝑅, 𝑔𝑖 : 𝑅𝑛−𝑖−1 → 𝑅𝑟为𝒞1函数,满

足 𝑓𝑖(0) = 0, 𝑔𝑖(0) = 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 2.

对于系统 (10),作如下假设:

假假假设设设 1 对于 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,存在常数 𝑏 > 0 使

下式成立:

∣𝑓𝑖(𝑥̃𝑖+2)∣ ⩽ 𝑏(∣𝑥𝑖+2∣+ ⋅ ⋅ ⋅+ ∣𝑥𝑛∣),
∣𝑔𝑖(𝑥̃𝑖+2)∣ ⩽ 𝑏(∣𝑥𝑖+2∣+ ⋅ ⋅ ⋅+ ∣𝑥𝑛∣). (11)

假假假设设设 2 由假设 1可知,随机系统 (10)具有上三

角结构, 由于上三角结构的特殊性, 通常情况下, 很

难研究其控制问题.因此至今关于上三角随机非线性

系统的文献特别少. 利用低增益齐次占优技术,在假

设 1的限制下,首次解决了系统 (10)的输出反馈控制

问题.

整个设计过程分为 3部分. 首先, 为系统 (10)所

对应的标称系统设计全局稳定的齐次状态反馈控制

器; 其次, 为系统 (10)所对应的标称系统设计全局稳

定的齐次输出反馈控制器; 最后, 利用低增益齐次占

优技术,为系统 (10)设计一个具有可调增益的输出反

馈控制器, 通过恰当地选取控制器中的增益参数, 使

整个闭环系统达到依概率全局渐近稳定.

4.1 标标标称称称系系系统统统的的的状状状态态态反反反馈馈馈控控控制制制

研究如下标称系统的状态反馈镇定问题:

d𝑧𝑖 = 𝑧𝑖+1d𝑡, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1,

d𝑧𝑛 = 𝑣d𝑡, 𝑦 = 𝑧1. (12)

Step 1 定义误差变量 𝜉1 = 𝑧1和李雅普诺夫函

数𝑉1(𝑧1) =
1

4
𝑧41 ,由式 (12)可得

ℒ𝑉1(𝑧1) ⩽ 𝑧31(𝑧2 − 𝑧∗2) + 𝑧31𝑧
∗
2 . (13)

选取

𝑧∗2 = −𝑛𝑧1 = −𝜉1𝛼1, (14)

将其代入式 (13)可得

ℒ𝑉1(𝑧1) ⩽ −𝑛𝜉41 + 𝜉31(𝑧2 − 𝑧∗2). (15)

Step𝒌 假设在 Step 𝑘 − 1, 存在正定正则并且

是 𝒞2的李雅普诺夫函数𝑉𝑘−1(𝑧𝑘−1), 定义如下虚拟

控制器 𝑧∗1 , 𝑧
∗
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧∗𝑘:

𝑧∗1 = 0, 𝜉1 = 𝑧1 − 𝑧∗1 ,

𝑧∗2 = −𝜉1𝛼1, 𝜉2 = 𝑧2 − 𝑧∗2 ,
...

...

𝑧∗𝑘 = −𝜉𝑘−1𝛼𝑘−1, 𝜉𝑘 = 𝑧𝑘 − 𝑧∗𝑘, (16)

其中𝛼𝑖(1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘 − 1)为正数,使

ℒ𝑉𝑘−1 ⩽ −(𝑛− 𝑘 + 2)

𝑘−1∑
𝑖=1

𝜉4𝑖 + 𝜉3𝑘−1(𝑧𝑘 − 𝑧∗𝑘). (17)

为了完成归纳,选取如下李雅普诺夫函数:

𝑉𝑘(𝑧𝑘) = 𝑉𝑘−1(𝑧𝑘−1) +
1

4
𝜉4𝑘, (18)

其中 𝑧𝑘 = (𝑧1, 𝑧2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧𝑘)T. 利用式 (12), (16)和 (17)

可得

ℒ𝑉𝑘(𝑧𝑘) ⩽− (𝑛− 𝑘 + 2)

𝑘−1∑
𝑖=1

𝜉4𝑖 + 𝜉3𝑘−1𝜉𝑘+

𝜉3𝑘

(
𝑧𝑘+1 −

𝑘−1∑
𝑖=1

∂𝑧∗𝑘
∂𝑧𝑖

𝑧𝑖+1

)
. (19)

利用Young不等式可得

𝜉3𝑘−1𝜉𝑘 ⩽ 1

2
𝜉4𝑘−1 + 𝑐𝑘𝜉

4
𝑘, (20)
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其中 𝑐𝑘 > 0是常数. 利用式 (16)和Young不等式可得

−𝜉3𝑘

𝑘−1∑
𝑖=1

∂𝑧∗𝑘
∂𝑧𝑖

𝑧𝑖+1 ⩽𝑐𝑘1∣𝜉𝑘∣3
𝑘∑

𝑖=1

∣𝑧𝑖∣ ⩽

1

2

𝑘−1∑
𝑖=1

𝜉4𝑖 + 𝑐𝑘𝜉
4
𝑘. (21)

其中: 𝑐𝑘1 > 0, 𝑐𝑘 > 0, 且均为常数. 将式 (20)和 (21)

代入 (19)可得

ℒ𝑉𝑘(𝑧𝑘) ⩽− (𝑛− 𝑘 + 1)

𝑘−1∑
𝑖=1

𝜉4𝑖 + 𝜉3𝑘(𝑧𝑘+1 − 𝑧∗𝑘+1)+

𝜉3𝑘𝑧
∗
𝑘+1 + (𝑐𝑘 + 𝑐𝑘)𝜉

4
𝑘. (22)

选取虚拟控制器

𝑧∗𝑘+1 = −(𝑛− 𝑘 + 1 + 𝑐𝑘 + 𝑐𝑘)𝜉𝑘 = −𝜉𝑘𝛼𝑘, (23)

将其代入式 (22)可得

ℒ𝑉𝑘(𝑧𝑘) ⩽ −(𝑛− 𝑘 + 1)

𝑘∑
𝑖=1

𝜉4𝑖 + 𝜉3𝑘(𝑧𝑘+1 − 𝑧∗𝑘+1).

(24)

Step𝒏 为系统 (12)选取如下李雅普诺夫函数

𝑉𝑛(𝑧𝑛) = 𝑉𝑛−1(𝑧𝑛−1) +
1

4
𝜉4𝑛, (25)

其中 𝜉𝑛 = 𝑧𝑛 − 𝑧∗𝑛. 由式 (22)可得

ℒ𝑉𝑛(𝑧𝑛) ⩽ −
𝑛−1∑
𝑖=1

𝜉4𝑖 + 𝜉3𝑛𝜐 + (𝑐𝑛 + 𝑐𝑛)𝜉
4
𝑛. (26)

其中: 𝑐𝑛 > 0, 𝑐𝑛 > 0,且均为常数. 选取如下状态反馈

控制器:

𝜐 = −(1 + 𝑐𝑛 + 𝑐𝑛)𝜉𝑛 = −𝜉𝑛𝛼𝑛, (27)

将其代入式 (26)可得

ℒ𝑉𝑛(𝑧𝑛) ⩽ −
𝑛∑

𝑖=1

𝜉4𝑖 . (28)

4.2 标标标称称称系系系统统统的的的输输输出出出反反反馈馈馈控控控制制制

下面为标称系统 (12)设计输出反馈控制器. 构造

如下观测器:

𝜂̇𝑘 = −𝑙𝑘−1𝑧𝑘, 𝑧𝑘 = 𝜂𝑘 + 𝑙𝑘−1𝑧𝑘−1. (29)

其中: 𝑙𝑘−1为待定参数, 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑧1 = 𝑧1. 在

式 (27)中用 𝑧𝑖替换 𝑧𝑖,可得到输出反馈控制器

𝜐(𝑧) = −𝛼𝑛(𝑧𝑛 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝛼𝑛−1𝛼𝑛−2 ⋅ ⋅ ⋅𝛼1𝑧1), (30)

其中 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧𝑛)T.令 𝑒𝑖 = 𝑧𝑖−𝑧𝑖, 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑛,选取

𝑈(𝜂2, 𝜂3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜂𝑛) = 1

4

𝑛∑
𝑖=2

𝑒2𝑖 . (31)

类似于文献 [12],可选取 𝑙𝑘−1使

ℒ𝑉 (𝑍) ⩽ −1

4

( 𝑛∑
𝑖=1

𝜉4𝑖 +

𝑛∑
𝑖=2

𝑒4𝑖

)
. (32)

其中

𝑍 = (𝑧1, 𝑧2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧𝑛, 𝜂2, 𝜂3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜂𝑛)T,

𝑉 (𝑍) = 𝑉𝑛(𝑧1, 𝑧2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧𝑛) + 𝑈(𝜂2, 𝜂3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜂𝑛).
因此,由式 (32)可知,闭环系统

d𝑍 = 𝐸(𝑍)d𝑡 =

(𝑧2, 𝑧3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧𝑛, 𝜐(𝑧), 𝑓𝑛+1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓2𝑛−1)
Td𝑡 (33)

依概率全局渐近稳定, 其中 𝑓𝑖 = −𝑙𝑖−𝑛𝑧𝑖−𝑛+1, 𝑖 =

𝑛+ 1, 𝑛+ 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛− 1.

引入扩张

Δ = ( 1, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 1︸ ︷︷ ︸
for 𝑧1, 𝑧2, ⋅⋅⋅ , 𝑧𝑛

, 1, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 1︸ ︷︷ ︸
for 𝜂2, 𝜂3, ⋅⋅⋅ , 𝜂𝑛

),

由此可知式 (33)为 𝜏阶齐次的.

4.3 上上上三三三角角角随随随机机机非非非线线线性性性系系系统统统的的的输输输出出出反反反馈馈馈控控控制制制及及及稳稳稳

定定定性性性分分分析析析

下面给出主要结果.

定定定理理理 2 在假设 1的条件下,采用和式 (30)具有

相同形式的齐次输出反馈控制器,上三角随机非线性

系统 (10)能被全局渐近镇定.

证证证明明明 引入如下坐标变换:

𝑧𝑖 = 𝑥𝑖/𝜀
𝑖−1, 𝜐 = 𝑢/𝜀𝑛, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, (34)

其中 0 < 𝜀 < 1为一个待定的参数. 系统 (10)可转化

为

d𝑧1 = (𝜀𝑧2 + 𝑓1(𝑧3))d𝑡+ 𝑔T1 (𝑧3)d𝜔,

d𝑧2 = (𝜀𝑧3 + 𝑓2(𝑧4))d𝑡+ 𝑔T2 (𝑧4)d𝜔,

...

d𝑧𝑛−2 = (𝜀𝑧𝑛−1 + 𝑓𝑛−2(𝑧𝑛))d𝑡+ 𝑔T𝑛−2(𝑧𝑛)d𝜔,

d𝑧𝑛−1 = 𝜀𝑧𝑛d𝑡,

d𝑧𝑛 = 𝜀𝜐d𝑡,

𝑦 = 𝑧1, (35)

其中

𝑓𝑖(𝑧𝑖+2) =
𝑓𝑖(𝑥̃𝑖+2)

𝜀𝑖−1
, 𝑔𝑖(𝑧𝑖+2) =

𝑔𝑖(𝑥̃𝑖+2)

𝜀𝑖−1
.

构造具有可调增益 𝜀的齐次观测器,即

𝜂̇𝑘 = −𝜀𝑙𝑘−1𝑧𝑘, 𝑧𝑘 = 𝜂𝑘 + 𝑙𝑘−1𝑧𝑘−1, (36)

其中 𝑙𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛 − 1)的取值与式 (29)相同. 另

外,采用和式 (30)具有相同形式的控制器,即

𝜐(𝑧) = −𝛼𝑛(𝑧𝑛 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝛼𝑛−1𝛼𝑛−2 ⋅ ⋅ ⋅𝛼1𝑧1). (37)

式 (35)可写成如下形式:

d𝑍 = 𝜀𝐸(𝑍)d𝑡+ 𝐹 (𝑍)d𝑡+𝐺T(𝑍)d𝜔. (38)

其中

𝐹 (𝑧) = (𝑓1(𝑧3), 𝑓2(𝑧4), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓𝑛−2(𝑧𝑛), 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0)T,
𝐺T(𝑧) = (𝑔1(𝑧3), 𝑔2(𝑧4), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑔𝑛−2(𝑧𝑛), 0, ⋅ ⋅ ⋅ , 0)T.
考虑到 0 < 𝜀 < 1,利用假设 1和式 (34)可得
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∣𝑓 𝑖(𝑧𝑖+2)∣ =
∣∣∣𝑓𝑖(𝑥̃𝑖+2)

𝜀𝑖−1

∣∣∣ ⩽ 𝑏𝜀2
𝑛∑

𝑗=𝑖+2

∣𝑧𝑗 ∣,

∣𝑔𝑖(𝑧𝑖+2)∣ =
∣∣∣𝑔𝑖(𝑥̃𝑖+2)

𝜀𝑖−1

∣∣∣ ⩽ 𝑏𝜀2
𝑛∑

𝑗=𝑖+2

∣𝑧𝑗 ∣. (39)

由定理 1可知, 系统 (35)是依概率全局渐近稳定的.

结合式 (34),系统 (10)也是依概率全局渐近稳定的.

5 仿仿仿真真真例例例子子子

考虑如下上三角随机非线性系统:

d𝑥1 = 𝑥2d𝑡+ 𝑥3 ln(1 + cos2 𝑥3)d𝑡+ 𝑥3 sin
2 𝑥3d𝜔,

d𝑥2 = 𝑥3d𝑡, d𝑥3 = 𝑢d𝑡, 𝑦 = 𝑥1. (40)

显然该系统满足假设 1. 引入坐标变换

𝑧1 = 𝑥1, 𝑧2 = 𝑥2/𝜀, 𝑧3 = 𝑥3/𝜀
2, 𝜐 = 𝑢/𝜀3, (41)

其中 0 < 𝜀 < 1是待定参数. 则系统 (40)转化为

d𝑧1 = 𝜀𝑧2d𝑡+ 𝜀2𝑧3 ln(1 + cos2(𝜀2𝑧3))d𝑡+

𝜀2𝑧3 sin
2(𝜀2𝑧3)d𝜔,

d𝑧2 = 𝜀𝑧3d𝑡, d𝑧3 = 𝜀𝜐d𝑡, 𝑦 = 𝑧1. (42)
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图1 闭环系统 (40)∼(43)的响应曲线

根据前面的设计过程,可求得控制器和观测器为

𝜐(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) = −121(32𝑧1 + 13𝑧2 + 𝑧3),

𝜂̇2 = −3.1𝑧2, 𝑧2 = 𝜂2 + 3.1𝑧1,

𝜂̇3 = −5.4𝑧3, 𝑧3 = 𝜂3 + 5.4𝑧2. (43)

在仿真实验中, 选取 𝜀 = 0.2, 初值𝑥1(0) = 0.1,

𝑥2(0) = 0.08, 𝑥3(0) = 0.05, 𝜂2(0) = −1, 𝜂3(0) = −9.1.

图 1给出了闭环系统 (40)∼(43)的响应曲线,并且验证

了控制方案的有效性.

6 结结结 论论论

本文利用低增益齐次占优技术,研究了一类上三

角随机非线性系统的输出反馈控制问题.所设计的控

制器保证了闭环系统的平衡点是依概率全局渐近稳

定的. 未来的工作就是研究上三角系统随机非线性系

统的有限时间镇定问题.
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