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摘 要: 研究线性切换系统的最终界问题.首先,通过应用最小驻留时间法和分量最终界方法得到线性切换系统的

分量最终界;然后,基于 2-范数方法得到了估计线性切换系统最小驻留时间的新方法. 与已有方法相比,该方法在某

些情况下具有一定的优势,减少了估计的保守性. 数值仿真结果验证了所得结论的正确性和有效性.
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Abstract: The problem of ultimate bound for the switched linear systems is studied. Firstly, the componentwise ultimate

bound for the switched linear systems is obtained by using both the minimum dwell time method and the componentwise

ultimate bound method. Then, a novel method which can estimate the minimum dwell time for such switched systems

is proposed based on the 2-norm method. In the comparison with the previous methods, the obtained method has some

advantages over those in some cases, which reduces the conservative property of the estimation. Finally, a numerical

simulation results show the correctness and effectiveness of the obtained results.
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1 引引引 言言言

现实生活中许多系统都存在切换现象,即整个系

统在几个不同的子系统之间依据环境因素的变化而

表现出不同的模态. 最明显的例子是火车、汽车等机

动车在其行进过程中的速度调整,即在加速或减速中

的换档. 切换系统实质上是整个系统在一些不同子系

统间进行切换,但它并非仅仅是一些单一子系统的简

单组合,远比这复杂的多.

在过去的 20多年中, 由于切换系统在理论和实

际中具有重大价值, 该类系统被广泛地研究, 并取

得了一系列的结果[1-10], 其中共同Lyapunov函数法

(CLF)和多重Lyapunov函数法 (MLF)是研究切换系

统稳定性的两个重要方法. 对于一个给定的切换系

统, 验证其是否具有共同Lyapunov函数是个公开难

题,对于某些特殊的线性系统和非线性系统,目前得

到了一些判断其是否具有共同Lyapunov函数的充分

和充要条件.对于多重Lyapunov函数法而言,寻找使

整个切换系统在任意切换路径下稳定的最小驻留时

间非常困难.对于线性切换系统,文献 [9]给出了估计

其最小驻留时间的方法. 对于一类特殊的线性切换系

统,文献 [10]也给出了一个估计最小驻留时间的算法.

与原来的算法[9]相比,该算法在某些情况下具有一定

的优势. 本文应用 2-范数方法得到了估计线性切换系

统最小驻留时间的新方法,该方法包含了文献 [9-10]

中的结果.
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然而,在实际中,切换系统往往受到某些有界干

扰的影响.在这种情况下,只要有界的干扰项不消失,

即使切换系统的每个子系统都是渐近稳定的, 并且

整个切换系统具有共同Lyapunov函数, 切换系统也

不可能达到渐近稳定, 其轨线只能收敛到某一个有

界区域 (最终界), 通常称该切换系统达到了实际稳

定[11]. 关于切换系统的实际稳定,目前主要研究两个

问题: 一个是在任意切换路径下切换系统在什么条

件下能达到实际稳定; 另一个是当切换系统达到实

际稳定时如何估计其最终界. 关于第 1个问题,目前

的结果主要有共同Lyapunov函数法和多重Lyapunov

函数法. 关于第 2个问题, 目前已经得到了很多结

果[12-16],其中Haimovich等[15-16]提出的分量最终界法

在估计切换系统的最终界时具有很大的优势, 比用

Lyapunov函数法得到的结果更精确,大大地减少了估

计的保守性. 应用该方法得到的最终界也被称为切换

系统的分量最终界.

需要指出的是, 文献 [16]只研究了切换系统在

存在共同的可逆复矩阵𝑉 (此时切换系统具有共同

Lyapunov函数)时最终界的估计问题.事实上,切换系

统不具有共同Lyapunov函数才是最一般的情况. 当

上述条件不满足时,如何估计切换系统的最终界成为

目前迫切要解决的难题.另一方面, 当切换系统不存

在共同Lyapunov函数时, 如何估计切换系统的最小

驻留时间也是个关键问题.虽然文献 [17]给出了一个

算法, 但是该方法得到的结果与切换路径有关, 需要

事先画出驻留时间的状态图,然后再估计最小驻留时

间. 因此,对于一般的切换系统,如何估计其最小驻留

时间是研究切换系统最终界的另一个重要问题.

本文研究了线性切换系统的最终界问题. 首先,

利用最小驻留时间法和分量最终界法得到了线性切

换系统的分量最终界; 然后,基于 2-范数方法得到了

估计线性切换系统最小驻留时间的新方法,与以往方

法相比,该方法在某些情况下更精确, 减少了估计的

保守性; 最后, 通过数值仿真的结果验证了所得结论

的正确性和有效性.

2 系系系统统统模模模型型型

考虑切换系统

𝑥̇ = 𝐴𝜎(𝑡)𝑥+ 𝐸𝜎(𝑡)𝑤(𝑡). (1)

其中: 𝑥 ∈ 𝑹𝑛为状态变量; 𝑤(𝑡) ∈ 𝑹𝑝为有界扰动,即

𝑤(𝑡) ⪯ 𝑊 , 表示𝑤𝑖(𝑡) ⩽ 𝑊𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝, 而𝑊 为

已知常向量; 映射𝜎(𝑡) : [𝑡0,∞) → ℐ = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑁} 为一个分段常值函数, 称为切换路径, 且𝜎(𝑡) =

𝑖 (𝑖 ∈ ℐ)表示第 𝑖个子系统起作用; 𝐴𝑖为Hurtwitz的,

𝑖 ∈ ℐ. 假设切换系统 (1)的每个子系统是实际稳定的,

即 𝑥̇ = 𝐴𝑖𝑥+ 𝐸𝑖𝑤(𝑡)是实际稳定的, 𝑖 ∈ ℐ.

注注注 1 如果𝑤(𝑡) ≡ 0,则切换系统 (1)变为

𝑥̇ = 𝐴𝜎(𝑡)𝑥. (2)

对于任意的切换路径𝜎(𝑡) = 𝑖𝑚 ∈ ℐ (𝑡 ∈ [𝑡𝑚,

𝑡𝑚+1),𝑚 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ), {𝑡𝑚}+∞
𝑚=0称为切换时间序列且

满足𝑡0 < 𝑡1 < ⋅ ⋅ ⋅ < 𝑡𝑚 < ⋅ ⋅ ⋅ < +∞, 相应的状态为

{𝑥𝑚}+∞
𝑚=0,其中𝑥𝑚 = 𝑥(𝑡𝑚). 令 𝜏𝑘 = 𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1表示驻

留时间, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ .

本文的目的是研究切换系统 (1)在其不具有共同

Lyapunov函数时的最终界.

3 预预预备备备知知知识识识

首先引入一些记号. 𝑹和𝑪分别表示实数集和

复数集, j是虚数单位 (j2 = −1). 如果𝑥(𝑡)是一个向量

函数,则“max”表示向量𝑥(𝑡)的每个分量分别求最大

值. ∣𝑀 ∣, Re(𝑀)和 Im(𝑀)分别表示向量或矩阵𝑀每

个分量的模、实部和虚部. 𝑀𝑖,𝑘表示矩阵𝑀的第

(𝑖, 𝑘)个元素. 如果𝑋,𝑌 ∈ 𝑹𝑛×𝑚, 则符号“𝑋 ⪯ 𝑌 ”

表示𝑋𝑖,𝑘 ⩽ 𝑌𝑖,𝑘, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. 类

似地, “𝑋 ર 𝑌 ”表示𝑋𝑖,𝑘 ⩾ 𝑌𝑖,𝑘, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑘 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. 对于任意的 𝑖 ∕= 𝑘, 如果𝑀𝑖,𝑘 ⩾ 0, 则称

矩阵𝑀 ∈ 𝑹𝑛×𝑛是Metzler的. 𝑀是Metzler的当且

仅当对于任意的 𝑡 ⩾ 0, e𝑀𝑡 ર 0. 任意给定一个矩阵

𝑁 ∈ 𝑪𝑛×𝑛,定义ℳ(𝑁) ∈ 𝑪𝑛×𝑛,有

ℳ(𝑁) =

{
Re𝑋𝑖𝑗 , 𝑖 = 𝑗;

∣𝑋𝑖𝑗 ∣, 𝑖 ∕= 𝑗.
(3)

注意到,对于每个𝑁 ∈ 𝑪𝑛×𝑛, ℳ(𝑁)都是Metzler的.

∥ ⋅ ∥是指向量或矩阵的 2-范数.

为了研究的需要,引入以下 3个引理.

引理 1[10] 如果 ∥e𝐴𝑖𝑡∥ ⩽ 1 (𝑖 ∈ ℐ, 𝑡 ⩾ 0),且等

号成立当且仅当 𝑡 = 0,则切换系统 (2)在任意切换路

径下渐近稳定.

引理 2[15] 考虑实连续系统

𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑣(𝑡). (4)

其中: 𝐴(𝑡) ∈ 𝑹𝑛×𝑛, 𝑣(𝑡) ∈ 𝑹𝑛, 且满足: 只要𝑥(0) ર
0,则有𝑥(𝑡) ર 0, 𝑡 ⩾ 0. 设𝐵 ∈ 𝑹𝑛×𝑛是Metzler的,且

满足𝐵 −𝐴(𝑡) ર 0, 𝑡 ⩾ 0. 定义辅助系统

𝑦̇ = 𝐵𝑦(𝑡) + 𝑣(𝑡), (5)

只要 𝑦(0) ર 𝑥(0) ર 0,则有 𝑦(𝑡) ર 𝑥(𝑡), 𝑡 ⩾ 0.

引理 3[15] 考虑实连续系统

𝑥̇ = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝑣(𝑡). (6)

其中: 𝐴 ∈ 𝑹𝑛×𝑛是Metzler的, ∣𝑣(𝑡)∣ ∈ 𝑹𝑛 ⪯ 𝑊, 𝑡 ⩾
0, 𝑊 是有界的常向量. 定义辅助系统

𝑦̇ = 𝐴𝑦(𝑡) +𝑊, (7)

只要 𝑦(0) ર 𝑥(0),则有 𝑦(𝑡) ર 𝑥(𝑡), 𝑡 ⩾ 0.
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4 主主主要要要结结结果果果

通过应用最小驻留时间法和分量最终界法,可得

到如下的结果.

定定定理理理 1 对于切换系统 (1), 如果存在一族可逆

矩阵𝑃𝑖 ∈ 𝑪𝑛×𝑛, 𝑖 ∈ ℐ,满足

Λ𝑖 = 𝑃−1
𝑖 𝐴𝑖𝑃𝑖, Λ̄𝑖 = ℳ(Λ𝑖), (8)

𝑍 = max
𝑤:∣𝑤∣⪯𝑊

∣𝑃−1
𝑖 𝐸𝑖𝑤(𝑡)∣. (9)

其中: ℳ(⋅)见式 (3), Λ𝑖为矩阵𝐴𝑖的 Jordan标准型,

且 Λ̄𝑖是Hurwitz的, 𝑖 ∈ ℐ. 则切换系统 (1)在驻留时间

𝜏 ⩾ 𝜏0的任意切换路径下是实际稳定的,且最终界为

Ω = {𝑥 ∈ 𝑹𝑛 : ∣𝑥∣ ⪯ 𝐶}. (10)

其中: 𝐶 = max
𝑖∈ℐ

{−∣𝑃𝑖∣Λ̄−1
𝑖 𝑍}, 𝜏0为切换系统 (2)的最

小驻留时间.

证证证明明明 作变换𝑥 = 𝑃𝑖𝑧,则切换系统 (1)第 𝑖个子

系统在新坐标系下表示为

𝑧̇ = Λ𝑖𝑧 + 𝑃−1
𝑖 𝐸𝑖𝑤(𝑡), 𝑖 ∈ ℐ. (11)

因为 𝑧(𝑡)可能有复分量, 所以 𝑧(𝑡)可表示为 𝑧(𝑡)

= e𝜃(𝑡)j𝜌(𝑡),其中 𝜌(𝑡) = ∣𝑧(𝑡)∣,且 𝜃(𝑡)表示为

𝜃(𝑡) = diag(𝜃1(𝑡), 𝜃2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜃𝑛(𝑡)), (12)

𝜃𝑘(𝑡) = arg{𝑧𝑘(𝑡)}, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (13)

将其代入式 (11)中,有

𝑧̇ = 𝑗e𝜃(𝑡)j𝜃(𝑡)𝜌(𝑡) + e𝜃(𝑡)j𝜌̇(𝑡) =

Λ𝑖e
𝜃(𝑡)j𝜃(𝑡) + 𝑃−1𝐸𝑖𝑤(𝑡). (14)

将式 (14)两边同时左乘以 e−𝜃(𝑡)j,得到

j𝜃(𝑡)𝜌(𝑡) + 𝜌̇(𝑡) =

e−𝜃(𝑡)jΛ𝑖e
𝜃(𝑡)j𝜌(𝑡) + e−𝜃(𝑡)j𝑃−1

𝑖 𝐸𝑖𝑤(𝑡). (15)

然后取实部,得到系统

𝜌̇(𝑡) = 𝑁𝑖(𝑡)𝜌(𝑡) + 𝛾𝑖(𝑡). (16)

其中

𝑁𝑖(𝑡) = Re{e−𝜃(𝑡)jΛ𝑖e
𝜃(𝑡)j}, (17)

𝛾𝑖(𝑡) = Re{e−𝜃(𝑡)j𝑃−1
𝑖 𝐸𝑖𝑤(𝑡)}, 𝑖 ∈ ℐ. (18)

由式 (12)和 (13),得到

[𝑁𝑖(𝑡)]𝑙,𝑘 =

{
Re{[Λ𝑖]𝑙,𝑘}, 𝑙 = 𝑘;

Re{e−j(𝜃𝑖(𝑡)−𝜃𝑘(𝑡))[Λ𝑖]𝑙,𝑘}, 𝑙 ∕= 𝑘.

所以𝑁𝑖(𝑡) ⪯ ℳ(Λ𝑖). 由于ℳ(Λ𝑖) ⪯ Λ̄𝑖,很容易得到

𝑁𝑖(𝑡) ⪯ Λ̄𝑖. 显然 ∣𝛾𝑖(𝑡)∣ ⪯ 𝑍.

定义两个辅助系统

𝑦̇(𝑡) = Λ̄𝑖𝑦(𝑡) + 𝛾𝑖(𝑡), (19)

𝑌̇ (𝑡) = Λ̄𝑖𝑌 (𝑡) + 𝑍. (20)

对于系统 (16)和 (19),由引理 2可得 𝜌(𝑡) ⪯ 𝑦(𝑡). 对于

系统 (19)和 (20),根据引理 3,只要𝑌 (0) ર 𝑦(0),则有

𝑌 (𝑡) ર 𝑦(𝑡). 因此

lim
𝑡→∞

sup ∣𝑃−1
𝑖 𝑥(𝑡)∣ =

lim
𝑡→∞

𝜌(𝑡) ⪯ lim
𝑡→∞

sup 𝑦(𝑡) ⪯ lim
𝑡→∞

𝑌 (𝑡) = −Λ̄−1
𝑖 𝑍.

(21)

所以,切换系统 (1)第 𝑖个子系统的最终界为

Ω𝑖 =
{
𝑥 ∈ 𝑹𝑛 : ∣𝑥∣ ⪯ −∣𝑃𝑖∣Λ̄−1

𝑖 𝑍
}
.

另一方面, 对于驻留时间满足 𝜏 ⩾ 𝜏0的任意切

换路径, 切换系统 (2)是渐近稳定的. 又注意到切换

系统 (1)的每个子系统是实际稳定的, 即 𝑥̇ = 𝐴𝑖𝑥 +

𝐸𝑖𝑤(𝑡)是实际稳定的, 𝑖 ∈ ℐ. 因此,对于驻留时间满足

𝜏 ⩾ 𝜏0的任意切换路径,切换系统 (1)是实际稳定的,

且其最终界为

Ω =

𝑛∪
𝑖=1

Ω𝑖 = {𝑥 ∈ 𝑹𝑛 : ∣𝑥∣ ⪯ 𝐶}. □

注注注 2 如果𝑃𝑖 ≡ 𝑃 , 根据文献 [16]中的结果可

知𝐴𝑖(𝑖 ∈ ℐ)具有共同Lyapunov函数, 则每个子系统

的驻留时间 𝜏可任意小,且Ω𝑖 ≡ Ω . 即文献 [16]中的

结果只是定理 1的特殊情况.

注注注 3 从定理 1的证明可知,如何估计使得切换

系统 (2)在任意切换路径下渐近稳定的最小驻留时

间 𝜏0是非常重要的.

下面将给出如何估计切换系统 (2)的最小驻留时

间 𝜏0的结果.

定定定理理理 2 对于切换系统 (2), 如果存在一族

Lyapunov函数𝑉𝑖(𝑥) = 𝑥T𝑃𝑖𝑥, 其中𝑃𝑖 > 0, 且𝑉𝑖(𝑥)

是其第 𝑖个子系统的Lyapunov函数, 𝑖 ∈ ℐ, 则切换系

统 (2)在驻留时间 𝜏 ⩾ 𝜏0的任意切换路径下渐近稳

定. 其中

𝜏0 = max
𝑖∈ℐ

{ ln𝜇𝑖

Λ𝑖

}
, (22)

𝜇𝑖 =
𝑏𝑖
𝑎𝑖
, 𝜆𝑖 =

𝑐𝑖
𝑏𝑖
, (23)

𝑎𝑖 = 𝜆min(𝑃𝑖), 𝑏𝑖 = 𝜆max(𝑃𝑖), 𝑐𝑖 = 𝜆min(𝑄𝑖), (24)

𝑄𝑖 = −(𝐴T
𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖), 𝑖 ∈ ℐ, (25)

𝜆min(⋅)和𝜆max(⋅)分别为矩阵 (⋅)特征值的最小值和
最大值.

证证证明明明 因为𝑉𝑖(𝑥)是切换系统 (2)第 𝑖个子系统

的Lyapunov函数, 𝑖 ∈ ℐ,所以容易得到

𝑎𝑖∥𝑥∥2 ⩽ 𝑉𝑖(𝑥) ⩽ 𝑏𝑖∥𝑥∥2, (26)

𝑉̇𝑖(𝑥)∣(𝑖) = ∂T𝑉𝑖(𝑥)

∂𝑥
𝐴𝑖𝑥 ⩽ −𝑥T𝑄𝑖𝑥 ⩽ −𝜆𝑖𝑉𝑖(𝑥).

(27)

假设切换系统 (2)第 𝑖个子系统在 [𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘)上起

作用,由不等式 (27),容易得到

ln𝑉𝑖(𝑥𝑘)− ln𝑉𝑖(𝑥𝑘−1) ⩽ −𝜆𝑖𝜏𝑘,
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整理得

𝑉𝑖(𝑥𝑘) ⩽ e−𝜆𝑖𝜏𝑘𝑉𝑖(𝑥𝑘−1). (28)

由不等式 (26)和 (28),可得

∥𝑥𝑘∥2 ⩽ 𝑉𝑖(𝑥𝑘)

𝑎𝑖
⩽ e−𝜆𝑖𝜏𝑘

𝑎𝑖
𝑉𝑖(𝑥𝑘−1) ⩽e−𝜆𝑖𝜏𝑘𝜇𝑖∥𝑥𝑘−1∥2.

如果选择驻留时间 𝜏𝑘使得 e−𝜆𝑖𝜏𝑘𝜇𝑖 ⩽ 1, 即 𝜏𝑘 ⩾
(ln𝜇𝑖)/𝜆𝑖, 则 ∥𝑥𝑘∥2 ⩽ ∥𝑥𝑘−1∥2, 从而序列 {∥𝑥𝑘∥2}单
调递减且有下界 0, 于是 lim

𝑘→∞
∥𝑥𝑘∥2存在. 然后, 在切

换时间序列 {𝑡𝑘}中选出满足 𝜏𝑘′ ⩾ 𝜏1的子序列 {𝑡𝑘′}
(其中 𝜏1 > 𝜏0),使得 ∥𝑥𝑘′∥2 ⩽ 𝑙∥𝑥𝑘′−1∥2, 0 < 𝑙 < 1,从

而 lim
𝑘′→∞

∥𝑥𝑘′∥2 = lim
𝑘′→∞

𝑙𝑘
′∥𝑥0∥2 = 0. 因此,可知切换

系统 (2)在驻留时间 𝜏 ⩾ 𝜏0的任意切换路径下渐近稳

定. □

注注注 4 从定理 2的证明可以看出,找到使得序列

{∥𝑥𝑘∥2}单调递减的驻留时间是估计切换系统 (2)最

小驻留时间的关键.

对于一些特殊的线性切换系统, 例如 2-范数

∥𝑥(𝑡)∥ = ∥e𝐴𝑖𝑡∥比较容易计算的系统,有如下结果.

推推推论论论 1 对于切换系统 (2), 假设存在一族非奇

异矩阵𝑀𝑖 ∈ 𝑹𝑛×𝑛, 𝑖 ∈ ℐ,且满足

𝐵𝑖 = 𝑀𝑖𝐴𝑖𝑀
−1
𝑖 .

1) 如果𝐵𝑖 = diag(𝜆(𝑖)
1 , 𝜆

(𝑖)
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆(𝑖)

𝑛 ), 其中特征

值𝜆
(𝑖)
𝑘 < 0, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,则最小驻留时间为

𝜏0 = max
𝑖∈ℐ

{ ln𝐿𝑖

𝜆𝑖

}
. (29)

其中: 𝜆𝑖 =
𝑛

min
𝑘=1

∣𝜆(𝑖)
𝑘 ∣,而

𝐿𝑖 = ∥𝑀𝑖∥∥𝑀−1
𝑖 ∥, 𝑖 ∈ ℐ. (30)

2)如果𝐵𝑖 = diag(𝐽 (𝑖)
1 , 𝐽

(𝑖)
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐽 (𝑖)

𝑠 ), 𝑖 ∈ ℐ,其

中

𝐽
(𝑖)
𝑘 =

[
𝛼
(𝑖)
𝑘 −𝛽

(𝑖)
𝑘

𝛽
(𝑖)
𝑘 𝛼

(𝑖)
𝑘

]
, 或 𝐽

(𝑖)
𝑘 = 𝛼

(𝑖)
𝑘 , (31)

𝛼
(𝑖)
𝑘 < 0, 𝛽

(𝑖)
𝑘 ∈ 𝑹, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠,

则最小驻留时间为

𝜏0 = max
𝑖∈ℐ

{ ln𝐿𝑖

𝛼𝑖

}
. (32)

其中: 𝛼𝑖 =
𝑠

min
𝑘=1

∣𝛼(𝑖)
𝑘 ∣, 𝐿𝑖见式 (30).

3)如果𝐵𝑖 = diag(𝐽 (𝑖)
1 , 𝐽

(𝑖)
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐽 (𝑖)

𝑠 ), 𝑖 ∈ ℐ,其

中

𝐽
(𝑖)
𝑙 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜆
(𝑖)
𝑙 1 1 ⋅ ⋅ ⋅ 0

0 𝜆
(𝑖)
𝑙 1 ⋅ ⋅ ⋅ 0

...
...

...
...

...

0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜆
(𝑖)
𝑙

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑛
(𝑖)
𝑘 ×𝑛

(𝑖)
𝑘

, (33)

𝜆
(𝑖)
𝑙 < 0, 𝑛(𝑖)

𝑘 表示特征值𝜆
(𝑖)
𝑙 的重数, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠.

则最小驻留时间为 𝜏0,且 𝜏0满足如下不等式组:

𝐿𝑖e
𝜆
(𝑖)
𝑙 𝜏0

√
𝐹𝑖(𝜏0, 𝑛

(𝑖)
𝑘 ) ⩽ 1. (34)

其中: 𝐿𝑖见式 (30),而

𝐹𝑖(𝜏0, 𝑛𝑘) = 𝑛
(𝑖)
𝑘 +

𝑛
(𝑖)
𝑘 −1∑
𝑛=1

(𝑛
(𝑖)
𝑘 − 𝑛)𝜏2𝑛0
(𝑛!)2

,

𝑖 ∈ ℐ. (35)

证证证明明明 对于情况 1)和情况 2), 切换系统 (2)的 2-

范数很容易计算, 即 ∥𝑥(𝑡)∥ = ∥e𝐴𝑖𝑡∥ ⩽ 𝐿𝑖e
𝑐𝑖𝑡, 其中

𝐿𝑖 > 0, 𝑐𝑖 < 0, 𝑖 ∈ ℐ,因此,当每个子系统的驻留时间

满足 𝜏 ⩾ 𝜏0时, ∥𝑥(𝑡)∥ = ∥e𝐴𝑖𝜏∥ ⩽ 1. 根据引理 1, 上

述结论成立.

对于情况 3),易得 ∥e𝐴𝑖𝑡∥ ⩽ 𝐿𝑖∥e𝐵𝑖𝑡∥, 𝑖 ∈ ℐ,而∥∥e𝐵𝑖𝑡
∥∥ =

∥∥diag(e𝐽
(𝑖)
1 𝑡, e𝐽

(𝑖)
2 ⋅ ⋅ ⋅ , e𝐽(𝑖)

𝑠 𝑡)
∥∥,∥∥e𝐽(𝑖)

𝑙 𝑡
∥∥ = e𝜆

(𝑖)
𝑙 𝑡

∥∥𝐶(𝑖)
𝑙 (𝑡)

∥∥,
其中

𝐶
(𝑖)
𝑙 (𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 𝑡
𝑡2

2!
⋅ ⋅ ⋅ 𝑡𝑛

(𝑖)
𝑘 −1

(𝑛
(𝑖)
𝑘 − 1)!

0 1 𝑡 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑡𝑛
(𝑖)
𝑘 −2

(𝑛
(𝑖)
𝑘 − 2)!

...
...

...
...

...

0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑛
(𝑖)
𝑘 ×𝑛

(𝑖)
𝑘

.

又因为 [𝐶
(𝑖)
𝑙 (𝑡)]T[𝐶

(𝑖)
𝑙 (𝑡)] ⩾ 0,所以有

[𝐶
(𝑖)
𝑙 (𝑡)]T[𝐶

(𝑖)
𝑙 (𝑡)] ⩽

Trac([𝐶(𝑖)
𝑙 (𝑡)]T[𝐶

(𝑖)
𝑙 (𝑡)])𝐼 = 𝐹𝑖(𝑡, 𝑛

(𝑖)
𝑘 )𝐼.

其中: Trac(⋅)为矩阵 (⋅)的迹, 𝐼为𝑛
(𝑖)
𝑘 × 𝑛

(𝑖)
𝑘 阶单位矩

阵. 容易得到 ∥∥𝐶(𝑖)
𝑙 (𝑡)

∥∥ ⩽
√

𝐹𝑖(𝑡, 𝑛
(𝑖)
𝑘 ),

进而∥∥e𝐽(𝑖)
𝑙 𝑡

∥∥ ⩽ e𝜆
(𝑖)
𝑙 𝑡

√
𝐹𝑖(𝑡, 𝑛

(𝑖)
𝑘 ), 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠, 𝑖 ∈ ℐ.

从上述过程易知, 如果 𝜏0满足不等式组 (34), 则

切换系统 (2)在驻留时间 𝜏 ⩾ 𝜏0的任意切换路径下是

渐近稳定的. □

5 数数数值值值例例例子子子

下面通过具体例子来验证本文结果的正确性和

有效性.

考虑切换系统

𝑥̇ = 𝐴𝑖𝑥+ 𝐸𝑖𝑤(𝑡), 𝑖 ∈ ℐ = {1, 2}. (36)

其中

𝐴1 =

[
−1.5 3

−50 − 2

]
, 𝐴2 =

[
−1 10

−2 − 1

]
,

𝐸1 =

[
3 0

0 2

]
, 𝐸2 =

[
−1 0

0 1

]
,
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𝑤(𝑡) ⪯ 𝑊 = (0.01 0.02)T.

当𝑤(𝑡) ≡ 0时, 系统 (36)中不存在有界噪声干扰. 文

献 [17]指出, 系统 (36)不存在共同Lyapunov函数, 并

给出了相应的最小驻留时间 𝜏0 = 5.062 39.

下面应用本文的方法求解系统 (36)在未受干扰

时的最小驻留时间. 事实上,存在两个非奇异实矩阵

𝑀𝑖, 𝑖 = 1, 2,分别满足𝑀𝑖𝐴𝑖𝑀
−1
𝑖 = 𝐵𝑖, 𝑖 = 1, 2. 其中

𝑀1 =

[
4.083 3 0.020 4

0 1

]
, 𝑀2 =

[ √
5 0

0 − 5

]
,

𝐵1 =

⎡⎢⎣ −1.75

√
599.75

2

−
√
599.75

2
− 1.75

⎤⎥⎦ ,

𝐵2 =

[
−1 2

√
5

−2
√
5 − 1

]
,

因此, ∥e𝐴1𝑡∥ ⩽ ∥𝑀1∥∥𝑀−1
1 ∥e−1.75𝑡 = 4.083 4e−1.75𝑡,

∥e𝐴2𝑡∥ ⩽ ∥𝑀2∥∥𝑀−1
2 ∥e−𝑡 =

√
5e−𝑡. 根据推论 1,得到

𝜏1 = 0.804 0, 𝜏2 = 1.609 4, 于是最小驻留时间 𝜏 ′0 =

max{𝜏1, 𝜏2} = 1.609 4. 很显然 𝜏 ′0 < 𝜏0.

注注注 5 应用本文的方法估计切换系统 (2)的最

小驻留时间比应用文献 [17]中的方法得到的结果更

精确,在一定程度上减少了估计的保守性.

下面应用定理 1估计系统 (36)的最终界. 事实

上,存在两个非奇异矩阵𝑃𝑖 ∈ 𝑪2×2, 𝑖 = 1, 2,且分别

满足𝑃𝑖𝐴𝑖𝑃
−1
𝑖 = Λ𝑖, 𝑖 = 1, 2. 其中

𝑃1 =

[
−1 −0.005− 0.244 9𝑖

−0.083 3 + 4.081 6𝑖 1

]
,

𝑃2 =

[
−2.236 1 2.236 1𝑖

−𝑖 1

]
,

Λ1 =

[
−1.75 + 12.249 9𝑖 0

0 −1.75 + 12.249 9𝑖

]
,

Λ2 =

[
−1 + 4.472 1𝑖 0

0 −1 + 4.472 1𝑖

]
.

从而

Λ̄1 =

[
−1.75 0

0 −1.75

]
, Λ̄2 =

[
−1 0

0 −1

]
,

𝑍 =
2

max
𝑖=1

∣𝑃−1
𝑖 𝐸𝑖𝑤(𝑡)∣ = (0.778 3.137 5)T.

根据定理 1的结果,易得

Ω1 = {𝑥 ∈ 𝑹𝑛 : ∣𝑥1∣ ⩽ 0.883 7, ∣𝑥2∣ ⩽ 3.607 8},
Ω2 = {𝑥 ∈ 𝑹𝑛 : ∣𝑥1∣ ⩽ 8.755 4, ∣𝑥2∣ ⩽ 3.915 5}.

因此,切换系统 (36)的最终界为

Ω = Ω1

∪
Ω2 =

{𝑥 ∈ 𝑹𝑛 : ∣𝑥1∣ ⩽ 8.755 4, ∣𝑥2∣ ⩽ 3.915 5}.
最后进行数值仿真. 选择初值[𝑥1(0), 𝑥2(0)] =

[4, 8],切换路径为

𝜎(𝑡) =

⎧⎨⎩
2, 𝑡 ∈ [𝑡2𝑚, 𝑡2𝑚+1), 且

𝑡2𝑚+1 − 𝑡2𝑚 = 1.609 4 + 0.1 ∗ rand;
1, 𝑡 ∈ [𝑡2𝑚+1, 𝑡2𝑚+2), 且

𝑡2𝑚+2 − 𝑡2𝑚+1 = 1.609 4 + 0.1 ∗ rand.
其中: 𝑚 = 0, 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ; rand ∈ (0, 1)是一个随机数. 仿

真结果如图 1所示,其中矩形表示应用定理 1得到的

切换系统 (36)的最终界. 从图 1可以看出, 在上述切

换路径下,切换系统 (36)的轨线很快收敛到其最终界.

仿真结果表明, 定理 1在估计切换系统 (1)的最终界

时非常有效.

-10

4

-5 0 5 10 15

0

8

-4

x
1

x
2

图 1 切换系统的状态响应和最终界

6 结结结 论论论

本文研究了线性切换系统的最终界问题. 首先,

通过应用最小驻留时间法和分量最终界方法得到了

线性切换系统的分量最终界. 与以往结果相比,本文

的结果更一般, 应用范围更广. 然后, 基于 2-范数方

法,得到了估计线性切换系统最小驻留时间的新方法.

与以往方法相比,该方法更一般,并且在某些情况下

得到的最小驻留时间较小,在一定程度上减少了估计

的保守性. 最后,通过数值仿真例子验证了所得结果

的正确性和有效性.
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