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摘 要: 在考虑非线性干扰和跟随者速度不可测的情况下,研究二阶有向网络的有限时间估计和鲁棒包容控制问题.

提出包含有估计层、控制层和跟随者层的新型分布式控制结构. 应用有限时间稳定性理论和等效输出注入的思想,

设计幂次估计器和滑模估计器,并给出网络误差的有限时间估计.进而采用齐次理论和滑模方法设计非光滑控制协

议,驱使跟随者在有限时间内收敛并保持在领航者所构成的动态凸包中,且有效抑制干扰. 仿真结果验证了理论分析

的正确性.
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Abstract: Finite time estimation and robust containment control are studied for second order directed networks considering

nonlinear disturbance and unmeasurable velocities of followers. A novel distributed architecture is proposed including

estimation layer, control layer and followers layer. The power estimator and sliding mode estimator are designed to achieve

the accurate estimations of network errors in finite time based on finite time stability theory and equivalent output injection

thought. Then nonsmooth control protocol is developed by applying homogeneity theory and sliding mode method, so as to

make followers converge and remain in the dynamic convex hull formed by the leaders in finite time and suppress disturbance

effectively. Simulation results verify the correctness of the theoretical analysis.
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1 引引引 言言言

近年来,关于多智能体协调控制的研究受到广泛

关注, 并且在诸多工程领域已得到了成功应用, 其中

包括: 机器人编队、无线传感器网络定位和智能电网

调度等. 其主要任务是设计控制协议,并通过局部交

互来实现全局行为,但目前大部分成果均实现多智能

体系统渐近协调,即其中控制律至多实现无限时间内

的渐近收敛. 相比之下,有限时间控制具有快速性、准

确性和强鲁棒性等优点[1-2]. 其研究方法主要有齐次

方法和有限时间Lyapunov稳定性方法. 文献 [3]奠定

了齐次系统有限时间稳定的理论基础,得出若负齐次

系统渐近稳定, 则该系统有限时间稳定的重要结论;

基于 [3-4]设计了连续非光滑协议, 实现了二阶无向

网络的状态一致; 应用有限时间Lyapunov稳定性理

论, [5-7]设计连续非光滑协议,实现了有限时间控制.

[5]针对一阶有向网络, 在网络拓扑具有生成树的情

况下,实现固定队形编队和动态队形编队的有限时间

控制;通过设计合适的终端滑模面, [6]讨论了单领航

者情况下多机器人系统的鲁棒有限时间跟踪问题;结

合齐次理论和滑模方法, [7]针对具有有界不确定性

的高阶系统设计有限时间控制方案,为鲁棒有限时间

控制提供了新思路. 上述成果均考虑状态完全可测情

况, 但得到系统的全部状态很困难. 由此, [8]针对具

有未知干扰的非线性系统设计了等效输出注入鲁棒
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滑模观测器, 实现了对系统状态的有限时间重构, 为

鲁棒有限时间输出反馈的研究开辟了新途径.

现有的协调控制算法经常集中在无领航者同

步[9]或单领航者的协调跟踪[6]. 而具有大量潜在应用

的包容控制,存在多个领航者且限制跟随者在由领航

者所构成的最小几何空间内运动.例如:一组异类车

辆从一个目标移动到另一个目标,此时只有部分车辆

配有传感器来探测危险障碍物,这些车辆一般被指定

为领航者,而其他车辆为跟随者. 通过探测危险障碍

物的位置,领航者能形成一个安全的移动区域.若跟

随者一直在由领导者所构成的安全区域内移动,则该

组能安全到达目的地. [10]提出停-走策略,驱使一组

单积分器个体在固定无向网络拓扑情况下进入到由

领航者所构成的凸多面体中; 而 [11-12]基于凸性概

念,分别讨论了一阶和二阶网络无干扰情况下的包容

控制问题; [13-14]针对多拉格朗日系统和多刚体系

统,展开了静态领航和动态领航情况下的有限时间控

制研究,但要求跟随者之间的网络拓扑为无向连接.

在实际应用中, 网络个体会受到模型不确定

性、随机干扰等非线性摄动的影响,而且由于有限的

网络传输速度和传感器可视范围,个体之间通常为有

向通信. 因此,在考虑非线性扰动情况下,研究有向网

络的有限时间包容控制具有重要的理论意义和实际

价值,但此方面研究至今无人问津. 本文在跟随者速

度不可测的情况下,提出了包含有估计层、控制层和

跟随者层的新型分布式控制结构的基础上,针对动态

领航情况,设计幂次估计器和滑模估计器以及非光滑

控制律,实现了二阶有向网络的有限时间鲁棒包容控

制. 本文受文献 [7-8, 13]的启发, 但与之相比有明显

进展.其中 [7]只考虑单个系统在未知干扰作用下的

渐近跟踪; [8]在已知参考轨迹的情况下考虑单个系

统的有限时间跟踪问题;而 [13]不但限定跟随者之间

拓扑为无向连接且要求跟随者已知其期望位置.

2 预预预备备备知知知识识识

2.1 代代代数数数图图图论论论和和和矩矩矩阵阵阵理理理论论论基基基础础础知知知识识识

智能体网络拓扑经常用有向图𝒢(𝒱, ℰ ,𝒜)来描

述. 其中: 𝒱 = {𝜈1, 𝜈2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜈𝑛}为非空有限的节点集
合, ℰ ⊂ 𝒱 × 𝒱为边集, 𝒜 = [𝑎𝑖𝑗 ] ∈ 𝑅𝑛×𝑛为非负加权

邻接矩阵. 若有向图𝒢的边 𝜀𝑖𝑗 ∈ ℰ ,即节点 𝜈𝑗有信息

传递给节点 𝜈𝑖, 则 𝑎𝑖𝑗 = 1, 𝜈𝑗 ∈ 𝒩𝑖, 否则 𝑎𝑖𝑗 = 0.

其中𝒩𝑖代表节点 𝜈𝑖的邻居集. 有向图𝒢所对应
的Laplacian矩阵定义为ℒ = [𝑙𝑖𝑗 ] ∈ 𝑅𝑛×𝑛. 其中:

𝑙𝑖𝑖 =
∑
𝑗 ∕=𝑖

𝑎𝑖𝑗 , 𝑙𝑖𝑗 = −𝑎𝑖𝑗 . 而且ℒ的一个重要特性是

所有行和均为 0,因此 1𝑛是ℒ零特征根的一个右特征
向量. 有序边序列 (𝜈1, 𝜈2), (𝜈2, 𝜈3), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜈𝑗 ∈ 𝒱 , 称为

有向路径. 若有向图的任意两个节点之间都存在有向

路径,则称有向图强连接.

设𝑀𝑛(𝑅)代表所有𝑛× 𝑛实矩阵的集合.若矩阵

𝐶 = [𝑐𝑖𝑗 ] ∈ 𝑀𝑛(𝑅)的所有元素非负,则称𝐶为非负矩

阵, 表示为𝐶 ⩾ 0. 对于矩阵𝐷 = [𝑑𝑖𝑗 ] ∈ 𝑀𝑛(𝑅), 若

其非对角线元素非正, 并且其所有的主子式非负,则

称𝐷为𝑀矩阵;若 ∣𝑑𝑖𝑖∣ >
∑
𝑗 ∕=𝑖

∣𝑑𝑖𝑗 ∣, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,则

称𝐷为强对角占优矩阵; 若存在置换矩阵𝑃 将𝐷变

换为下三角矩阵,则称𝐷可约,否则称不可约.

2.2 定定定义义义和和和引引引理理理

定定定义义义 1 设𝑋是实矢量空间𝑉 ⊆ 𝑅𝑛的集合.

用Co(𝑋)表示𝑋的凸包,即

Co(𝑋) =
{ 𝑘∑

𝑖=1

𝛼𝑖𝑥𝑖∣𝑥𝑖 ∈ 𝑋,𝛼𝑖 ∈ 𝑅,𝛼𝑖 ⩾ 0,

𝑘∑
𝑖=1

𝛼𝑖 = 1, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅
}
.

定定定义义义 2 令函数 sig𝛼(𝑥) = ∣𝑥∣𝛼sign(𝑥). 其中:

𝛼 > 0, sign(⋅)为符号函数. 令𝑋 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛]
T,

则有

sig𝛼(𝑋) = [sig𝛼(𝑥1), sig
𝛼(𝑥2), ⋅ ⋅ ⋅ , sig𝛼(𝑥𝑛)]

T.

定定定义义义 3 设 𝑓(𝑥) = [𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓𝑛(𝑥)]T是
一个连续矢量域.同时设 (𝑟1, 𝑟2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟𝑛) ∈ 𝑅𝑛, 𝑟𝑖 > 0,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 若对于 ∀𝜀 > 0, ∀𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑘 ∈ 𝑅,有

𝑓𝑖(𝜀
𝑟1𝑥1, 𝜀

𝑟2𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜀𝑟𝑛𝑥𝑛) = 𝜀𝑘+𝑟𝑖𝑓𝑖(𝑥),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
则称 𝑓(𝑥)关于扩散系数(𝑟1, 𝑟2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟𝑛)是 𝑘阶齐次的.

引引引理理理 1[1] 考虑如下系统:

𝑥̇ = 𝑓(𝑥), 𝑓(0) = 0, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, (1)

其中 𝑓(𝑥)关于扩散系数 (𝑟1, 𝑟2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟𝑛)是 𝑘阶齐次的

连续矢量域,这里 𝑘 < 0. 若𝑥 = 0是系统 (1)的渐近稳

定平衡点,则也是系统 (1)的有限时间稳定平衡点.

引引引理理理 2[14] 考虑如下系统:

𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑓(0, 𝑡) = 0, 𝑥 ∈ 𝑈0 ⊂ 𝑅𝑛, (2)

其中 𝑓 : 𝑈0 × 𝑅+ → 𝑅𝑛在原点𝑥 = 0的开邻域𝑈0内

相对于𝑥是连续的. 假设存在𝐶1类的正定函数𝑉 (𝑥,

𝑡) (定义在𝑉 × 𝑅+, 其中𝑉 ⊂ 𝑈0 ⊂ 𝑅𝑛), 实数 𝑐 > 0,

0 < 𝛼 < 1, 使得 𝑉̇ (𝑥, 𝑡) + 𝑉 𝛼(𝑥, 𝑡)在𝑉 是负半定的.

则系统 (2)的原点是有限时间稳定的, 而且停息时间

上界为

𝑇 ⩽ 𝑉 (𝑥(𝑡0), 𝑡0)
1−𝛼

𝑐(1− 𝛼)
.

引引引理理理 3[15] 令有向拓扑强连接, 所对应的

Laplacian矩阵为ℒ, 且对角矩阵𝐵 = diag(𝑏1, 𝑏2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑏𝑛)中至少有一个 𝑏𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,则ℒ + 𝐵为
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非奇异的𝑀矩阵.

3 问问问题题题描描描述述述

令多智能体网络由智能体Σ𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)组
成, 其对应的有向图为𝒢(𝒱, ℰ ,𝒜). 令𝐹 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑚}和𝐿 = {𝑚 + 1,𝑚 + 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}分别代表跟随者集
合和领航者集合.本文的控制目的是设计合适的估计

器和控制律驱使跟随者在有限时间内收敛并保持在

领航者所构成的动态凸包中.

3.1 网网网络络络动动动态态态

跟随者和领航者动态描述为

𝑥̇𝑖 = 𝑣𝑖, 𝑣̇𝑖 = 𝑢𝑖 + 𝑑𝑖, 𝑖 ∈ 𝐹 ;

𝑥̇𝑖 = 𝑣𝑖, 𝑣̇𝑖 = 𝑢𝑖, 𝑖 ∈ 𝐿. (3)

其中: 𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝑝, 𝑣𝑖 ∈ 𝑅𝑝, 𝑢𝑖 ∈ 𝑅𝑝, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

𝑑𝑖 ∈ 𝑅𝑝(𝑖 ∈ 𝐹 )为第 𝑖个跟随者所受的非线性干扰. 令

𝑥𝑓 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑚]T, 𝑣𝑓 = [𝑣1, 𝑣2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑚]T, 𝑢𝑓 =

[𝑢1, 𝑢2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑚]T, 𝑑 = [𝑑1, 𝑑2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑𝑚]T分别代表跟随

者的位置向量、速度向量、控制向量和所受的外部

干扰向量, 其中 ∥𝑑∥∞ < 𝜎. 令𝑥𝑙 = [𝑥𝑚+1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛]
T,

𝑣𝑙 = [𝑣𝑚+1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑛]T, 𝑢𝑙 = [𝑢𝑚+1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑛]
T分别代

表领航者的位置向量、速度向量和控制向量. 则整

个系统的位置向量、速度向量和控制向量分别为

𝑥 = [𝑥𝑓 , 𝑥𝑙]
T, 𝑣 = [𝑣𝑓 , 𝑣𝑙]

T, 𝑢 = [𝑢𝑓 , 𝑢𝑙]
T.

3.2 网网网络络络拓拓拓扑扑扑

本文令领航者之间无通信,且领航者与跟随者之

间通信是单向的, 即领航者发送信息.因此跟随者之

间的网络拓扑和领航者与跟随者之间的网络拓扑决

定整个网络通信. 由此对Laplacian阵ℒ进行结构划
分,则有

ℒ
[
𝑥𝑓

𝑥𝑙

]
=

[
𝒯 𝒯𝑑

0(𝑛−𝑚)×𝑚 0(𝑛−𝑚)×(𝑛−𝑚)

][
𝑥𝑓

𝑥𝑙

]
. (4)

其中: 𝒯 = [𝒯𝑖𝑗 ] ∈ 𝑅𝑚×𝑚, 𝒯𝑑 ∈ 𝑅𝑚×(𝑛−𝑚).

3.3 网网网络络络误误误差差差

定义误差函数

𝑒1𝑖 =

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗), 𝑒
2
𝑖 =

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑣𝑖 − 𝑣𝑗), 𝑖 ∈ 𝐹,

则整个网络的误差动态可描述为

𝐸̇1 = 𝐸2, 𝐸̇2 = 𝒯 (𝑢𝑓 + 𝑑) + 𝒯𝑑𝑢𝑙. (5)

其中: 𝐸1 = [𝑒11, 𝑒
1
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒1𝑚]T, 𝐸2 = [𝑒21, 𝑒

2
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒2𝑚]T.

假假假设设设 1 跟随者之间强连接, 并且对于每个跟

随者,至少存在一个领航者与其通信.

引引引理理理 4 若假设 1成立, 且𝐸1 = 0, 𝐸2 = 0,

则跟随者Σ𝑖(𝑖 ∈ 𝐹 )收敛到由领航者所构成的凸包

Co{Σ𝑖, 𝑖 ∈ 𝐿}中.

证证证明明明 由假设 1可得, 跟随者之间的网络

拓扑所对应的Laplacian矩阵 𝒯𝐹 为不可约的𝑀 -矩

阵, 且非负矩阵−𝒯𝑑的每个行和 𝑏𝑖 > 0, 𝑖 ∈ 𝐹 .

令𝐵 = diag(𝑏1, 𝑏2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑚), 则由引理 3可知 𝒯 =

𝒯𝐹 + 𝐵为强对角占优的𝑀 -矩阵,所以其逆阵 𝒯 −1 =

[𝑇𝑖𝑗 ] ∈ 𝑅𝑚×𝑚存在且正定, 则−𝒯 −1𝒯𝑑为非负矩
阵. 由 [𝒯 𝒯𝑑]1𝑚 = 0𝑛可知, −𝒯 −1𝒯𝑑的每个行和等
于 1. 令𝑥𝑑 = −𝒯 −1𝒯𝑑𝑥𝑙, 𝑣𝑑 = −𝒯 −1𝒯𝑑𝑣𝑙, 则有𝑥𝑑 =

[𝑥𝑑1, 𝑥𝑑2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑑𝑚]T, 𝑣𝑑 = [𝑣𝑑1, 𝑣𝑑2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑑𝑚]T. 其中:

𝑥𝑑𝑖 ∈ 𝑅, 𝑣𝑑𝑖 ∈ 𝑅(𝑖 ∈ 𝐹 )为每个跟随者的期望位置

和期望速度, 即领航者位置和速度的凸加权平均.

令 𝑥̃𝑓 = 𝑥𝑓 − 𝑥𝑑, 𝑣𝑓 = 𝑣𝑓 − 𝑣𝑑,则有

𝐸1 = 𝒯 𝑥𝑓 + 𝒯𝑑𝑥𝑙 = 𝒯 𝑥̃𝑓 , 𝐸2 = 𝒯 𝑣𝑓 + 𝒯𝑑𝑣𝑙 = 𝒯 𝑣𝑓 .

由矩阵 𝒯 的非奇异性可得, 当𝐸1 = 0和𝐸2 = 0时,

有𝑥𝑓 = 𝑥𝑑和 𝑣𝑓 = 𝑣𝑑, 即跟随者Σ𝑖(𝑖 ∈ 𝐹 )的运

动轨迹收敛到由领导者所构成的凸包Co{Σ𝑖, 𝑖 ∈
𝐿}中. 2
4 主主主要要要结结结果果果

假定领航者的位置和速度已知,跟随者位置可测

而其速度不可测,且每个跟随者都配有估计器. 假定

领航者时变的控制输入未知且有界, 即 sup ∣𝑢𝑖∣ ⩽ 𝜇,

𝑖 ∈ 𝐿.整个系统控制结构可分为 3层, 分别为: 估计

层、控制层和跟随者层,如图 1所示.

"#$%

{ |( - , - )}i F x x v vdi di di di∈

‹ ‹

{ |( - , - )}j N x x v vi di di di di∈

‹ ‹

&'(

)*(

+,-(

{ |( )}i F e i

1
,e i

2
∈
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{ |( )}i F e i

1
,e i

2
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{ |( )}j N i e ej j

1 2
,∈

‹ ‹

{ | }i F u i∈{ |( )}i F x ,vi i∈

‹

图 1 系统分布式控制结构图

在估计层中, 首先构建幂次估计器, 实现对

跟随者期望位置和期望速度的有限时间估计, 即

𝑥̂𝑑𝑖 = 𝑥𝑑𝑖, 𝑣𝑑𝑖 = 𝑣𝑑𝑖, 𝑖 ∈ 𝐹 ,并根据此估值和可测位置

信息,采用等效输出注入的思想设计滑模估计器, 并

给出网络误差的精确估计.在控制层中, 基于上述精

确估值,设计分布式非光滑控制协议,以保证系统在

有限时间内到达滑模面,最后在滑模面上实现有限时

间包容控制.

4.1 有有有限限限时时时间间间估估估计计计

首先提出如下幂次估计器:

˙̂𝑥𝑑𝑖 = 𝑣𝑑𝑖 − 𝛽

𝑚∑
𝑗=1

𝑇𝑖𝑗sig
[ 𝑛∑
𝑘=1

𝑎𝑗𝑘(𝑥̂𝑑𝑗 − 𝑥̂𝑑𝑘)
]𝛾
, (6a)

˙̂𝑣𝑑𝑖 = −𝛽

𝑚∑
𝑗=1

𝑇𝑖𝑗sign
[ 𝑛∑
𝑘=1

𝑎𝑗𝑘(𝑣𝑑𝑗 − 𝑣𝑑𝑘)
]
. (6b)
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其中: 𝛽 > 0; 0 < 𝛾 < 1; 𝑖 ∈ 𝐹 ; 𝑥̂𝑑𝑖和 𝑣𝑑𝑖分别

代表第 𝑖个跟随者对期望位置和期望速度的估计,

且 𝑥̂𝑑𝑖 = 𝑥𝑖, 𝑣𝑑𝑖 = 𝑣𝑖, 𝑖 ∈ 𝐿.

定定定理理理 1 考虑由动态 (3)所描述的有向网络,若

假设 1成立, 且𝛽 > 𝜇 ∥Γ𝑑∥∞, 则估计器 (6)可保证在

有限时间内实现 𝑥̂𝑑𝑖 = 𝑥𝑑𝑖, 𝑣𝑑𝑖 = 𝑣𝑑𝑖, 𝑖 ∈ 𝐹 .

证证证明明明 定义估计误差为: 𝜀1𝑖 = 𝑥̂𝑑𝑖 − 𝑥𝑑𝑖, 𝜀2𝑖 =

𝑣𝑑𝑖 − 𝑣𝑑𝑖, 𝑖 ∈ 𝐹 . 则估计误差向量 𝜀1 = [𝜀11, 𝜀12, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝜀1𝑚]T, 𝜀2 = [𝜀21, 𝜀22, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜀2𝑚]T. 针对式 (6b), 选取

Lyapunov函数𝑉1 =
1

2
𝜀T2 𝒯 T𝒯 𝜀2,则有

𝑉̇1 =𝜀T2 𝒯 T𝒯 (−𝛽𝒯 −1sign(𝒯 𝜀2)− 𝑣̇𝑑) =

(𝒯 𝜀2)
T(−𝛽sign(𝒯 𝜀2)− 𝒯 𝑣̇𝑑) ⩽

− (𝛽 − 𝜇 ∥𝒯𝑑∥∞) ∥𝒯 𝜀2∥2 =

−
√
2(𝛽 − 𝜇 ∥𝒯𝑑∥∞)𝑉

1
2
1 .

其中: 不等式部分采用Hölder不等式
∣∣𝑥T𝑦

∣∣ ⩽ ∥𝑥∥1 ⋅
∥𝑦∥∞, 以及矩阵范数性质 ∥𝐴𝐵∥∞ ⩽ ∥𝐴∥∞ ∥𝐵∥∞和
∥𝐴∥1 ⩾ ∥𝐴∥2. 令

𝑇1 =

√
2𝑉1(0)

(𝛽 − 𝜇 ∥𝒯𝑑∥∞)
,

则当 𝑡 > 𝑇1时, 实现跟随者期望速度的精确估计,可

用 𝑣𝑑𝑖替代 𝑣𝑑𝑖, 𝑖 ∈ 𝐹 .

针对式 (6a),选取Lyapunov函数𝑉2 =
1

2
𝜀T1 𝜀1,则

有

𝑉̇2 = 𝜀T1 (−𝛽𝒯 −1𝑠𝑖𝑔(𝒯 𝜀1)
𝛾) ⩽

− 𝛽𝜆min[(𝒯 𝒯 T)−1]

𝑚∑
𝑖=1

∣(𝒯 𝜀1)𝑖∣𝛾+1 ⩽

− 𝛽𝜆min[(𝒯 𝒯 T)−1](𝜀T
1𝒯 T𝒯 𝜀1)

𝛾+1
2 ⩽

− 2
𝛾+1
2 𝛽𝜆min[(𝒯 𝒯 T)−1][𝜆min(𝒯 T𝒯 )]

𝛾+1
2 𝑉

𝛾+1
2

2 .

其中: 𝒯 T𝒯 和 𝒯 𝒯 T均为正定对称阵, 𝜆min[⋅]为矩阵最
小特征根, (𝒯 𝜀1)𝑖为矢量 𝒯 𝜀1的第 𝑖个分量. 令

𝑘1 = 2
𝛾+1
2 𝛽𝜆min[(𝒯 𝒯 T)−1][𝜆min(𝒯 T𝒯 )]

𝛾−1
2 ,

则由引理 2可得,在停息时间

𝑇2 = 𝑇1 +
2𝑉2(𝑇1)

1−𝛾
2

𝑘1(1− 𝛾)

内, 𝑥̂𝑑𝑖 → 𝑥𝑑𝑖, 𝑖 ∈ 𝐹 . 当 𝑡 > 𝑇2时,实现对跟随者期望

位置的精确估计,可用 𝑥̂𝑑𝑖替代𝑥𝑑𝑖, 𝑖 ∈ 𝐹 . 2
然后基于此估值和可测的位置信息,设计等效输

出注入滑模估计器. 定义网络误差 𝑒1𝑖 和 𝑒2𝑖 的估值,即

𝑒1𝑖 =

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗) =

𝑚∑
𝑗=1

𝒯𝑖𝑗(𝑥𝑗 − 𝑥̂𝑑𝑗),

𝑒2𝑖 =

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑣𝑖 − 𝑣𝑗) =

𝑚∑
𝑗=1

𝒯𝑖𝑗(𝑣𝑗 − 𝑣𝑑𝑗).

令 𝐸̂1 = [𝑒11, 𝑒
1
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒1𝑚]和 𝐸̂2 = [𝑒21, 𝑒

2
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒2𝑚]代表

网络误差𝐸1和𝐸2的估计矢量.

设计等效输出注入滑模估计器为

˙̂𝑒1𝑖 = 𝑒2𝑖 + 𝜆1sign(𝑒
1
𝑖 − 𝑒1𝑖 ),

˙̂𝑒2𝑖 =

𝑚∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑢𝑗 + 𝜒𝜆2sign((𝜆1sign(𝑒
1
𝑖 − 𝑒1𝑖 ))eq). (7)

其中: (𝜆1sign(𝑒
1
𝑖 − 𝑒1𝑖 ))eq可经过低通滤波器得到

[7],

当 𝑒1𝑖 ∕= 𝑒1𝑖 时, 𝜒 = 0;反之, 𝜒 = 1, 𝑖 ∈ 𝐹 .

定定定理理理 2 考虑由动态 (3)所描述的有向网络,若

跟随者速度不可测, 存在估计器增益𝜆1和𝜆2使得等

效输出注入滑模估计器 (7)在有限时间内实现对网络

误差𝐸1和𝐸2的精确估计.

证证证明明明 令 𝐸̃1 = 𝐸1 − 𝐸̂1, 𝐸̃2 = 𝐸2 − 𝐸̂2,则有
˙̃𝐸1 = 𝐸̃2 − 𝜆1sign(𝐸̃1),

˙̃𝐸2 = Γ𝑑+ Γ𝑑𝑢𝑙 − 𝜒𝜆2sign((𝜆1sign(𝐸̃1))eq).

令𝑉1 =
1

2
𝐸̃T

1 𝐸̃1,当𝜆1 >
∥∥𝐸̃2

∥∥+ 𝜏1(𝜏1 > 0)时,经过

𝑇3 = 𝑡0 +

∥∥𝐸̃1(𝑡0)
∥∥

𝜏1
,

𝐸̃1收敛到滑模面 𝐸̃1 = 0, 即𝐸1 = 𝐸̂1. 同样令𝑉2 =
1

2
𝐸̃T

2 𝐸̃2,当𝜆2 > ∥Γ𝑑+ Γ𝑑𝑢𝑙∥+ 𝜏2(𝜏2 > 0)时,经过

𝑇4 =

∥∥𝐸̃2(𝑇3)
∥∥

𝜏2
+ 𝑇3,

𝐸̃2收敛到滑模面 𝐸̃2 = 0,即𝐸2 = 𝐸̂2. 2
4.2 有有有限限限时时时间间间包包包容容容控控控制制制

在此基础上,提出下列分布式控制律:

𝑢𝑖 = 𝑢𝑖
ideal + 𝑢𝑖

disc,

𝑢𝑖
ideal = −

𝑚∑
𝑗=1

𝑇𝑖𝑗{sig(𝑒1𝑗 )𝛼1 + sig(𝑒2𝑗 )
𝛼2},

𝑢𝑖
disc = −𝜌

𝑚∑
𝑗=1

𝑇𝑖𝑗sign(𝑠𝑗),

𝑠𝑖 = 𝑒2𝑖 + 𝑒𝑖aux,

𝑒̇𝑖aux = −
𝑚∑
𝑗=1

𝒯𝑖𝑗𝑢𝑗
ideal. (8)

其中: 𝑢𝑖
ideal为无摄动时的理想控制律, 𝑢𝑖

disc为克服摄

动的不连续控制律, 𝑒𝑖aux为引入的辅助变量,且 𝑖 ∈ 𝐹 .

定定定理理理 3 考虑由动态 (3)所描述的有向网络,

若假设 1成立, 对跟随者采用估计器 (6)和 (7)以及

控制协议 (8), 则在有限时间内实现包容控制. 其中

参数 𝜌 ⩾ 𝜎 ∥𝒯 ∥ + 𝛿 + 𝜇 ∥𝒯𝑑∥, 𝛿 > 0, 0 < 𝛼1 < 1,

𝛼2 =
2𝛼1

1 + 𝛼1
.

证证证明明明 将领航者的作用与外界非线性干扰一同

看成外部摄动.首先, 针对系统无摄动情况下的有限

时间稳定性进行证明; 然后, 基于滑模思想[7] 设计

不连续控制律来克服摄动的影响, 从而使得系统在

dell
高亮

dell
附注
这句话中i既属于F也属于L，是否有歧义？请说明。
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有限时间内到达滑模面, 并且在滑模面上实现有限

时间包容控制. 令𝑢ideal = [𝑢1
ideal, 𝑢

2
ideal, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑚

ideal]
T,

𝑠 = [𝑠1, 𝑠2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑚]T, 𝑢disc = [𝑢1
disc, 𝑢

2
disc, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑚

disc]
T,

𝐸aux = [𝑒1aux, 𝑒
2
aux, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒𝑚𝑎𝑢𝑥]T. 当𝑇 > max(𝑇2, 𝑇4)时,

有

𝑢𝑓 = 𝑢ideal + 𝑢disc,

𝑢ideal = −𝒯 −1[sig(𝐸1)
𝛼1 + sig(𝐸2)

𝛼2 ],

𝑢disc = −𝜌𝒯 −1sign(𝑠),

𝑠 = 𝐸2 + 𝐸aux,

𝐸̇aux = −𝒯 𝑢ideal. (9)

考虑无摄动情况下,令𝑢𝑓 = 𝑢ideal. 此时有

𝐸̇1 = 𝐸2, 𝐸̇2 = −sig(𝐸1)
𝛼1 − sig(𝐸2)

𝛼2 . (10)

选取Lyapunov函数

𝑉3 =

𝑚∑
𝑖=1

[( 1

1 + 𝛼1
∣𝑒1𝑖 ∣1+𝛼1

)
+

1

2
(𝑒2𝑖 )

2
]

, 可得 𝑉̇3 = −
𝑚∑
𝑖=1

∣𝑒2𝑖 ∣𝛼2+1 ⩽ 0, 应用Lasalle不变

集原理可得𝐸1 → 0, 𝐸2 → 0, 则误差系统 (10)全

局渐近稳定. 且由文献 [1]可知式 (10)关于扩散系

数 (𝑟11
T
𝑚, 𝑟21

T
𝑚)为 𝑘 = 𝛼2 − 1 < 0阶齐次的. 其中:

𝑟1 =
2

1 + 𝛼1
, 𝑟2 = 1. 同样由引理 1可得,网络误差动

态 (10)是有限时间稳定的. 则由引理 4可得, 跟随者

在有限时间内收敛并保持在领航者的凸包中.

为了克服干扰的影响且实现有限时间控制,需在

控制律中引入具有辅助变量的不连续项.定义滑模变

量 𝑠 = 𝐸2 +𝐸aux,则 𝑠̇ = 𝐸̇2 + 𝐸̇aux. 选取Lyapunov函

数𝑉4 = 1
2𝑠

T𝑠 ,则有

𝑉̇4 =𝑠T(𝒯 (𝑢𝑓 + 𝑑) + 𝒯𝑑𝑢𝑙 − 𝒯 𝑢ideal) ⩽

− 𝛿 ∥𝑠∥ = −
√
2𝛿𝑉

1
2
4 .

由引理 2可得, 在有限时间内可使得 𝑠 → 0. 在滑

模面上, 等价控制为𝑢eq
disc = −𝑑 − 𝒯 −1𝒯𝑑𝑢𝑙, 将𝑢𝑓 =

𝑢ideal + 𝑢eq
disc代入式 (5),可得到在滑模面上的等价闭

环误差动态为式 (10). 由前面的证明可以得出,若对

跟随者采用估计器 (6)和 (7)以及控制协议 (8), 则在

有限时间内实现包容控制. 2
注注注 1 控制协议 (8)是受到文献 [8]的启发, 但

文献 [8]研究具有有界不确定性的单个系统的有限时

间轨迹跟踪,而本文研究具有任意扰动的有向网络的

分布式包容控制,而且其中只有部分跟随者已知领航

者的状态.

5 仿仿仿真真真实实实验验验

本节考虑由 8个智能体所构成的有向网络, 如

图 2所示. 其中: 𝑙𝑖(𝑖 = 1, 2, 3, 4)为领航者, 𝑓𝑖(𝑖 =

1, 2, 3, 4)为跟随者. 在二维空间内考虑该网络的协调

控制,其中: 𝑥𝑖 ∈ 𝑅2, 𝑣𝑖 ∈ 𝑅2, 𝑢𝑖 ∈ 𝑅2, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

令非线性干扰为 𝑑𝑖 = [0, 0.01 sin 𝑡]T, 𝑖 ∈ 𝐹 .

令估计器 (6)和 (7)中参数选为 𝛾 = 0.6, 𝛽 = 0.2,

𝜆1 = 10, 𝜆2 = 15, 控制协议 (8)中的参数选为𝛼1 =

0.6, 𝛼2 = 0.75, 𝜌 = 0.04. 图 3和图 4分别给出了采用

估计器 (6)的跟随者对期望位置和期望速度的估计误

差的 2-范数. 仿真结果表明,每个跟随者均能在 4 s内

和 12 s内分别获得期望速度和期望位置的精确估计.

图 5给出了采用估计器 (6), (7)和控制协议 (8)所得到

的智能体的运动轨迹,其中方块和圆点分别代表领航

者和跟随者. 由 25 s和 50 s的快照可知,在大约 25 s后

跟随者全部收敛并保持在由领航者所构成的动态凸

包中.
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图 2 有向网络拓扑图
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图 3 期望位置估计误差的 2-范数
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图 4 期望速度估计误差的 2-范数
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图 5 智能体的运动轨迹

6 结结结 论论论

针对具有非线性干扰的二阶有向网络, 提出了

有限时间鲁棒包容控制的新型分布式控制结构,将问

dell
高亮

dell
附注
原文中没有“的”，我在这加个“的”是否合适？
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题解耦成有限时间估计和有限时间包容控制两部分;

通过设计幂次估计器,实现对跟随者期望位置和期望

速度的有限时间估计;继而在跟随者速度不可测情况

下,根据上述估值和可测的位置信息设计等效输出注

入滑模估计器, 并给出网络误差的精确估值.然后基

于此精确估值,结合齐次理论和滑模控制思想设计具

有辅助变量的滑模面, 并提出非光滑控制协议,驱使

跟随者在有限时间内收敛并保持在领航者所构成的

动态凸包中. 最后,仿真结果验证了理论方案的可行

性和正确性.
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