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摘 要: 针对一类具有随机时延和非线性扰动的网络控制系统,利用变采样周期的方法,将连续被控对象离散化,使

网络控制系统建模为部分转移概率未知的非线性Markov跳变系统.通过随机Lyapunov方法,给出保证整个闭环系

统随机稳定的充分条件,同时得到非线性扰动项的最大界. 仿真算例表明了所提出方法的有效性.
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Abstract: For a class of networked control systems with random delay and nonlinear perturbation, by applying variable-

period sampling method, the discretization of networked control systems is modeled as a nonlinear Markovian jump systems

with partly unknown transition probabilities. By means of the stochastic Lyapunov method, a sufficient condition is presented,

which guarantees the stochastical stability of the closed-loop system and at the same time maximizes the bound on the non-

linearity. A simulation example is presented to illustrate the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引 言言言

随着计算机和网络通讯技术的发展以及对控制

和管理的要求不断提高, 网络控制系统 (NCSs)的分

析和综合问题越来越受到人们的关注,并取得了一定

的成果.目前关于NCSs的研究主要集中在被控对象

为线性系统的情况,但非线性现象是本质的、普遍的,

研究基于非线性被控对象的NCSs具有更加重要的意

义.文献 [1]研究了非线性NCSs的量化控制; [2]研究

了具有随机丢包和时变时延的非线性连续NCSs的稳

定性问题; [3]研究了具有长时延和控制器增益扰动

的不确定非线性NCSs的非脆弱保性能控制问题.

上述关于非线性NCSs的研究大多是基于固定

采样周期进行的, 然而在NCSs中, 计算机负载的变

化、网络的影响及外部干扰等因素,都会导致系统采

样周期发生变化. 因此,对时变采样周期NCSs的研究

已成为目前研究的一个热点问题.文献 [4]利用输入

时延法,将时变采样周期NCSs转化为具有时变时延

的NCSs,并应用Lyapunov稳定性理论和线性矩阵不

等式方法给出了保性能鲁棒容错控制器的设计方法.

文献 [5]利用变采样周期的方法, 研究了一类具有随

机时延的NCSs控制器设计方法; 但建模得到的马尔

科夫链的转移概率是完全已知的,而且没有考虑非线

性扰动项.

本文针对一类具有随机时延和非线性扰动的

NCSs,利用变采样周期的方法,将该系统建模为部分

转移概率已知的非线性Markov跳变系统; 并在此基

础上, 给出一种新的随机控制器的设计方法, 进一步

得到了非线性扰动项的最大界.

2 问问问题题题描描描述述述

设被控对象是非线性系统,系统方程描述如下:
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𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)),

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡).
(1)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑚, 𝑦(𝑡) ∈ 𝑅𝑝分别为状态、

控制输入和量测输出; 𝐴,𝐵,𝐶 为适当维数的常阵;

𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡))为不确定非线性项.

0 < 𝑑𝑘 ⩽ 𝑑表示从传感器到控制器和从控制器

到执行器的有界随机时延之和,假设 𝑑𝑘在有限集Λ =

{𝜏1, 𝜏2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜏𝑀} (0 < 𝜏𝑟 ⩽ 𝑑, 𝑟 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀)中取

值.在实时通讯系统中, 当前的时延通常受以前时延

的影响不能完全确定, 因此将时延 𝑑𝑘建模为具有部

分未知转移概率的马尔科夫链, 它的转移概率矩阵

为Π = [𝜆𝑟𝑠], 𝜆𝑟𝑠定义为

𝜆𝑟𝑠 = 𝑃𝑟(𝑑𝑘+1 = 𝜏𝑠∣ 𝑑𝑘 = 𝜏𝑟), (2)

其中𝜆𝑟𝑠 > 0,
𝑀∑
𝑠=1

𝜆𝑟𝑠 = 1, 𝑟, 𝑠 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀}. 假设

随机时延的转移概率矩阵中存在一些未知的元素,例

如, 具有 4个模态的 𝑑𝑘的转移概率矩阵Π 可能具有

如下形式:

Π =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝜆11 ? 𝜆13 ?

? ? ? 𝜆24

𝜆31 ? ? 𝜆34

? ? 𝜆43 𝜆44

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (3)

其中“？”表示未知元素.为了简化, 对于任意 𝑟 ∈ {1,
2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀}, 定义 𝐼𝑟𝜅 = {𝑠 : 𝜆𝑟𝑠是已知的 }, 𝐼𝑟𝑢𝜅 = {𝑠 :

𝜆𝑟𝑠是未知的 }. 如果 𝐼𝑟𝜅 ∕= ∅,设 𝐼𝑟𝜅中有𝑚个元素,则

𝐼𝑟𝜅, 𝐼𝑟𝑢𝜅可进一步表示为 𝐼𝑟𝜅 = {𝜅𝑟
1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜅𝑟

𝑚}, 𝐼𝑟𝑢𝜅 =

{𝜅̄𝑟
1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜅̄𝑟

𝑀−𝑚}, 𝜅𝑟
𝑚 ∈ 𝑍+表示第 𝑟行中第𝑚个已

知元素的列下标, 𝜅̄𝑟
𝑀−𝑚 ∈ 𝑍+表示第 𝑟行中第𝑀 −

𝑚个未知元素的列下标.

在本文中, 采用变采样周期的方法[6]将系统 (1)

离散化, 如果在采样时刻 𝑘的时延为 𝑑𝑘, 则取在采样

时刻 𝑘的变采样周期𝑇𝑘为 𝑑𝑘. 因此,用变采样周期𝑇𝑘

对系统 (1)进行采样,可得离散化模型为{
𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴(𝑇𝑘)𝑥(𝑘) +𝐵(𝑇𝑘)𝑢(𝑘) + 𝑓(𝑇𝑘, 𝑥(𝑘)),

𝑦(𝑘) = 𝐶𝑥(𝑘).

(4)

其中

𝐴(𝑇𝑘) = e𝐴𝑇𝑘 , 𝐵(𝑇𝑘) =
w 𝑇𝑘

0
e𝐴𝑠𝐵d𝑠,

𝑥(𝑘) = 𝑥(𝑡𝑘), 𝑦(𝑘) = 𝑦(𝑡𝑘),

𝑡𝑘 =

𝑘∑
𝑙=1

𝑑𝑙, 𝑓(𝑇𝑘, 𝑥(𝑘)) =
w 𝑇𝑘

0
e𝐴𝑠𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠))d𝑠.

并且 𝑓(𝑇𝑘, 𝑥(𝑘))满足

𝑓T(𝑇𝑘, 𝑥(𝑘))𝑓(𝑇𝑘, 𝑥(𝑘)) ⩽ 𝛼2𝑥T(𝑘)𝐻T𝐻𝑥(𝑘). (5)

𝛼 > 0是与 𝑓(𝑇𝑘, 𝑥(𝑘))有关的有界参数, 𝐻是已知的

实常矩阵.

式 (5)等价于[
𝑥(𝑘)

𝑓(𝑇𝑘, 𝑥(𝑘))

]T [
−𝛼2𝐻T𝐻 0

0 𝐼

][
𝑥(𝑘)

𝑓(𝑇𝑘, 𝑥(𝑘))

]
⩽ 0.

(6)

本文的目的是设计一个状态反馈控制器

𝑢(𝑘) = 𝐾(𝑇𝑘)𝑥(𝑘), (7)

使得闭环系统

𝑥(𝑘 + 1) = [𝐴(𝑇𝑘) +𝐵(𝑇𝑘)𝐾(𝑇𝑘)]𝑥(𝑘) +

𝑓(𝑇𝑘, 𝑥(𝑘)) (8)

是随机稳定的,并且找到最大的非线性界𝛼.

3 主主主要要要结结结果果果

定定定义义义 1 如果对于任意初始状态𝑥0 ∈ 𝑅𝑛和 𝑑0

∈ Λ, 不等式𝐸
{ ∞∑
𝑘=0

∥𝑥(𝑘)∥2 ∣𝑥0, 𝑑0

}
⩽ ∞成立, 则闭

环系统 (8)是随机稳定的.

定定定义义义 2 如果闭环系统 (8)对于任意满足式 (5)

的 𝑓(𝑇𝑘, 𝑥(𝑘))是随机稳定的, 则称系统 (4)在状态反

馈控制器 (7)作用下是鲁棒𝛼度随机稳定的.

引理 1[7] 设Ω0(𝑥)和Ω1(𝑥)是𝑅𝑛上任意两个

二次型函数,如果存在标量Γ ⩾ 0,使得对于任意的𝑥

∈ 𝑅𝑛 − {0}有Ω0(𝑥) − ΓΩ1(𝑥) < 0成立, 则Ω0(𝑥) <

0对于所有满足Ω1(𝑥) ⩽ 0的𝑥 ∈ 𝑅𝑛 − {0}都成立.

引理 2[8] 对于给定的标量𝜆𝑖 ⩾ 0和矩阵𝑃𝑖 ⩾

0,可得
𝑁∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑃𝑖 ⩽
𝑁∑
𝑖=1

𝜆𝑖

𝑁∑
𝑖=1

𝑃𝑖.

定定定理理理 1 对于闭环系统 (8),如果存在矩阵𝑋(𝜏𝑟)

> 0, 𝑌 (𝜏𝑟)和标量 𝛽 > 0, 使得下列线性矩阵不等式

对于所有的 𝜏𝑟 ∈ Λ都成立:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−𝑋(𝜏𝑟) 0 Φ1 Φ̄1 𝑋(𝜏𝑟)𝐻
T

∗ −𝐼 Φ2 Φ̄2 0

∗ ∗ Φ3 0 0

∗ ∗ ∗ Φ̄3 0

∗ ∗ ∗ ∗ −𝛽𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0, (9)

则系统 (4)在状态反馈控制器 (7)作用下是鲁棒𝛼度

随机稳定的,并且控制器增益𝐾(𝜏𝑟) = 𝑌 (𝜏𝑟)𝑋
−1(𝜏𝑟).

其中

𝑋(𝜏𝑟) = 𝑃−1(𝜏𝑟), 𝑌 (𝜏𝑟) = 𝐾(𝜏𝑟)𝑋(𝜏𝑟),

Φ1 = [
√

𝜆𝑟𝜅𝑟
1

√
𝜆𝑟𝜅𝑟

1
⋅ ⋅ ⋅ √

𝜆𝑟𝜅𝑟
𝑚

]ΦT
4 (𝜏𝑟),

Φ̄1 = [
√
𝜐𝑟

√
𝜐𝑟 ⋅ ⋅ ⋅ √

𝜐𝑟 ]ΦT
4 (𝜏𝑟),

Φ2 = [
√

𝜆𝑟𝜅𝑟
1
𝐼

√
𝜆𝑟𝜅𝑟

2
𝐼 ⋅ ⋅ ⋅ √

𝜆𝑟𝜅𝑟
𝑚
𝐼 ],

Φ̄2 = [
√
𝜐𝑟𝐼

√
𝜐𝑟𝐼 ⋅ ⋅ ⋅ √

𝜐𝑟𝐼 ],

Φ3 = −diag{ 𝑋(𝜅𝑟
1) 𝑋(𝜅𝑟

2) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑋(𝜅𝑟
𝑚) },

Φ̄3 = −diag{ 𝑋(𝜅̄𝑟
1) 𝑋(𝜅̄𝑟

2) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑋(𝜅̄𝑟
𝑚) },
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Φ4(𝜏𝑟) = 𝐴(𝜏𝑟)𝑋(𝜏𝑟) +𝐵(𝜏𝑟)𝑌 (𝜏𝑟),

𝜐𝑟 = 1−
∑
𝑠∈𝐼𝑟

𝜅

𝜆𝑟𝑠, 𝛽 =
1

𝛼2
.

证证证明明明 构造如下的随机Lyapunov函数:

𝑉 (𝑥(𝑘), 𝑇𝑘) = 𝑥T(𝑘)𝑃 (𝑇𝑘)𝑥(𝑘), (10)

则

𝐸 {Δ𝑉 (𝑥(𝑘), 𝑇𝑘)} =

𝐸{𝑥T(𝑘 + 1)𝑃 (𝑇𝑘+1)𝑥(𝑘 + 1)
∣∣𝑥(𝑘), 𝑇𝑘 = 𝜏𝑟}−

𝑥T(𝑘)𝑃 (𝜏𝑟)𝑥(𝑘) =[
𝑥(𝑘)

𝑓(𝜏𝑟, 𝑥(𝑘))

]T

𝐿(𝜏𝑟)

[
𝑥(𝑘)

𝑓(𝜏𝑟, 𝑥(𝑘))

]
. (11)

其中

𝑃 (𝑇𝑘+1∣𝑇𝑘 = 𝜏𝑟) =

𝑀∑
𝑠=1

𝜆𝑟𝑠𝑃 (𝜏𝑠),

𝐿(𝜏𝑟) =

⎡⎢⎣ Φ11 Φ12

∗
𝑀∑
𝑠=1

𝜆𝑟𝑠𝑃 (𝜏𝑠)

⎤⎥⎦ ,

Φ11 = ΦT
5 (𝜏𝑟)

𝑀∑
𝑠=1

𝜆𝑟𝑠𝑃 (𝜏𝑠)Φ5(𝜏𝑟)− 𝑃 (𝜏𝑟),

Φ12 = ΦT
5 (𝜏𝑟)

𝑀∑
𝑠=1

𝜆𝑟𝑠𝑃 (𝜏𝑠),

Φ5(𝜏𝑟) = 𝐴(𝜏𝑟) +𝐵(𝜏𝑟)𝐾(𝜏𝑟).

如果𝐿(𝜏𝑟) < 0,则类似于文献 [9]中的证明方法,

并利用定义 1, 可得闭环系统 (8)是随机稳定的. 因

此闭环系统 (8)随机稳定的充分条件是𝐸{Δ𝑉 (𝑥(𝑘),

𝑇𝑘)} < 0,即

𝐿(𝜏𝑟) < 0. (12)

利用引理 1,如果存在标量Γ ⩾ 0,使得⎡⎢⎣ Φ11 + Γ𝛼2𝐻T𝐻 Φ12

∗
𝑀∑
𝑠=1

𝜆𝑟𝑠𝑃 (𝜏𝑠)− Γ 𝐼

⎤⎥⎦ < 0 (13)

成立,则满足限制条件 (6)的式 (12)成立.

取Γ > 0,式 (13)可以表示成如下等价形式:⎡⎢⎣ Φ̄11 + 𝛼2𝐻T𝐻 Φ̄12

∗
𝑀∑
𝑠=1

𝜆𝑟𝑠𝑃 (𝜏𝑠)− 𝐼

⎤⎥⎦ < 0. (14)

其中

Φ̄11 = ΦT
5 (𝜏𝑟)

𝑀∑
𝑠=1

𝜆𝑟𝑠𝑃 (𝜏𝑠)Φ5(𝜏𝑟)− 𝑃 (𝜏𝑟),

Φ12 = ΦT
5 (𝜏𝑟)

𝑀∑
𝑠=1

𝜆𝑟𝑠𝑃 (𝜏𝑠),

𝑃 (𝜏𝑟) =
𝑃 (𝜏𝑟)

Γ
, 𝑃 (𝜏𝑠) =

𝑃 (𝜏𝑠)

Γ
.

在式 (9)两边分别乘以 diag{𝑃 (𝜏𝑟), 𝐼, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐼}和
它的转置,得

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−𝑃 (𝜏𝑟) 0 Φ6 Φ̄6 𝐻T

∗ −𝐼 Φ2 Φ̄2 0

∗ ∗ Φ3 0 0

∗ ∗ ∗ Φ̄3 0

∗ ∗ ∗ ∗ −𝛽𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0. (15)

其中

Φ6 = [
√

𝜆𝑟𝜅𝑟
1

√
𝜆𝑟𝜅𝑟

2
⋅ ⋅ ⋅ √

𝜆𝑟𝜅𝑟
𝑚

]ΦT
5 (𝜏𝑟),

Φ̄6 = [
√
𝜐𝑟

√
𝜐𝑟 ⋅ ⋅ ⋅ √

𝜐𝑟 ]ΦT
5 (𝜏𝑟).

由 Schur补引理,式 (15)等价于⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−𝑃 (𝜏𝑟) + 𝛼2𝐻T𝐻 0 Φ6 Φ̄6

∗ −𝐼 Φ2 Φ̄2

∗ ∗ Φ3 0

∗ ∗ ∗ Φ̄3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0. (16)

由引理 2得
𝑀∑
𝑠=1

𝜆𝑟𝑠𝑃 (𝜏𝑠) ⩽ 𝑃 (𝐼𝑟𝜅) + 𝜐𝑟𝑃 (𝐼𝑟𝑢𝜅). (17)

其中

𝑃 (𝐼𝑟𝜅) =
∑
𝑠∈𝐼𝑟

𝜅

𝜆𝑟𝑠𝑃 (𝜏𝑠),

𝑃 (𝐼𝑟𝑢𝜅) =
∑
𝑠∈𝐼𝑟

𝑢𝜅

𝑃 (𝜏𝑠), 𝜐𝑟 = 1−
∑
𝑠∈𝐼𝑟

𝜅

𝜆𝑟𝑠.

结合式 (17)并由Schur补引理得[
−𝑃 (𝜏𝑟) + 𝛼2𝐻T𝐻 0

0 −𝐼

]
+

[
ΦT

5 (𝜏𝑟)

𝐼

]
×

𝑀∑
𝑠=1

𝜆𝑟𝑠𝑃 (𝜏𝑠)

[
ΦT

5 (𝜏𝑟)

𝐼

]T

< 0. (18)

根据 Schur补引理得式 (18)等价于式 (14). 2
为了建立式 (4)和 (7)在限制条件 (5)下的最大鲁

棒𝛼度随机稳定性问题,提出以下优化问题:

min 𝛽;

s.t. 𝑋(𝜏𝑟) > 0, 𝛽 > 0, 式 (9). (19)

由此得出如下结果.

定定定理理理 2 如果存在矩阵𝑋(𝜏𝑟) > 0, 𝑌 (𝜏𝑟)和标

量 𝛽 > 0,使得优化问题 (19)对于所有的 𝜏𝑟 ∈ Λ都有

可行解,则称系统 (4)在状态反馈控制器 (7)作用下是

鲁棒𝛼度随机稳定的, 并且具有最大非线性界𝛼 =

1/
√
𝛽和控制器增益𝐾(𝜏𝑟) = 𝑌 (𝜏𝑟)𝑋

−1(𝜏𝑟).

4 仿仿仿真真真算算算例例例

考虑式 (1)所描述的系统,其参数为

𝐴 =

[
0.3 0.2

0 0.1

]
, 𝐵 =

[
0.5 0.3

0.2 0.1

]
, 𝐶 =

[
0 0.5

0.2 0.4

]
.

假定从传感器到控制器的随机时延为 𝑑𝑘 ∈ {1, 2,
3, 4},取它的 4种不同的转移概率矩阵分别为
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Π1 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0.2 0.3 0.1 0.4

0.1 0.1 0.5 0.3

0.2 0.3 0.4 0.1

0.4 0.2 0.3 0.1

⎤⎥⎥⎥⎦ , Π2 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0.2 0.3 ? ?

0.1 ? 0.5 ?

? ? ? 0.1

0.4 0.2 0.3 0.1

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

Π3 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0.2 0.3 ? ?

0.1 ? 0.5 ?

? ? ? 0.1

? 0.2 ? 0.1

⎤⎥⎥⎥⎦ , Π4 =

⎡⎢⎢⎢⎣
? ? ? ?

? ? ? ?

? ? ? ?

? ? ? ?

⎤⎥⎥⎥⎦ .

对系统进行离散化,给定式 (5)中的𝐻 = 𝐼 ,利用LMI

工具箱,求解式 (19)得到以上 4种不同的转移概率情

况下𝛼的值,表 1中列出了相应的比较结果.

表 1 4种不同转移概率矩阵情况下𝛼的值

转移概率Π Π1 Π2 Π3 Π4

非线性界𝛼 1.036 5 0.816 0 0.776 9 0.499 9

从表 1中可以看出,转移概率矩阵中元素的信息

知道得越多, 得到的非线性界𝛼的值越大. 因此在实

践中,通过本文的方法很容易得到一个在转移概率矩

阵和非线性界之间的折中方案.

假设

𝑓(𝑇𝑘, 𝑥) =

[
0.4𝑥1(𝑘) sin𝑥1(𝑘)

0.6𝑥2(𝑘) cos𝑥2(𝑘)

]
, 𝑥0 =

[
5

−2

]
.

针对具有转移概率矩阵Π2的系统 (1),利用LMI工具

箱,求得控制器增益矩阵为

𝐾1 =

[
11.611 4 −30.544 6

−23.211 7 50.554 4

]
,

𝐾2 =

[
6.647 6 −15.415 2

−13.295 1 25.313 8

]
,

𝐾3 =

[
5.0594 −10.385 3

−10.117 4 16.909 7

]
,

𝐾4 =

[
4.292 9 −7.840 1

−8.585 7 12.646 9

]
.

利用该控制器,可得系统在可能的模态跳变的时

间序列𝑇1(𝑘)下的状态响应曲线图 (如图 1),说明在本

文所设计的状态反馈控制器的作用下,即使存在部分

未知转移概率的情况下,系统仍然是随机稳定的.

本文的结果与文献 [5]中的结果相比更具有一般

性,本文仿真中所运用的转移概率矩阵包括转移概

k

5 15 25 35

1

3

5

k

5 15 25 35

5

3

1

-1

x
k(
)

x k1( )
x k2( )

图 1 在𝑇1(𝑘)下的状态响应曲线

率矩阵完全已知、部分未知、完全未知 3种情况,并且

给出了在这 3种情况下非线性扰动项的最大界;而文

献 [5]中只考虑了转移概率完全已知这种情况, 并且

没有考虑非线性扰动项.

5 结结结 论论论

本文将一类具有随机时延和非线性扰动的网络

控制系统的鲁棒随机稳定化问题转化为一个包括线

性矩阵不等式的凸优化问题,给出了保证整个闭环系

统随机稳定的充分条件,并且得出了转移概率与非线

性扰动项的最大界之间的关系,即转移概率矩阵中元

素的信息知道得越多, 得到的非线性界𝛼的值越大.

因此, 在实践中, 通过本文的方法很容易得到一个在

转移概率矩阵和非线性界之间的折中方案.
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