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摘 要: 针对一类线性不确定广义系统,研究了容许性、𝐻∞指标和状态方差相容条件下的输出反馈控制器的设计

问题.首先建立了一个使闭环广义系统满足容许性和给定𝐻∞指标的充要条件;然后利用 quasi-Newton方法,将非线

性矩阵不等式的可行解问题转化为求解最大特征值的最小问题,在广义系统容许的条件下,对具有指定𝐻∞指标及

相容状态方差约束的控制问题给出了满意控制设计方法,同时给出了方差约束指标的取值范围;最后,仿真结果表明

了所提出方法的有效性,且更能保证系统的动态性能.
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Abstract: The consistency of constraint indices of admissibility, 𝐻∞ and state variance is investigated for a class of

uncertain descriptor systems with the output feedback control. Firstly, a necessary and sufficient condition is presented for the

closed-loop descriptor system with admissibility and 𝐻∞ constraints are given. Then, by using quasi-Newton approach, the

solvability of nonlinear matrix inequality is transformed into the minimization problem of maximum eigenvalue. Satisfactory

control design methods are provided for the output feedback control with constraints of admissibility, 𝐻∞ and consistency

state-variance, and a range is presented for the state-variance which is consistent with the given 𝐻∞. Finally, a numerical

example illustrates that the proposed method is effective and can guarantee the dynamic performance of the system.
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1 引引引 言言言

自 19世纪 80年代以来,广义系统理论的研究吸

引了国内外众多学者的关注, 许多正常系统的结论

被推广到广义系统中[1-2]. 近年来,广义系统的滤波[3]

和𝐻∞鲁棒镇定[4]成为了研究热点. 广义系统的脉冲

模式和正则性是与正常系统最主要的区别,许多学者

对这两个问题进行了深入的研究.文献 [5]研究了基

于动态补偿的一般广义系统的正则化、无脉冲、稳定

性与极点配置问题. [6]讨论了一类线性连续广义系

统脉冲模可控性问题. [7]对一类连续广义系统在输

出反馈作用下的圆形区域极点配置问题进行了研究.

但这些文献都没有考虑多约束指标的相容性.

实际工程应用中, 通常要考虑所设计的控制器

具有物理可实现性, 以使系统达到所期望的性能,如

广义系统的容许性表征系统的正则性、无脉冲和稳

定性; 𝐻∞指标表征系统对有界干扰的抑制能力; 稳

态方差指标表征系统的稳态精度. 王远钢等[8]研究

了一类线性随机状态反馈控制系统的极点配置指

标、𝐻∞抑制指标和稳态状态方差上界指标的相容性.

程相权等[9]根据满意控制思想设计动态输出反馈控

制器, 使连续线性随机系统满足给定的𝐻∞指标、扇

形区域极点指标和协方差上界指标要求, 以保证系

统具有期望的性能. Yagoubi[10]研究了广义系统容许

性、D允许和𝐻2与𝐻∞范数的扩展LMI特性. 上述

文献都是采用Matlab LMI工具箱来求解线性矩阵不

等式,这种设计方法增大了对软件的依赖性.
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本文针对一类具有容许性、𝐻∞指标和状态方

差上界 3类约束指标的不确定广义系统,研究在输出

反馈控制下多约束指标的相容性. 在闭环系统满足

容许性和给定𝐻∞指标下,给出了相容状态方差上界

指标的取值范围及相容性约束指标下满意控制策略

的设计方法. 针对非线性矩阵不等式可行解问题,利

用 quasi-Newton方法,将这类不等式的求解问题转化

为求解最大特征值的最小问题.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑如下一般线性时不变不确定广义系统:⎧⎨⎩
𝐸𝑥̇(𝑡) = (𝐴+Δ𝐴)𝑥(𝑡)+

(𝐵 +Δ𝐵)𝑢(𝑡) +𝐷𝑤(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡).

(1)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛为系统状态向量; 𝑢(𝑡) ∈ R𝑞为控制

输入向量; 𝑤(𝑡) ∈ R𝑘为单位强度的零均值高斯白噪

声过程, 且𝑥(0)与𝑤(𝑡)不相关; 𝑦(𝑡) ∈ R𝑝为输出向

量,且可直接测量. 矩阵𝐸 ∈ R𝑛×𝑛为奇异阵,且假定

rank𝐸 = 𝑟 < 𝑛. 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑞, 𝐶 ∈ R𝑝×𝑛, 𝐷 ∈
R𝑛×𝑘为常量矩阵. Δ𝐴和Δ𝐵为系统的参数不确定矩

阵,假定具有如下形式:

[ Δ𝐴 Δ𝐵 ] = 𝑀𝐹 (𝑡)[ 𝑁1 𝑁2 ]. (2)

其中: 𝑀 , 𝑁1, 𝑁2为具有相应维数的已知常值矩阵,矩

阵𝐹 (𝑡)的元素Lebegue可测且满足

𝐹 (𝑡)𝐹T(𝑡) < 𝐼. (3)

定定定义义义 1[11] 对于系统 (1)的自由系统𝐸𝑥̇(𝑡) =

𝐴𝑥(𝑡): 1)存在 𝑠 ∈ 𝐶,使得 det(𝑠𝐸 −𝐴) ∕= 0,则称 (𝐸,

𝐴)是正则的; 2) 如果 (𝐸,𝐴)是正则的, 对所有的 𝑠 ∈
𝐶

均满足 deg(det(𝑠𝐸 −𝐴)) = rank(𝐸), 则称 (𝐸,𝐴)

是无脉冲的; 3) 如果 (𝐸,𝐴)的所有特征值都有负实

部,则称 (𝐸,𝐴)是稳定的.

定定定义义义 2[11] 如果 (𝐸,𝐴)是正则、无脉冲和稳定

的,则称 (𝐸,𝐴)是容许的.

若采用定常输出反馈控制𝑢(𝑡) = 𝐾𝑦(𝑡)镇定系

统 (1),则相应的闭环广义系统为{
𝐸𝑥̇(𝑡) = (𝐴+Δ𝐴)𝑥(𝑡) +𝐷𝑤(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡).
(4)

其中: 𝐴 = 𝐴 + 𝐵𝐾𝐶, Δ𝐴 = Δ𝐴 + Δ𝐵𝐾𝐶. 如果

(𝐸,𝐴+Δ𝐴)是容许的, 则闭环系统的稳态状态协方

差矩阵𝑋定义为

𝑋 := lim
𝑡→∞

𝑋(𝑡) = lim
𝑡→∞

E
{
𝑥(𝑡)𝑥T(𝑡)

}
, (5)

满足如下Lyapunov方程

(𝐴+Δ𝐴)𝑋𝐸T + 𝐸𝑋(𝐴+Δ𝐴)T +𝐷𝐷T = 0. (6)

定定定义义义 3 对于广义系统 (1),给定常数 𝛾及方差上

界指标 𝜏2,称𝐻∞指标 𝛾与方差上界指标 𝜏2相容,若

存在输出反馈控制器𝐾, 使闭环广义系统 (4)同时满

足: 1) (𝐸,𝐴+Δ𝐴)是容许的; 2) 从外部干扰𝑤(𝑡)到

输出 𝑦(𝑡)的传递函数矩阵满足 ∥𝐻(𝑠)∥∞ ⩽ 𝛾; 3)闭环

广义系统的状态协方差矩阵𝑋满足 diag(𝑋) ⩽ 𝜏2.

本文在闭环广义系统 (𝐸,𝐴+Δ𝐴)是容许的基

础上, 主要研究不确定广义系统 (1)的𝐻∞指标 𝛾与

方差上界指标 𝜏2的相容性, 并对上述相容指标的输

出反馈问题给出满意控制的设计方法.

3 主主主要要要结结结论论论

引引引理理理 1[12] (𝐸,𝐴)是容许的且 ∥𝐻(𝑠)∥∞ ⩽ 𝛾成

立的充要条件是存在𝑌 ∈ R𝑛×𝑛,使下式成立:

𝑌 𝐸T = 𝐸𝑌 T ⩾ 0,

𝑌 𝐴T +𝐴𝑌 T +𝐵𝐵T + 𝛾−2𝑌 𝐶T𝐶𝑌 T < 0.

引引引理理理 2[13] 对于任意同维向量或者矩阵𝑋和𝑌 ,

有𝑋T𝑌 +𝑌 T𝑋⩽𝑋T𝑍𝑋+𝑌 T𝑍−1𝑌,对 ∀𝑍>0成立.

定定定理理理 1 广义系统 (1)存在输出反馈控制器𝐾

满足性能约束条件 1)和 2)的充要条件是存在实数

𝜀>0, 𝛾>0及非奇异矩阵𝑄 ∈ R𝑛×𝑛, 使下列不等式有

解:

𝐸𝑄T = 𝑄𝐸T ⩾ 0, (7)⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑄𝐴T +𝐴𝑄T ∗ ∗ ∗ ∗
𝐷T −𝐼 ∗ ∗ ∗
1√
𝜀
𝑀T 0 −𝐼 ∗ ∗

√
𝜀(𝑁1 +𝑁2𝐾𝐶)𝑄T 0 0 −𝐼 ∗

𝛾−1𝐶𝑄T 0 0 0 −𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0, (8)

并且相应的稳态状态方差阵满足𝐸𝑋𝐸T ⩽ 𝑄𝐸T,其

中“∗”表示对称位置上的转置矩阵.

证证证明明明 充分性. 对于 𝜀>0, 𝛾>0, 不等式 (7)和 (8)

有可行解. 根据 Schur补性质,不等式 (8)可转化为

𝑄𝐴T +𝐴𝑄T +𝐷𝐷T + 𝜀−1𝑀𝑀T + 𝛾−2𝑄𝐶T𝐶𝑄T +

𝜀𝑄(𝑁1 +𝑁2𝐾𝐶)T(𝑁1 +𝑁2𝐾𝐶)𝑄T < 0. (9)

由引理 2和式 (3),有

𝑄(𝐴+Δ𝐴)T+(𝐴+Δ𝐴)𝑄T+𝐷𝐷T+𝛾−2𝑄𝐶T𝐶𝑄T=

𝑄𝐴T +𝐴𝑄T +𝐷𝐷T + 𝛾−2𝑄𝐶T𝐶𝑄T+

𝑄(𝑀𝐹𝑁1 +𝑀𝐹𝑁2𝐾𝐶)T+

(𝑀𝐹𝑁1 +𝑀𝐹𝑁2𝐾𝐶)𝑄T ⩽

𝑄𝐴T +𝐴𝑄T +𝐷𝐷T+

𝛾−2𝑄𝐶T𝐶𝑄T + 𝜀−1𝑀𝐹𝐹T𝑀T+

𝜀𝑄(𝑁1 +𝑁2𝐾𝐶)T(𝑁1 +𝑁2𝐾𝐶)𝑄T. (10)

由引理 1及式 (7)和 (9)得到广义系统 (1)存在输

出反馈控制器𝐾满足性能约束 1)和 2), 即充分性成

立.
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同理,很容易证明必要性成立. 定义

𝐸𝑋𝐸T = lim
𝑡→∞

𝐸𝑋(𝑡)𝐸T =

lim
𝑡→∞

𝐸[{𝐸𝑥(𝑡)} {𝐸𝑥(𝑡)}T], (11)

满足

𝐸𝑋𝐸T = 𝐸𝑋𝐸T ⩾ 0, (12)

(𝐴+Δ𝐴)𝑋𝐸T + 𝐸𝑋(𝐴+Δ𝐴)T +𝐷𝐷T = 0. (13)

将式 (7)减 (12),式 (14)减 (13),有

𝐸(𝑄− 𝐸𝑋)T = (𝑄− 𝐸𝑋)𝐸T, (14)

(𝐴+Δ𝐴)(𝑄− 𝐸𝑋)T+

(𝑄− 𝐸𝑋)(𝐴+Δ𝐴)T < 0. (15)

由于 (𝐸,𝐴+Δ𝐴)是容许的,可得𝐸𝑋𝐸T ⩽ 𝑄𝐸T. 2
定理 1中不等式 (8)是非线性的, 所以不能直接

用Matlab LMI工具箱求解. 在处理类似问题时,很多

文献都是通过引入辅助矩阵将非线性不等式转化为

线性矩阵不等式的等价问题,然后再用LMI工具箱求

解[3,8-10]. 本文利用 quasi-Newton方法[14-15]直接对这

类问题进行求解.

令𝑈 ∈ R𝑛×𝑗使𝐸𝑈 = 0且 rank(𝑈) = 𝑗 = 𝑛 − 𝑟,

取

𝑄 = 𝐸𝑍 + 𝑌 𝑈T. (16)

其中: 𝑍 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑌 ∈ R𝑛×𝑗 , 𝑍是对称正定阵,因此

𝐸𝑄T = 𝑄𝐸T = 𝐸𝑍𝐸T ⩾ 0. (17)

式 (7)和 (8)的求解问题等价于

𝜆max(𝑀(𝑍, 𝑌,𝐾, 𝜀)) < 0. (18)

其中

𝑀(𝑍, 𝑌,𝐾, 𝜀) =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(𝐸𝑍 + 𝑌 𝑈T)𝐴T +𝐴(𝐸𝑍 + 𝑌 𝑈T)T

𝐷T

1√
𝜀
𝑀T

√
𝜀(𝑁1 +𝑁2𝐾𝐶)(𝐸𝑍 + 𝑌 𝑈T)T

𝛾−1𝐶(𝐸𝑍 + 𝑌 𝑈T)T

0

→

←

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
−𝐼 ∗ ∗ ∗ ∗
0 −𝐼 ∗ ∗ ∗
0 0 −𝐼 ∗ ∗
0 0 0 −𝐼 ∗
0 0 0 0 −𝑍

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

min𝜆max(𝑀(𝑍, 𝑌,𝐾, 𝜀))是求解问题的关键, 即

只要找到最小问题的负值便能找到式 (7)和 (8)的可

行解. 问题 (18)可以转化成如下最小问题:

min
𝑥
{𝜆max(𝑀(𝑥))}. (19)

其中: 𝑀(𝑥) ∈ R𝑛0×𝑛0为关于𝑥的实值对称矩阵, 𝑥 ∈

R𝑚0为由矩阵𝑍,𝑌 ,𝐾和 𝜀产生的变量.

考虑到最小化问题 (19)是不可微的,首先需转化

成可微的形式. 假设最优解 𝑥̄存在, 引入一个标量𝜆,

考虑如下可微最小问题:

min
(𝜆,𝑥)∈R×R𝑚0

{𝜆+ 𝑟𝐽(𝜆, 𝑥)}. (20)

其中: 𝑟为惩罚函数的权重系数, 惩罚函数 𝐽(𝜆, 𝑥)定

义如下:

𝐽(𝜆, 𝑥) =

⎧⎨⎩ [det(𝜆𝐼 −𝑀(𝑥))]
−1

, 𝜆𝐼 −𝑀(𝑥) > 0;

∞, otherwise.

下面介绍几个关于 quasi-Newton方法的引理.

引引引理理理 3 设 𝑓(𝜆, 𝑥, 𝑟) = 𝜆+ 𝑟𝐽(𝜆, 𝑥),有
∂𝑓(𝜆, 𝑥, 𝑟)

∂𝜆
=

1− 𝑟[det(𝜆𝐼 −𝑀(𝑥))]−1tr[(𝜆𝐼 −𝑀(𝑥))−1 ⋅ 𝐼],
∂𝑓(𝜆, 𝑥, 𝑟)

∂𝑥𝑖
=

𝑟[det(𝜆𝐼 −𝑀(𝑥))]−1tr
[
(𝜆𝐼 −𝑀(𝑥))−1 ⋅ ∂𝑀(𝑥))

∂𝑥𝑖

]
.

引引引理理理 4 考虑不等式 (18),设𝑍 = [𝑧𝑖𝑗 ], 𝑌 = [𝑦𝑖𝑗 ],

𝐾 = [𝑘𝑖𝑗 ]和 𝜀 = 𝜀𝑖,对于所有的 𝑖和 𝑗,有
∂𝑀(𝑍, 𝑌,𝐾, 𝜀)

∂𝑧𝑖𝑗
= 𝑀(𝑄1, 𝑌,𝐾, 𝜀)−𝑀(0, 𝑌,𝐾, 𝜀),

∂𝑀(𝑍, 𝑌,𝐾, 𝜀)

∂𝑦𝑖𝑗
= 𝑀(𝑍,𝑄2,𝐾, 𝜀)−𝑀(𝑍, 0,𝐾, 𝜀),

∂𝑀(𝑍, 𝑌,𝐾, 𝜀)

∂𝑘𝑖𝑗
= 𝑀(𝑍, 𝑌,𝑄3, 𝜀)−𝑀(𝑍, 𝑌, 0, 𝜀),

∂𝑀(𝑍, 𝑌,𝐾, 𝜀)

∂𝜀𝑖
= 𝑀(𝑍, 𝑌,𝐾,𝑄4)−𝑀(𝑍, 𝑌,𝐾, 0).

其中: 𝑄1 ∈ R𝑛×𝑛为 (𝑖, 𝑗)和 (𝑗, 𝑖)位置元素为 1, 其余

元素为零的矩阵; 𝑄2 ∈ R𝑛×𝑗为 (𝑖, 𝑗)位置元素为 1,其

余元素为零的矩阵; 𝑄3 ∈ R𝑞×𝑝为 (𝑖, 𝑗)位置元素为 1,

其余元素为零的矩阵; 𝑄4 = 1.

注注注 1 1) (𝑍, 𝑌,𝐾, 𝜀)的初值随机产生; 2) 𝑀(𝑍,

𝑌,𝐾, 0)会引起矩阵出现无解现象, 可以用变量替代

方法解决这类问题.

本文利用基于BFGS迭代算法的 quasi-Newton

方法求解不等式 (18)的可行解问题.文献 [16]提出的

Levine-Athans算法、[17]提出的迭代算法和 [18]提出

的将非线性矩阵不等式转化为线性矩阵不等式算法

都是针对矩阵不等式凸约束进行求解的,对于非凸问

题,这些方法都不能直接应用; 而本文方法可以直接

对非凸矩阵不等式进行求解, 找到最优解, 因此本文

方法更具一般性. 文献 [11]所用的 path-following算

法容易得到局部最优解,因为该方法得到的结果与初

始参数的选择有直接的联系;而本文方法的初始参数

都是随机产生,所得到的结果即为全局最优解.
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定定定理理理 2 对于给定的状态变量方差上界指标 𝜏2

和 𝛾>0,如果存在实数 𝜀>0和输出反馈控制器𝐾满足

式 (7), (8)和下式:

diag(𝐸𝑄T) ⩽ 𝜏2, (21)

则闭环广义系统 (4)同时满足系统性能约束条件 1)

∼3).

证证证明明明 根据定理 1, 闭环广义系统 (4)同时满足

系统性能约束条件 1)和 2). 系统的稳态方差矩阵满

足𝐸𝑋𝐸T ⩽ 𝑄𝐸T,由于 diag(𝐸𝑄T) ⩽ 𝜏2及𝐸为奇异

矩阵,通过受限等价变换,矩阵𝐸有如下形式:

𝐸̄ =

[
𝐼𝑟 0

0 0

]
.

(𝐴+Δ𝐴), 𝐷和𝑥(𝑡)可以分解成如下形式:

(𝐴+Δ𝐴) =

[
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22

]
,

𝐷 =

[
𝐷1

𝐷2

]
, 𝑥(𝑡) =

[
𝑥𝑟(𝑡)

𝑥𝑛−𝑟(𝑡)

]
.

(𝐸,𝐴+Δ𝐴)是容许的, 显然𝑥𝑛−𝑟(𝑡)方差依赖于𝑥𝑟(𝑡)

方差,因此只考虑𝑥𝑟(𝑡)方差. 根据定义

𝐸𝑋𝐸T = lim
𝑡→∞

𝐸𝑋(𝑡)𝐸T =

lim
𝑡→∞

E[{𝐸𝑥(𝑡)}{𝐸𝑥(𝑡)}T] =

lim
𝑡→∞

E
({[ 𝐼𝑟 0

0 0

][
𝑥𝑟(𝑡)

𝑥𝑛−𝑟(𝑡)

]}
×

{[ 𝐼𝑟 0

0 0

][
𝑥𝑟(𝑡)

𝑥𝑛−𝑟(𝑡)

]}T)
=

lim
𝑡→∞

E
([ 𝑥𝑟(𝑡)𝑥𝑟(𝑡)

T 0

0 0

])
,

可得系统性能约束条件 3)是满足的. 2
注注注 2 对于存在脉冲模的广义系统, 本文方法

同样适用.

4 数数数值值值算算算例例例

考虑不确定广义系统 (1),具体参数如下:

𝐸 =

⎡⎢⎣1 0 0

0 1 0

0 0 0

⎤⎥⎦ , 𝐴 =

⎡⎢⎣−4 0 0

0 −3 1

0 0 1

⎤⎥⎦ , 𝐶 =

[
0 1 0

0 0 1

]
,

𝐵 =

⎡⎢⎣0 1

1 0

0 1

⎤⎥⎦ , 𝐷 =

⎡⎢⎣ 0.2

0.5

0.75

⎤⎥⎦ , 𝑀 =

⎡⎢⎣0.75 0 0

0 0.75 0

0 0 0.75

⎤⎥⎦ ,

𝐹 = sin 𝑡, 𝑁1 = 𝑀, 𝑁2 = 𝐵.

设𝐻∞指标 𝛾 = 0.5, 闭环系统稳态方差指标 𝜏2

= [ 1.5 1 1 ]T, 𝑈 = [ 0 0 1 ]T. 利用本文提出的方法

计算得

𝜀 = 3.053,

𝑄 =

⎡⎢⎣ 0.598 4 −0.018 5 −0.304 9
−0.018 5 0.470 0 −0.022 5

0 0 −0.027 2

⎤⎥⎦ ,

𝐾 =

[
−0.285 5 −0.348 1
−0.055 9 0.232 2

]
.

容易验证,所求得的输出反馈控制器满足本文提出的

各项指标.

5 结结结 论论论

本文根据满意控制思想,针对不确定广义系统建

立了容许性、𝐻∞指标和状态方差的相容条件下输出

反馈控制器的设计方法. 首先得到了一组由非线性矩

阵不等式表示的使闭环系统满足容许性和𝐻∞指标

的充要条件, 基于 quasi-Newton方法, 提出了一种有

效解决非线性矩阵不等式可行解问题的方法. 然后,

给出了与容许性和给定𝐻∞指标相容的状态方差上

界指标的取值范围.最后设计了同时具有上述 3类相

容指标的输出反馈控制器. 算例仿真验证了所提出控

制器设计方法的有效性.
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