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摘 要: 研究带有膝关节和髋关节的双足机器人在 3D (three-dimensional)空间稳定行走的控制器设计.通过构建概

循环拉格朗日函数,将双足机器人的 3D动态系统解耦成前向和侧向两部分,对前向部分设计势能成型控制器,使前

向获得稳定行走步态;用输出零动态控制器控制侧向,满足系统的动态解耦条件.仿真结果表明了所提出方法的有效

性.
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Biped robot decoupling control based on energy shaping
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Abstract: The walking stability controller is designed for researching the biped robots with knee and hip walking in 3D

(three-dimensional) space. By constructing the almost-cyclic Lagrange function, the biped robot dynamic system is

decoupled into sagittal and lateral portions. The potential molding controller is designed for the sagittal portion, so that

the stable walking gait can be obtained. The output zero dynamic controller is used to control the lateral counterpart, which

satisfies the dynamic decoupling conditions of the system. The simulation results show the effectiveness of the proposed

method.
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1 引引引 言言言

双足机器人是一个复杂的动力学系统,无论理论

研究还是应用研究,都有着重要的意义.学者们从各

个方面研究双足机器人的行走,并取得了一些理论和

应用研究成果[1],但大多数研究是基于 2维空间模型,

比较典型的样机有康奈尔大学的cornell、荷兰代尔夫

特的Denise以及美国MIT的Tolldder. 这些双足机器

人对侧向考虑较少, 很容易摔倒[2]. 这种 2维空间模

型与双足行走的自然模型仍有差异,对分析人类的行

走机理存在局限.对 3维空间模型的控制和稳定性的

研究目前较少,研究方法基本是基于机械机构或是系

统的运动方程,如Kuo[3]受人类行走的启发,通过设置

侧向平衡机构实现三维稳定行走; MIT研制的机器人

采用强制学习控制策略,实现前向和侧向运动控制解

耦,每走一步,根据行走经验对参数进行修改;美国密

歇根大学设计的步行机器人, 侧面连接一根长杆, 防

止其侧翻,可实现沿圆周行走. 绳涛等[4]通过反馈线

性化控制策略实现了机器人 3D动态行走. 这些方法

没有从根本因素—–能量构成的角度来考虑.

本文在分析有膝关节和髋关节的双足机器人 3D

模型基础上, 构建系统的动能和势能,使系统的拉格

朗日方程变成概循环拉格朗日方程,在满足特定约束

方程下, 实现前向和侧向之间的解耦,这样可把前向

(2维空间)模型的研究成果移植过来. 该方法可以拓

展到其他类似多维动力学系统,仿真结果表明了该方

法的可行性.

2 双双双足足足机机机器器器人人人 3D模模模型型型
在三维空间中, 双足机器人的前向和侧向图如

图 1所示,其拉格朗日方程[5]为

𝐿3𝐷𝑖 =
1

2
𝑞T𝑀3𝐷𝑖(𝑞)𝑞 − 𝑉3𝐷𝑖(𝑞). (1)
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图 1 双足机器人的前向和侧向图

其中: 𝑖 ∈ {𝑢, 𝑙}, 𝑞 = [𝜃, 𝜑]T, 𝑢表示膝关节未锁死, 𝑙表

示膝关节锁死, 𝑀3𝐷𝑖(𝑞)为惯性矩阵, 𝑉3𝐷𝑖(𝑞)为势能.

由方程 (1)可得动力学方程为

𝑀3𝐷𝑖(𝑞)𝑞 + 𝐶3𝐷𝑖(𝑞, 𝑞)𝑞 +𝑁3𝐷𝑖(𝑞) = 𝐵3𝐷𝑖𝑢𝑖. (2)

其中

𝑀3𝐷𝑖(𝑞) = 𝑀3𝐷𝑖(𝜃) =

[
𝑀2𝐷(𝜃) 𝑀𝜑,𝜃(𝜃)

T

𝑀𝜑,𝜃(𝜃) 𝑚𝜑(𝜃)

]
;

𝑀2𝐷(𝜃)为 2D(two-dimensional)系统的惯性矩阵, 即

前向系统的惯性阵; 𝐶3𝐷𝑖为哥氏力阵,

𝑁3𝐷𝑖 =
∂𝑉3𝐷𝑖(𝑞)

∂𝑞
, 𝐵3𝐷𝑖 =

[
𝐵𝜃 0

0 1

]
.

令𝑥 = [𝑞(𝑡), 𝑞(𝑡)]T,则写成状态方程形式为𝑥(𝑡)

= 𝐻(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)). 式中

𝐻(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) = 𝑓(𝑞, 𝑞) + 𝑔(𝑞, 𝑞)𝑢(𝑡),

𝑓(𝑞, 𝑞) =

[
𝑞(𝑡)

−𝑀3𝐷𝑖(𝑞(𝑡))
−1(𝐶3𝐷𝑖(𝑥(𝑡))+𝑁3𝐷𝑖(𝑞(𝑡)))

]
,

𝑔(𝑞, 𝑞) =

[
0

𝑀3𝐷𝑖(𝑞(𝑡))
−1𝐵3𝐷𝑖(𝑞(𝑡))

]
.

当膝关节未锁死时, 𝑀3𝐷𝑢为 4×4阵, 𝐵3𝐷𝑖为 4×
4阵, 𝑁3𝐷𝑖为 4×1阵;膝关节锁死时, 𝑀3𝐷𝑖为 3×3阵,

𝐵3𝐷𝑖为 3× 4阵, 𝑁3𝐷𝑖为 3× 1阵.

3 控控控制制制器器器设设设计计计

本文提出的控制策略的思想是: 设计 3D系统的

概循环拉格朗日方程, 该方程含有 2D系统角度不变

控制的动能和势能形式. 为了使概循环拉格朗日方程

对应的动力学方程前向与侧向解耦,可采用约束解耦

方法,这样整个系统的控制器则由概循环拉格朗日控

制器和侧向控制器组合而成,其中概循环拉格朗日控

制器包含 2D角度不变控制器. 设计步骤描述如下:

1) 设计 2D系统角度不变控制器, 为第 2步设计

作准备;

2)通过动能、势能成型,构建概循环拉格朗日方

程𝐿𝜆;

3)求解将𝐿3𝐷𝑖变成𝐿𝜆的角度不变控制器;

4)设计侧向角控制器.

Step 1 2D系统的角度不变控制器设计.

不考虑侧向,只研究前向运动,此时变量 𝑞 = [𝜃],

则前向 2D系统[5-6]的拉格朗日方程为

𝐿2𝐷 =
1

2
𝑞T𝑀2𝐷(𝑞)𝑞 − 𝑉2𝐷(𝑞). (3)

𝑉2𝐷(𝑞)为 2D系统的势能,由欧拉方程可得动力学方

程为

𝑀2𝐷(𝑞)𝑞 + 𝐶2𝐷(𝑞, 𝑞)𝑞 +𝑁2𝐷(𝑞) = 𝐵2𝐷𝑢, (4)

其中𝑁2𝐷(𝑞) = ∂𝑉2𝐷(𝑞)/∂𝑞.

为了使机器人能在不同倾斜角度的路面行走,设

计前向系统的角度不变控制器. 定义𝛽 = 𝜙0 − 𝜙,作

旋转变换[6]𝑅𝛽(𝜃) = (𝜃1 − 𝛽, 𝜃2 − 𝛽, 𝜃3 − 𝛽)T,则变换

后的势能表示为

𝑁2𝐷𝛽
(𝜃) =

∂𝑉2𝐷(𝑅𝛽)

∂𝜃
. (5)

定定定理理理 1 如果机器人能在角度为𝜙0的斜面上有

稳定被动行走步态,且对应的初始状态为

𝑋 = 𝑋(𝜙0) =

(𝜃1(0), 𝜃2(0), 𝜃3(0), 𝜃1(0), 𝜃2(0), 𝜃3(0))
T,

则在控制输入

𝑢2𝐷 = 𝐵−1
2𝐷

∂

∂𝜃
(𝑉2𝐷(𝜃)− 𝑉2𝐷(𝑅𝛽)) (6)

的控制下,可在倾角为𝜙的斜面上稳定行走.

Step 2 概循环拉格朗日方程.

为了实现解耦,通过动能、势能成型方法[7-8],构

建系统的概循环拉格朗日方程𝐿𝜆为

𝐿𝜆(𝜃, 𝜑, 𝜃, 𝜑̇) =

1

2
(𝜃T 𝜑̇)𝑀𝜆(𝜃)

[
𝜃T

𝜑̇

]
−𝑊𝜆(𝜃, 𝜑, 𝜃)− 𝑉𝜆(𝜃, 𝜑). (7)

其中

𝑀𝜆(𝜃) =

⎡⎣ 𝑀2𝐷(𝜃) +
𝑀𝜑,𝜃(𝜃)

T𝑀𝜑,𝜃(𝜃)

𝑚𝜑(𝜃)
𝑀𝜑,𝜃(𝜃)

T

𝑀𝜑,𝜃(𝜃) 𝑚𝜑(𝜃)

⎤⎦ ,

𝑊𝜆(𝜃, 𝜑, 𝜃) =
𝜆(𝜑)

𝑚𝜑(𝜃)
𝑀𝜑,𝜃(𝜃)𝜃,

𝑉𝜆(𝜃, 𝜑) = 𝑉2𝐷(𝑅𝛽)− 1

2

𝜆(𝜑)2

𝑚𝜑(𝜃)
,

𝜆(𝜑) = −𝛼𝜑.

Step 3 将𝐿3𝐷𝑖变成𝐿𝜆的控制器设计,可由式

(7)得到,即
∂𝐿𝜆

∂𝜑̇
(𝜃, 𝜑, 𝜃, 𝜑̇) = 𝑀𝜑,𝜃(𝜃)𝜃 +𝑚𝜑(𝜃)𝜑̇, (8)

令

𝐽(𝜃, 𝜑, 𝜃, 𝜑̇) = 𝜆(𝜑) =
∂𝐿𝜆

∂𝜑̇
(𝜃, 𝜑, 𝜃, 𝜑̇).

定定定理理理 2 对于方程𝐿𝜆,定义

𝐿fct = [𝐿𝜆(𝜃, 𝜑, 𝜃, 𝜑̇)− 𝜆(𝜑)𝜑̇]∣𝐽(𝜃,𝜑,𝜃̇,𝜑̇)=𝜆(𝜑), (9)

当满足
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𝜑̇ =
1

𝑚𝜑(𝜃)
(𝜆(𝜑)−𝑀𝜑,𝜃(𝜃)𝜃) (10)

时,有

𝐿fct(𝜃, 𝜃) =
1

2
𝜃T𝑀2𝐷(𝜃)𝜃 − 𝑉2𝐷(𝑅𝛽). (11)

证证证明明明 将式 (7)改写成如下形式:

𝐿𝜆(𝜃, 𝜑, 𝜃, 𝜑̇) = 𝐿fct(𝜃, 𝜃) + Re𝑚(𝜃, 𝜑, 𝜃, 𝜑̇). (12)

其中

Re𝑚 =
1

2
𝜃T

𝑀𝜑,𝜃(𝜃)
T𝑀𝜑,𝜃(𝜃)

𝑚𝜑(𝜃)
𝜃 +

1

2
𝑚𝜑(𝜃)𝜑̇

2+

𝜑̇𝑀𝜑,𝜃(𝜃)𝜃 − 𝜆(𝜑)

𝑚𝜑(𝜃)
𝑀𝜑,𝜃(𝜃)𝜃 +

1

2

𝜆(𝜑)2

𝑚𝜑(𝜃)
,

则
d

d𝑡

∂𝐿𝜆

∂𝜃𝑖
− ∂𝐿𝜆

∂𝜃𝑖
=

d

d𝑡

∂𝐿𝑓𝑐𝑡

∂𝜃𝑖
− ∂𝐿fct

∂𝜃𝑖
+

d

d𝑡

∂Re𝑚

∂𝜃𝑖
− ∂Re𝑚

∂𝜃𝑖
, (13)

d

d𝑡

∂𝐿𝜆

∂𝜑̇
− ∂𝐿𝜆

∂𝜑
=

d

d𝑡

∂Re𝑚

∂𝜑̇
− ∂Re𝑚

∂𝜑
. (14)

其中
d

d𝑡

∂Re𝑚

∂𝜃𝑖
=

𝜃T
𝑀𝜑,𝜃(𝜃)

T𝑀𝜑,𝜃(𝜃)

𝑚𝜑(𝜃)
𝑒𝑖 + 𝜃T

d

d𝑡
𝑀𝜑,𝜃(𝜃)

T𝑀𝜑,𝜃(𝜃)

𝑚𝜑(𝜃)
𝑒𝑖+

𝜃T
𝑀𝜑,𝜃(𝜃)

T d

d𝑡
𝑀𝜑,𝜃(𝜃)

𝑚𝜑(𝜃)
𝑒𝑖−

d

d𝑡
(𝑚𝜑(𝜃))𝜃

T𝑀𝜑,𝜃(𝜃)
T𝑀𝜑,𝜃(𝜃)

𝑚𝜑(𝜃)2
𝑒𝑖 + 𝜑𝑀𝜑,𝜃(𝜃)𝑒𝑖+

𝜑̇
d

d𝑡
(𝑀𝜑,𝜃(𝜃))𝑒𝑖 +

𝜆(𝜑)
d

d𝑡
(𝑚𝜑(𝜃))

𝑚𝜑(𝜃)2
𝑀𝜑,𝜃(𝜃)𝑒𝑖−

d

d𝑡
𝜆(𝜑)

𝑚𝜑(𝜃)
𝑀𝜑,𝜃(𝜃)𝑒𝑖 − 𝜆(𝜑)

𝑚𝜑(𝜃)

d

d𝑡
(𝑀𝜑,𝜃(𝜃))𝑒𝑖, (15)

𝑒𝑖为第 𝑖个基本向量.
∂Re𝑚

∂𝜃𝑖
=

2𝜃T

∂

∂𝜃𝑖
(𝑀𝜑,𝜃(𝜃))

T𝑀𝜑,𝜃(𝜃)

2𝑚𝜑(𝜃)
𝜃−

𝜃T

∂

∂𝜃𝑖
(𝑚𝜑(𝜃))𝑀𝜑,𝜃(𝜃)

T𝑀𝜑,𝜃(𝜃)

2𝑚𝜑(𝜃)2
𝜃+

1

2

∂

∂𝜃𝑖
(𝑚𝜑(𝜃))𝜑̇

2+

𝜑̇
∂

∂𝜃𝑖
(𝑚𝜑,𝜃(𝜃))𝜃 +

∂

∂𝜃𝑖
(𝑚𝜑(𝜃))𝜆(𝜑)

𝑚𝜑(𝜃)2
𝑀𝜑,𝜃(𝜃)𝜃−

𝜆(𝜑)

𝑚𝜑(𝜃)

∂

∂𝜃𝑖
(𝑀𝜑,𝜃(𝜃))𝜃 − 1

2

∂

∂𝜃𝑖
(𝑚𝜑(𝜃))𝜆(𝜑)

2

𝑚𝜑(𝜃)2
, (16)

d

d𝑡

∂Re𝑚

∂𝜑̇
=

d

d𝑡
(𝑀𝜑,𝜃(𝜃))𝜃 +𝑀𝜑,𝜃(𝜃)𝜃+

𝑚𝜑(𝜃)𝜑+
d

d𝑡
(𝑚𝜑(𝜃))𝜑̇, (17)

∂Re𝑚

∂𝜑
=−

∂

∂𝜑
(𝜆(𝜑))

𝑚𝜑(𝜃)
𝑀𝜑,𝜃(𝜃)𝜃 +

𝜆(𝜑)
∂

∂𝜑
(𝜆(𝜑))

𝑚𝜑(𝜃)
.

(18)

由于 𝜑̇ =
1

𝑚𝜑(𝜃)
(𝜆(𝜑)−𝑀𝜑,𝜃(𝜃)𝜃),则

𝜑 =

d

d𝑡
(𝑚𝜑(𝜃))

𝑚𝜑(𝜃)2
𝑀𝜑,𝜃(𝜃)𝜃 −

d

d𝑡
(𝑚𝜑(𝜃))

𝑚𝜑(𝜃)2
𝜆(𝜑)+

d

d𝑡
(𝜆(𝜑))

𝑚𝜑(𝜃)
−

d

d𝑡
(𝑀𝜑,𝜃(𝜃))

𝑚𝜑(𝜃)
𝜃 − 𝑀𝜑,𝜃(𝜃)

𝑚𝜑(𝜃)
𝜃. (19)

将式 (10)和 (19)代入 (15),可得
d

d𝑡

∂Re𝑚

∂𝜃𝑖

∣∣∣
𝐽(𝜃,𝜑,𝜃̇,𝜑̇)=𝜆(𝜑)

= 0,

将式 (10)代入 (16)得
∂Re𝑚

∂𝜃𝑖

∣∣∣
𝐽(𝜃,𝜑,𝜃̇,𝜑̇)=𝜆(𝜑)

= 0,

因此有[ d

d𝑡

∂Re𝑚

∂𝜃𝑖
− ∂Re𝑚

∂𝜃𝑖

]∣∣∣
𝐽(𝜃,𝜑,𝜃̇,𝜑̇)=𝜆(𝜑)

= 0. (20)

可得如下关系:
d

d𝑡
(𝜆(𝜑)) =

∂

∂𝜑
(𝜆(𝜑))𝜑̇ =

∂Re𝑚

∂𝜑
. (21)

当 𝜑̇满足式 (10)时,将 (10), (19), (21)代入 (17)和 (18)可

得 [ d

d𝑡

∂Re𝑚

∂𝜑̇
− ∂Re𝑚

∂𝜑

]∣∣∣
𝐽(𝜃,𝜑,𝜃̇,𝜑̇)=𝜆(𝜑)

= 0. (22)

可见,若 𝜑̇ = (𝜆(𝜑) −𝑀𝜑,𝜃(𝜃)𝜃)/𝑚𝜑(𝜃)成立,相

当于 𝐽(𝜃, 𝜑, 𝜃, 𝜑) = 𝜆(𝜑)成立,则
d

d𝑡

∂𝐿𝜆

∂𝜃𝑖
− ∂𝐿𝜆

∂𝜃𝑖
=

d

d𝑡

∂𝐿fct

∂𝜃𝑖
− ∂𝐿fct

∂𝜃𝑖

∣∣∣𝐽(𝜃,𝜑,𝜃̇,𝜑̇)=𝜆(𝜑) .

定定定理理理 3 𝐿𝜆为 3D系统的概循环拉格朗日方

程, 𝐿fct为其对应降阶的 2D系统拉格朗日方程,当且

仅当 (𝜃(𝑡), ˙𝜃(𝑡))是𝐿fct对应动态方程的解, 且 (𝜑(𝑡),

˙𝜑(𝑡))满足

𝜑̇(𝑡) =
1

𝑚𝜑(𝜃(𝑡))
(𝜆(𝜑(𝑡))−𝑀𝜑,𝜃(𝜃(𝑡))𝜃(𝑡))

和有初始条件

𝜑̇(𝑡0) =
1

𝑚𝜑(𝜃(𝑡0))
(𝜆(𝜑(𝑡0))−𝑀𝜑,𝜃(𝜃(𝑡0))𝜃(𝑡0))

时, (𝜃(𝑡), 𝜑(𝑡), 𝜃(𝑡), 𝜑̇(𝑡))是𝐿𝜆对应动态方程的解.

𝐿𝜆对应的动态方程形式为

𝑀𝜆(𝜃)𝜃 + 𝐶𝜆(𝜃, 𝜃)𝜃 +𝑁𝜆(𝜃) = 𝐵𝜆𝑢,

𝐿3𝐷𝑖对应的动态方程为

𝑀3𝐷𝑖(𝑞𝑖)𝑞𝑖 + 𝐶3𝐷𝑖(𝑞𝑖, 𝑞𝑖)𝑞𝑖 +𝑁3𝐷𝑖(𝑞𝑖) = 𝐵3𝐷𝑖𝑢𝑖,

则定义反馈控制律

𝑢 = 𝑣1 =

𝐵−1
3𝐷𝑖

(𝐶3𝐷𝑖(𝑞𝑖, 𝑞𝑖)𝑞𝑖 +𝑁3𝐷𝑖(𝑞𝑖)+

𝑀3𝐷𝑖(𝑞𝑖)𝑀𝜆(𝑞𝑖)
−1(𝐶𝜆(𝑞𝑖, 𝑞𝑖)−𝑁𝜆(𝑞𝑖))).

应用𝑢可得动态系统为
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𝑥̇(𝑡) = 𝑓𝜆(𝑞, 𝑞) + 𝑔𝜆(𝑞, 𝑞)𝑢, (23)

式 (23)是与𝐿𝜆对应的状态方程.

Step 4 侧向角控制器.

为了使𝐿𝜆对应的 3D系统前向部分与侧向角𝜑

无关,本文提出约束控制解耦策略,即满足式 (10)时,

可实现前向和侧向解耦.

系统 (2)的总控制量𝑢由反馈控制律 𝑣1和侧向

控制率 𝑣2 (或约束控制器)组成,其形式为

𝑢 = 𝑣1 +

[
𝑂𝑖

1

]
𝑣2. (24)

为使约束条件 (10)成立,采用零动态控制[9]. 定义

ℎ(𝑞, 𝑞) = 𝜑̇+
1

𝑚𝜑(𝜃)
(𝛼𝜑+𝑀𝜑,𝜃(𝜃)𝜃),

设计 𝑣2控制器使ℎ(𝑞, 𝑞) = 0, 由零动态控制方法[10],

求得控制率为

𝑣2 =
−1

𝐿𝑔𝜆ℎ(𝑞,𝑞)

(
𝐿𝑓𝜆ℎ(𝑞,𝑞) +

1

𝜀
ℎ(𝑞, 𝑞)

)
. (25)

其中:𝐿𝑔𝜆ℎ(𝑞, 𝑞)为ℎ(𝑞, 𝑞)对应 𝑔𝜆的李导数, 𝐿𝑓𝜆ℎ(𝑞, 𝑞)

为ℎ(𝑞, 𝑞)对应 𝑓𝜆的李导数, 1/𝜀为控制器参数.

4 仿仿仿真真真实实实验验验研研研究究究

初始状态为 𝑦0 = [0.24,−0.24, − 0.24, 0.003 4,

−1.101 5, 0.127 5, 0.127 5, 0.056],机器人参数 𝑙 = 1m,

𝑙𝑠 = 0.5m, 𝑎1 = 0.375m, 𝑏1 = 0.125m, 𝑙𝑡 = 0.5m,

𝑎2 = 0.175m, 𝑏2 = 0.325m, 𝑤 = 0.2m.

侧向控制器参数 𝜀 = 1/5, 𝛼 = 10;斜坡角度 𝛾 =

3∘时的曲线如图 2和图 3所示;斜坡角度 𝛾 = 4∘时的

曲线如图 4和图 5所示.

从图 2∼图 5可见, 系统对地面倾角的变化有较

好的适应性,侧向角控制器可使侧向角及其变化率控

制在较小的范围内,以满足约束条件的要求.
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5 结结结 论论论

针对含有前向运动和侧向运动的双足机器人系

统,通过能量成型方法, 将系统的固有拉格朗日方程

变成概循环拉格朗日方程. 当满足约束条件时,将概

循环拉格朗日方程对应的运动方程进行前向和侧向

解耦控制,该方法不同于常规的解耦方法, 它是从运

动方程形成的根源—–系统拉格朗日方程构成结构

入手,实现复杂系统的解耦.仿真结果表明了本文提

出的方法是可行且有效的,且可拓展到其他类似的动

力学解耦控制系统中.

参考文献(References)

[1] Gregg R D, Spong M W. Reduction-based control

with application to three-dimensional bipedal walking

robots[C]. American Control Conf. Seattle, 2008: 880-887.

[2] 付成龙,黄元林,王建美,等.半被动双足机器人的准开

环控制[J].机器人, 2009, 32(2): 110-117.

(Fu C L, Huang Y L, Wang J M. Quasi open-loop control

for semi-passive biped robots[J]. Robot, 2009, 32(2): 110-

117.)

[3] Kuo A D. Stabilization of lateral motion in passive dynamic

walking[J]. The Int J of Robotics Research, 1999, 18(9):

917-930.

[4] 绳涛,王剑,马宏绪.欠驱动两足步行机器人侧向稳定控

制方法研究[J].计算机工程与应用, 2008, 44(3): 1-4.

(Sheng T, Wang J, Ma H X. Lateral stabilization control of

underactuated biped robot[J]. Computer Engineering and

Application, 2008, 44(3): 1-4.)

(下转第1898页)


