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摘 要: 对于不同维数下非线性系统的估计问题, 为从常用的Unscented卡尔曼滤波 (UKF)和Cubature卡尔曼滤

波 (CKF)中选取合适的滤波方法,从函数泰勒展开式和数值稳定性上对其进行了分析和比较. 由于不同维数下它们

捕获函数泰勒展开式高阶项的程度和数值稳定性不同,两者滤波精度出现差异,从而得到了不同维数下滤波方法的

选择途径. 仿真结果验证了理论分析的正确性.
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Estimation precision comparison of Cubature Kalman filter and
Unscented Kalman filter
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Abstract：：：In order to select the appropriate filtering method from the UKF and CKF for the different dimensions nonlinear

systems estimation, the two filters are analyzed and compared through the Taylor expansion of function and the numerical

stability. Due to the different dimension, the captured high-order item degree of function Taylor expansion and the numerical

stability are different to appear different filter precisions, so that the filter choice ways of different dimension are acquired.

Simulation results show the correctness of with the theoretical analysis.
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0 引引引 言言言

现实世界中几乎所有的系统都是非线性的.针

对非线性系统的估计问题, 人们提出了各种非线

性滤波[1-7]方法, 其中UKF[3]作为一种常用的非线

性滤波已广泛应用于飞行器姿态估计[8]、弹道目标

跟踪[9-10]、电量扰动信号跟踪[11]、SLAM中的自主移

动车辆定位定向问题[12]和连续系统估计[13]等领域.

UKF是基于“对概率分布进行近似要比对非线性函

数进行近似容易得多[3]”的思想而提出的, UKF根

据UT变换, 选择 2𝑛 + 1个具有权值的 Sigma点来近

似状态变量的均值, Sigma点经非线性函数传播后能

捕获的均值和方差能够达到非线性函数真实值的三

阶精度,因此其精度高于EKF,同时克服了EKF易于

发散以及只适用弱非线性的缺点. 由于使用确定性采

样Sigma点, UKF避免了粒子滤波的粒子退化和计算

量大以及实时性差的问题, 但在高维系统中UKF容

易出现数值不稳定现象,其应用遇到了困难.

最近, Arasaratnam等[7]提出了基于Cubature变换

的Cubature Kalman filter(CKF).该滤波方法一经提出

便被广大学者应用于姿态估计[14-15]、导航[16-18]、连续

系统[19]和混合滤波[20]等领域. CKF滤波过程与UKF

类似, 但其理论推导更加严谨 (UKF缺乏严格的数学

推导). CKF根据Cubature准则, 通过 2𝑛个同等权值

的Cubature点经非线性系统方程转换后产生新的点

来给出下一时刻系统状态的预测,同样无需对非线性

模型线性化. CKF具备UKF的特点,由于其使用更少

的采样点, 很有可能取代UKF而成为常用的滤波方

法. 但是,对于不同维数的非线性系统,它们的估计精

度尚存在很大差异.为了给不同维数下的非线性系统
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选择合适的滤波方法,本文从函数泰勒展开式和数值

稳定性上分析比较这两种方法,为上述不同维数下两

种滤波方法的选择提供一种参考途径.

1 Cubature点点点与与与Sigma点点点
考虑如下形式的多维权重积分:

𝐼(𝑓) =
w
𝑅𝑛

𝑓(𝑥)𝑤(𝑥)d𝑥. (1)

其中: 𝑓(⋅)为任意函数, 𝑅𝑛为积分区域.一般情况下,

上述积分的解析值无法获得,需通过数值积分方法对

其进行近似计算.可选择一组具有权重值的点集 (𝜉𝑖,

𝜔𝑖)进行近似积分运算,即

𝐼(𝑓) =

𝑚∑
𝑖=1

𝜔𝑖𝑓(𝜉𝑖). (2)

1.1 Cubature点点点

CKF根据Cubature变换[7]得到 2𝑛个具有相同权

值的Cubature点来近似多维权重积分 (1),即⎧⎨⎩
𝜉𝑖 =

√
2𝑛

2
[1]𝑖,

𝜔𝑖 =
1

2𝑛
, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛.

(3)

其中: [1]𝑖表示集合 [1]的第 𝑖列,对于二维,即𝑛=2,有

[1] = {[1, 0]T, [−1, 0]T, [0,−1]T, [0, 1]T}.
计算出Cubature点集 (𝜉𝑖, 𝜔𝑖)后便可以通过时间更新

和量测更新得到CKF滤波算法[7].

1.2 Unscented点点点

UKF根据UT变换[3]得到 2𝑛 + 1个不同权值的

Sigma点来近似多维权重积分 (1),即⎧⎨⎩
𝜉𝑖 = 0, 𝜔𝑖 =

𝜅

𝑛+ 𝜅
𝑖 = 0;

𝜉𝑖 =
√
𝑛+ 𝜅 [1]𝑖, 𝜔𝑖 =

1

2(𝑛+ 𝜅)
, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛.

(4)

计算出 Sigma点集 (𝜉𝑖, 𝜔𝑖)后便可以得到UKF滤

波算法[3].

2 泰泰泰勒勒勒展展展开开开式式式和和和数数数值值值稳稳稳定定定性性性分分分析析析

假设𝑛维向量𝑥 ∼ 𝑁(𝑥̄, 𝑃 ),Δ𝑥 ∼ 𝑁(0, 𝑃 ),将向

量函数 𝑓(𝑥)在均值 𝑥̄附近泰勒展开,有

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥̄+Δ𝑥) =

𝑓(𝑥̄) +𝐷Δ𝑥𝑓 +
𝐷2

Δ𝑥𝑓

2!
+

𝐷3
Δ𝑥𝑓

3!
+

𝐷4
Δ𝑥𝑓

4!
+ ⋅ ⋅ ⋅ . (5)

其中: 𝐷Δ𝑥𝑓 = (Δ𝑥T∇)𝑓 [𝑥]∣𝑥=𝑥̄,∇表示对 𝑓 [𝑥]求偏

导. 𝐷Δ𝑥𝑓可写成如下标量形式:

𝐷𝑖
Δ𝑥𝑓

𝑖!
=

1

𝑖!

( 𝑛∑
𝑖=1

Δ𝑥𝑖
∂

∂𝑥𝑖

)𝑖

𝑓(𝑥)
∣∣∣
𝑥=𝑥̄

. (6)

则 𝑓(𝑥)的均值为

𝑓 = 𝐸[𝑓(𝑥̄+Δ𝑥)] =

𝑓(𝑥̄) + 𝐸
[
𝐷Δ𝑥𝑓 +

𝐷2
Δ𝑥𝑓

2!
+

𝐷3
Δ𝑥𝑓

3!
+ ⋅ ⋅ ⋅

]
. (7)

根据对称性,奇阶矩全部为 0,因此

𝑓 = 𝑓(𝑥̄) + 𝐸
[𝐷2

Δ𝑥𝑓

2!
+ ⋅ ⋅ ⋅+ 𝐷2𝑘

Δ𝑥𝑓

2𝑘!

]
. (8)

考虑

𝐷2
Δ𝑥𝑓

2!
=

𝐷Δ𝑥(𝐷Δ𝑥𝑓)

2!
=

(∇TΔ𝑥Δ𝑥T∇
2!

)
𝑓,

且有𝐸[Δ𝑥Δ𝑥T] = 𝑃 ,从而

𝐸
[𝐷2

Δ𝑥𝑓

2!

]
=

(∇T𝑃∇
2!

)
𝑓.

因此 𝑓(𝑥)的均值可表示为

𝑓 = 𝑓(𝑥̄) +
(∇T𝑃∇

2!

)
𝑓 + 𝐸

[𝐷4
Δ𝑥𝑓

4!
+ ⋅ ⋅ ⋅+ 𝐷2𝑘

Δ𝑥𝑓

2𝑘!

]
.

(9)

其中: 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ ; 均值为零、方差为𝑃 的随机向量

Δ𝑥可以表示为Δ𝑥=𝐴Δ𝑥′, 𝐴=
√
𝑃,Δ𝑥′均值为零、

方差为单位阵 𝐼; 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ]𝑛×𝑛, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.因此

𝐷Δ𝑥可表示为

𝐷2𝑘
Δ𝑥𝑓 =[ 𝑛∑
𝑖=1

Δ𝑥′
𝑖

( 𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗
∂

∂𝑥𝑗

)]2𝑘
𝑓
∣∣∣
𝑥=𝑥̄

=

[
Δ𝑥′

1

(
𝑎11

∂

∂𝑥1
+ ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎1𝑛

∂

∂𝑥𝑛

)
+ ⋅ ⋅ ⋅+

Δ𝑥′
𝑛

(
𝑎𝑛1

∂

∂𝑥1
+ ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎𝑛𝑛

∂

∂𝑥𝑛

)]2𝑘
𝑓
∣∣∣
𝑥=𝑥̄

=[
(Δ𝑥′

1)
2𝑘
(
𝑎11

∂

∂𝑥1
+ ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎1𝑛

∂

∂𝑥𝑛

)2𝑘

+ ⋅ ⋅ ⋅+

(Δ𝑥′
𝑛)

2𝑘
(
𝑎𝑛1

∂

∂𝑥1
+ ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎𝑛𝑛

∂

∂𝑥𝑛

)2𝑘]
𝑓
∣∣∣
𝑥=𝑥̄

+ 𝜁1,

(10)

其中 𝜁1为各分量之间的交叉项.从而𝐷2𝑘
Δ𝑥𝑓的期望为

𝐸(𝐷2𝑘
Δ𝑥𝑓) =[

𝐸[(Δ𝑥′
1)

2𝑘]
(
𝑎11

∂

∂𝑥1
+ ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎1𝑛

∂

∂𝑥𝑛

)2𝑘

+

⋅ ⋅ ⋅+ 𝐸[(Δ𝑥′
𝑛)

2𝑘]
(
𝑎𝑛1

∂

∂𝑥1
+ ⋅ ⋅ ⋅+

𝑎𝑛𝑛
∂

∂𝑥𝑛

)2𝑘]
𝑓
∣∣∣
𝑥=𝑥̄

+ 𝐸𝜁1 =[
Θ
(
𝑎11

∂

∂𝑥1
+ ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎1𝑛

∂

∂𝑥𝑛

)2𝑘

+ ⋅ ⋅ ⋅+

Θ
(
𝑎𝑛1

∂

∂𝑥1
+ ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎𝑛𝑛

∂

∂𝑥𝑛

)2𝑘]
𝑓
∣∣∣
𝑥=𝑥̄

+ 𝐸𝜁1 =

Θ
[ 𝑛∑

𝑖=1

(𝑎𝑖1∂
∂𝑥1

+ ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎𝑖𝑛∂

∂𝑥𝑛

)]2𝑘
𝑓
∣∣∣
𝑥=𝑥̄

+ 𝐸𝜁1. (11)

𝐸𝜁1为各分量之间的交叉矩.式 (11)利用了

Θ = 𝐸[(Δ𝑥′
1)

2𝑘] = ⋅ ⋅ ⋅ =
𝐸[(Δ𝑥′

𝑛)
2𝑘] = 1× 3× ⋅ ⋅ ⋅ × (2𝑘 − 1),

所以 𝑓(𝑥)的均值为

𝑓 =

𝑓(𝑥̄) +
(∇T𝑃𝑥𝑥∇

2!

)
𝑓 +

1× 3× ⋅ ⋅ ⋅ × (2𝑘 − 1)

(2𝑘)!
×
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𝑖=1

(𝑎𝑖1∂
∂𝑥1

+ ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎𝑖𝑛∂

∂𝑥𝑛

)]2𝑘
𝑓
∣∣∣
𝑥=𝑥̄

+ 𝐸𝜁2. (12)

其中 𝑎𝑖𝑗为矩阵𝐴的第 𝑗列的第 𝑖个元素.

2.1 CKF估估估计计计精精精度度度

Cubature点𝑥𝑖 = 𝑥̄ +
√
𝑛𝑃 [1]𝑖,每个点经非线性

函数传播后的泰勒展开式如下:

𝜒𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖) = 𝑓 [𝑥̄] +𝐷𝜎𝑖𝑓 +
𝐷2

𝜎𝑖
𝑓

2!
+ ⋅ ⋅ ⋅ , (13)

其中𝜎𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥̄. 从而CKF预测的 𝑓(𝑥)的均值为

𝑓CKF(𝑥) =
1

2𝑛

2𝑛∑
𝑖=1

(
𝑓 [𝑥̄] +

𝐷2
𝜎𝑖
𝑓

2!
+ ⋅ ⋅ ⋅

)
, (14)

𝐷2
𝜎𝑖

2!
=

(∇T𝜎𝑖𝜎
T
𝑖 ∇

2!

)
𝑓, (15)

1

2𝑛

2𝑛∑
𝑖=𝑖

𝐷2
𝜎𝑖

2!
=

1

2𝑛

2𝑛∑
𝑖=𝑖

(∇T𝜎𝑖𝜎
T
𝑖 ∇

2!

)
𝑓 =

(∇T𝑃𝑥𝑥∇
2!

)
𝑓. (16)

考虑对称性,奇阶矩为 0,从而

𝑓CKF(𝑥) = 𝑓 [𝑥̄] +
(∇T𝑃𝑥𝑥∇

2!

)
𝑓+

1

2𝑛

2𝑛∑
𝑖=1

(𝐷4
𝜎𝑖
𝑓

4!
+ ⋅ ⋅ ⋅+ 𝐷2𝑘

𝜎𝑖
𝑓

2𝑘!

)
. (17)

而𝜎𝑖可表示为𝜎𝑖 = 𝐴𝜎′
𝑖, 𝜎𝑖为𝐴

√
𝑛 [1]𝑖, 𝜎

′
𝑖为
√
𝑛 [1]𝑖.

𝜎𝑖可改写为

𝜎𝑖 = 𝐴
√
𝑛 [1]𝑖 ={ √

𝑛 [𝑎1𝑖 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑎𝑛𝑖]
T, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

−√𝑛 [𝑎1(𝑖−𝑛) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑎𝑛(𝑖−𝑛)]
T, 𝑖 = 𝑛+ 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝑛.

(18)

因此𝐷2𝑘
𝜎𝑖
𝑓可表示为

𝐷2𝑘
𝜎𝑖
𝑓 =[ 𝑛∑

𝑗=1

√
𝑛𝑎𝑖𝑗

∂

∂𝑥𝑖𝑗
+

2𝑛∑
𝑗=𝑛+1

(−√𝑛𝑎𝑖(𝑗−𝑛))
∂

∂𝑥𝑖𝑗

]2𝑘
𝑓(𝑥)

∣∣∣
𝑥=𝑥̄

=

[ 𝑛∑
𝑗=1

√
𝑛𝑎𝑖𝑗

∂

∂𝑥𝑖𝑗
−

𝑛∑
𝑗=1

√
𝑛𝑎𝑖𝑗

∂

∂𝑥𝑖𝑗

]2𝑘
𝑓(𝑥)

∣∣∣
𝑥=𝑥̄

=

( 𝑛∑
𝑗=1

√
𝑛𝑎𝑖𝑗

∂

∂𝑥𝑖𝑗

)2𝑘

𝑓(𝑥)
∣∣∣
𝑥=𝑥̄

+

(
−

𝑛∑
𝑗=1

√
𝑛𝑎𝑖𝑗

∂

∂𝑥𝑖𝑗

)2𝑘

𝑓(𝑥)
∣∣∣
𝑥=𝑥̄

+ 𝜉, (19)

其中 𝜉为各分量之间的交叉项.式 (19)可进一步写为

𝐷2𝑘
𝜎𝑖
𝑓 =

2𝑛𝑘
(𝑎𝑖1∂
∂𝑥𝑖1

+ ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎𝑖𝑛∂

∂𝑥𝑖𝑛

)2𝑘

𝑓(𝑥)
∣∣∣
𝑥=𝑥̄

+ 𝜉. (20)

且有

1

2𝑛

2𝑛∑
𝑖=1

(𝐷2𝑘
𝜎𝑖
𝑓

2𝑘!

)
=

𝑛𝑘−1

(2𝑘)!

𝑛∑
𝑖=1

(
𝑎𝑖1

∂

∂𝑥𝑖1
+ ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎𝑖𝑛

∂

∂𝑥𝑖𝑛

)2𝑘

𝑓(𝑥)
∣∣∣
𝑥=𝑥̄

.

从而CKF预测的 𝑓(𝑥)的均值为

𝑓CKF(𝑥) =

𝑓 [𝑥̄] +
(∇T𝑃𝑥𝑥∇

2!

)
𝑓 +

𝑛𝑘−1

(2𝑘)!
×

𝑛∑
𝑖=1

(
𝑎𝑖1

∂

∂𝑥𝑖1
+ ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎𝑖𝑛

∂

∂𝑥𝑖𝑛

)2𝑘

𝑓(𝑥)
∣∣∣
𝑥=𝑥̄

. (21)

2.2 UKF估估估计计计精精精度度度

由于推导过程类似于CKF,这里仅给出最后结果

𝑓UKF(𝑥) =

𝑓 [𝑥̄] +
(∇T𝑃𝑥𝑥∇

2!

)
𝑓 +

(𝑛+ 𝜅)𝑘−1

(2𝑘)!
×

𝑛∑
𝑖=1

(
𝑎𝑖1

∂

∂𝑥𝑖1
+ ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎𝑖𝑛

∂

∂𝑥𝑖𝑛

)2𝑘

𝑓(𝑥)
∣∣∣
𝑥=𝑥̄

. (22)

对于 𝑓(𝑥)、𝑓CKF(𝑥)、𝑓UKF(𝑥)之间的关系, 只需

比较 1× 3× ⋅ ⋅ ⋅ × (2− 1)、𝑛𝑘−1和 (𝑛+ 𝜅)𝑘−1即可.

2.3 估估估计计计精精精度度度分分分析析析

对于 𝑓(𝑥)的四阶矩 (即 𝑘 = 2时), 有 1 × 3 × ⋅ ⋅ ⋅
×(2𝑘−1) = 3 (不包括分量之间的四阶交叉矩, CKF和

UKF无交叉矩).为捕获真实均值 𝑓(𝑥)的大部分四阶

矩信息, UKF滤波过程中选择𝑛+𝜅 = 3[21]. 因此,当𝑛

⩽ 2时,有

𝑛𝑘−1 < (𝑛+ 𝜅)𝑘−1 < 1× 3× ⋅ ⋅ ⋅ × (2𝑘 − 1), (23)

即此时UKF捕获真实均值的高阶矩信息多于CKF捕

获的信息,从而UKF估计精度高于CKF; 𝑛 = 3时,有

𝑛𝑘−1 = (𝑛+ 𝜅)𝑘−1 < 1× 3× ⋅ ⋅ ⋅ × (2𝑘 − 1), (24)

即此时UKF捕获真实均值的高阶矩信息等于CKF捕

获的信息,从而UKF估计精度与CKF相同;当𝑛 > 3

时,通过捕获高阶矩信息的程度来比较两种方法会很

困难,这时可以用数值稳定性来分析UKF和CKF.

任何滤波方法都是由积分公式导出的, 采用不

同的积分公式对多维积分 (1)进行积分, 可以推导出

不同的滤波方法.积分公式应同时具有点集位于积

分区间和权值为正这 2个性质[22-24], 因为此种情况

下的积分公式的误差将小于缺少上述一个或全部性

质的积分公式[22-23]. 对于点集位于积分区间的情况,

UKF和CKF两种滤波方法所使用的积分公式均可得

到满足. 对于第 2个性质,先定义稳定因子

𝐼 =
∑
𝑖

∣𝜔𝑖∣
/∑

𝑖

𝜔𝑖. (25)

文献 [7, 22, 24-26]将式 (25)作为衡量积分公式数

值稳定的指标.文献 [23-24]已证明,当 𝐼 > 1时,在有
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限精度运算机器上积分公式将引入大量的截断误差.

当𝑛>3时𝑛+𝜅=3,所以𝜅=(3−𝑛)<0,权值𝜔0

= (1− 𝑛/3) < 0,从而UKF的稳定因子

𝐼UKF =
2𝑛

3
− 1 > 1,

且稳定因子随𝑛线性增加,导致在矩积分的数值估计

中出现很大的误差,积分公式精度变差,而当𝑛>3时,

CKF的稳定因子始终为 𝐼CKF = 1,因此𝑛 > 3时CKF

的估计精度高于UKF.同时,由CKF与UKF算法的对

比可以看出,若𝜅取 0时,则对于任何维数, UKF估计

性能与CKF一致.

3 仿仿仿真真真分分分析析析

选择如下一维、三维和五维非线性例子评估上

述两种滤波:单变量非平稳增长模型,弹道目标再入,

目标跟踪. 它们已被文献 [7, 21, 26-29]作为研究范例.

3.1 单单单变变变量量量非非非平平平稳稳稳增增增长长长模模模型型型

该模型为经济领域广泛使用的非线性模型,其离

散方程为⎧⎨⎩
𝑥𝑘+1 =

1

2
𝑥𝑘 +

25𝑥𝑘

1 + 𝑥2
𝑘

+ 8 cos(1.2𝑘) + 𝑟𝑘,

𝑦𝑘+1 =
𝑥2
𝑘+1

20
+ 𝑣𝑘+1, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁.

(26)

其中: 噪声 𝑟𝑘 ∼ 𝑁(0, 1), 𝑣𝑘+1 ∼ 𝑁(0, 1). 状态初始真

实值𝑥0 = 0.1,仿真初始条件取𝑥0/0 = 0, 𝑃0/0 = 1,时

间𝑁 = 500. 两种滤波器的估计性能采用时间平均

MSE进行比较.

图 1给出了 50次Monte Carlo仿真的MSE以及

MSE的均值和标准差.由仿真结果可以看出,一维情

况下, UKF的MSE均值和方差明显小于CKF, UKF精

度更高. 此例的结果与前面的理论分析一致.
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图 1 50次MC仿真的MSE及其均值和标准差

3.2 弹弹弹道道道目目目标标标再再再入入入

目标连续时间动力学方程为⎧⎨⎩
𝑥̇1(𝑡) = −𝑥2(𝑡) + 𝑟1(𝑡),

𝑥̇2(𝑡) = −e−𝛾𝑥1(𝑡)𝑥2
2(𝑡)𝑥3(𝑡) + 𝑟2(𝑡),

𝑥̇3(𝑡) = 𝑟3(𝑡).

(27)

主要目的是对从高处以很快的速度进入大气层的载

体位置𝑥1、速度𝑥2和弹道常数𝑥3进行估计. 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3
∼ 𝑁(0, 𝑄),且互不相关.常数 𝛾表示大气密度与高度

间的关系.载体的位置通过雷达测定, 它们之间的关

系为

𝑦(𝑡) =
√

𝑙2 + (𝑥1(𝑡)− ℎ)2 + 𝑣(𝑡). (28)

其中: ℎ为雷达高度, 𝑙为其与载体之间的水平距离, 𝑣

∼𝑁(0, 𝑅).系统参数如下: 𝛾 = 5 × 10−5, ℎ= 105, 𝑙 =

105, 𝑄 = 0, 𝑅 = 104. 系统真实状态初值

𝑥0 = [3× 105 2× 104 10−3]T,

仿真初始状态

𝑥0/0 = [3× 105 2× 104 10−3]T,

协方差矩阵

𝑃0/0 = diag[106 4× 106 10−4].

采用平均绝对值误差比较两种滤波方法, 进行

50次MC仿真,仿真结果如图 2所示.从图 2可以看

出, CKF与UKF估计精度一致,从而证实了当状态维

数为 3时两种滤波方法性能相同的推断.
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图 2 位置、速度及弹道系数平均绝对值误差
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3.3 目目目标标标跟跟跟踪踪踪

飞行器在水平方向以未知的角速度Ω持续不断

地机动飞行,其动力学运动方程如下:

𝑥𝑘 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
sinΩ𝑇

Ω
0
−1 + cosΩ𝑇

Ω
0

0 cosΩ𝑇 0 − sinΩ𝑇 0

0
1− cosΩ𝑇

Ω
1

sinΩ𝑇

Ω
0

0 sinΩ𝑇 0 cosΩ𝑇 0

0 0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑥𝑘−1 + 𝑣𝑘.

(29)

其中: 状态𝑥 = [𝜉 𝜉 𝜂 𝜂̇ Ω ]T, 𝜉和 𝜂为位置, 𝜉和 𝜂̇为

速度, 𝑇 为两次量测时间的间隔. 𝑣𝑘 ∼ 𝑁(0, 𝑄), 𝑄 =

diag[𝑞1𝑀 𝑞1𝑀 𝑞2𝑇 ], 𝑀 = [𝑇 3/3 𝑇 2/2;𝑇 2/2 𝑇 ].

雷达对飞行器进行测量, 两者斜距为 𝑟, 方位为 𝜃.量

测方程 [
𝑟𝑘

𝜃𝑘

]
=

⎡⎣ √
𝜉2𝑘 + 𝜂2𝑘

tan−1
(𝜂𝑘
𝜉𝑘

) ⎤⎦+ 𝑤𝑘. (30)

其中: 𝑤𝑘 ∼𝑁(0, 𝑅), 𝑅=diag[𝜎2
𝑟 𝜎2

𝜃 ]. 系统参数如下:

𝑇 =1 s,Ω=−3∘/s, 𝑞1=0.1m2/s3, 𝑞1=1.75× 10−4/s3,

𝜎𝑟=10m, 𝜎𝜃 =
√
10 m ⋅ rad. 真实初始值

𝑥0 = [1 000m 300/ms 1 000m 0m/s − 3∘/s]T,

𝑃0 = diag[100m2 10m2/s2 100m2 →
← 10m2/s2 100m ⋅ rad2/s2].
仿真条件如下: 𝑥0/0从𝑁(𝑥0, 𝑃0/0)中随机选取,

仿真时间 100 s,进行 50次MC仿真. 采用均方根误差

RMSE评估两种滤波方法.

UKF选择𝜅 = −2,由于数值截断误差的原因,在

50次MC仿真中, UKF经常出现算法中断运行的现

象, 而CKF则没有出现算法中断的现象. 图 3∼图 5

给出了 50次MC仿真结果.从仿真结果可以看出,

CKF估计性能远远好于UKF,从而验证了当𝑛 > 3时,

CKF估计精度优于UKF.该结论与文献 [7]中的结论
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与文献 [19]中用CKF处理同时含有连续和离散的高

维非线性系统比使用UKF具有更高精度的结论一致.

此外,对上述 3个非线性例子还仿真了𝜅 = 0时

的情形,正如前面预料的结果那样, UKF与CKF精度

相同.对于算法运行时间,由于CKF比UKF少一个采

样点, CKF运行时间更快,实时性更好一些. 通过前面

的理论分析和上述仿真案例,可得出如下结论:

1) 对于低维 (𝑛 < 3)非线性系统, UKF精度高

于CKF,建议选择UKF作为滤波方法;

2) 对于𝑛 = 3的非线性系统, UKF与CKF精度

相同,考虑CKF选择了更少的采样点,建议选择CKF

作为滤波方法;

3)对于高维 (𝑛 > 3)非线性系统, UKF估计精度

低于CKF,且UKF数值稳定性差,建议选择CKF作为

滤波方法;

4) 当𝜅 = 0时, 尽管两种滤波方法精度相同, 但

CKF采样点更少,因此建议选择CKF作为滤波方法.

4 结结结 论论论

从函数泰勒展开式及数值稳定性上分析比较了
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基于UT变换和Cubature变换的两种滤波方法 (UKF

和CKF). 它们都可以用于处理非线性系统的估计

问题,两者估计精度之间的区别在于它们对于函数泰

勒展开式高阶项的捕获程度以及数值稳定性不一样,

并对不同维数非线性系统下的两种滤波方法的选择

作出了如下说明: 三维以下非线性系统应选择UKF

作为滤波方法; 三维及以上非线性系统应将CKF作

为滤波方法. 理论分析和仿真结论为实际工程从UKF

和CKF中选取更佳的滤波方法提供了很好的甄别途

径. 同时,证明了𝜅=0时, UKF与CKF估计精度等价.
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