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摘 要: 考虑通货膨胀因素,利用均值-方差模型研究连续时间投资组合选择问题.利用Lagrange乘子技术将原均

值-方差模型转化为一个标准的随机最优控制问题,应用动态规划的方法得到问题的解析解,进而求解出原均值-方

差模型的有效投资策略和有效边界的解析表达式. 通过实证分析进一步表明了结论的正确性.
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Abstract: A continuous-time mean-variance portfolio selection problem is studied under inflation. Firstly, the original

mean-variance problem is turned into a standard stochastic optimal control problem by using Lagrange multiplier technique.

Then, the analytical solution is obtained by applying the dynamic programming approach, and closed form expressions of

the efficient investment strategies and mean-variance efficient frontier are derived. Finally, a numerical example is given to

show the correctness of the results.
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0 引引引 言言言

Markowitz[1]利用方差度量风险, 建立了著名的

均值-方差模型,奠定了现代资产组合理论的基础,但

只考虑了单阶段静态情形,而现实中投资是一个多阶

段或连续时间的长期动态过程. 为此,文献 [2]研究了

多阶段均值-方差投资组合选择问题, 并利用嵌入法

技术首次给出了模型的解析解.文献 [3]采用嵌入法

与随机线性二次 (LQ)控制方法得到了连续时间均值-

方差模型的解析解. 在此理论基础上, 文献 [4-10]利

用动态均值-方差模型研究了其他各种现实条件下的

投资组合选择问题.另外,文献 [11-12]除了考虑投资

外, 还同时考虑了消费, 利用期望效用最大化模型和

随机最优控制理论,研究了动态最优投资-消费策略.

文献 [13-15]均采用期望效用最大化模型研究了各种

现实条件下的最优投资或最优投资-消费问题.

近年来,受金融危机影响,包括我国在内的世界

各国都争相采取量化宽松的货币政策和财政政策,

导致通货膨胀日益严重,全球性通胀压力显现. 以我

国为例,自 2009年年底开始,全国物价呈现出明显的

上涨趋势,自 2010年 10月开始物价指数 (CPI)已经突

破 4%, 2011年初达 5%, 2011年 6月和 7月则突破 6%.

虽然通货膨胀未来的走势是不确定的,但可以肯定的

是通货膨胀将长期存在.如何在投资决策中应对通货

膨胀是投资者必须面对的问题,通货膨胀成为投资者

考虑的重要因素之一.目前, 考虑通货膨胀因素下的

投资组合选择的研究文献还不多. 文献 [16]基于期

望效用最大化模型并利用鞅方法研究了连续时间的

最优投资及消费策略,文献 [17]进一步研究了真实价
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格只是部分可观测的情形.从数学上来看, 因为考虑

通货膨胀, 会把新的随机因素 (本文用布朗运动来描

述)引入到模型中,而且为了更接近现实,本文并没有

假定影响通货膨胀的随机因素和影响风险资产名义

价格的随机因素是相互独立的,即它们可以是相关的.

这些都会对模型的求解带来困难和挑战,此时并不能

简单地采用文献 [3]介绍的随机 (LQ)方法进行求解.

为此,采取动态规划方法[11-12]对模型进行求解.

本文采用连续时间均值-方差框架, 研究了考虑

通货膨胀因素下的投资组合选择问题,采用Lagrange

乘子技术和动态规划相结合的方法对模型进行求解,

并得到了有效投资策略及均值-方差有效边界的解析

表达式. 最后通过实证分析验证了本文的结论.

1 考考考虑虑虑通通通货货货膨膨膨胀胀胀时时时连连连续续续时时时间间间均均均值值值-方方方差差差模模模
型型型的的的建建建立立立

假设市场有 1种无风险资产和𝑛种风险资产,它

们可以连续交易, 无风险资产的名义价格𝑃0(𝑡)服从

如下微分方程:

d𝑃0(𝑡) = 𝑃0(𝑡)𝑟(𝑡)d𝑡, 𝑃0(0) = 𝑝0 > 0, (1)

其中 𝑟(𝑡)为名义利率. 设𝑛种风险资产的名义价格

𝑃1(𝑡), 𝑃2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃𝑛(𝑡)服从如下随机微分方程:⎧⎨⎩
d𝑃𝑖(𝑡) = 𝑃𝑖(𝑡)

[
𝑏𝑖(𝑡)d𝑡+

𝑚∑
𝑗=1

𝜎𝑖𝑗(𝑡)d𝑊𝑗(𝑡)
]
,

𝑃𝑖(0) = 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
(2)

其中: 𝑊 (𝑡) = (𝑊1(𝑡),𝑊2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑊𝑚(𝑡))′为𝑚维标

准布朗运动, 表示影响风险资产价格的𝑚种随机因

素; 𝑏𝑖(𝑡)为漂移率; 𝜎𝑖𝑗(𝑡)为扩散率, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

本文并不需要假定𝑚 = 𝑛,即不需假定市场是完备的.

现实中, 未来物价水平Π (𝑡)(当前时刻为 𝑡 = 0, 未来

时刻为 𝑡 > 0)是随机的, 从而Π (𝑡)是一个随机过程,

假设Π (𝑡)服从如下随机微分方程[16-17]:

dΠ (𝑡) = Π (𝑡)[𝐼(𝑡)d𝑡+ 𝜉(𝑡)d𝑊𝐼 ], Π (0) = Π0. (3)

其中: 𝑊𝐼(𝑡)为 1维标准布朗运动,表示影响物价指数

水平的随机因素; 𝐼(𝑡)为期望通胀率; 𝜉(𝑡)为通胀扩散

率.现实中, 影响风险资产价格与影响物价水平的随

机因素 (用布朗运动描述)可能相关,设相关系数为

𝜌𝑖(𝑡) = corr(d𝑊𝑖(𝑡),d𝑊𝐼(𝑡)), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

根据布朗运动的有关数学性质,有

𝐸[d𝑊𝑖(𝑡)d𝑊𝐼(𝑡)] = 𝜌𝑖(𝑡)d𝑡, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (4)

令 𝜌(𝑡) = (𝜌1(𝑡), 𝜌2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜌𝑚(𝑡))
′,则有

𝐸[d𝑊 (𝑡)d𝑊𝐼(𝑡)] = 𝜌(𝑡)d𝑡.

注注注 1 𝜋(𝑡) = lnΠ (𝑡)为通贷膨胀率.

设 (Ω , 𝐹, 𝑃, {𝐹𝑡}𝑡⩾0)为一赋流完备概率空间,其

中: 𝐹 = {𝐹𝑡; 𝑡 ⩾ 0}; 𝐹𝑡 = 𝜎{𝑊 (𝑠),𝑊𝐼(𝑠); 0 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑡}

是虑子族,表示到时刻 𝑡为止的所有信息集. 令𝐿2
𝐹 (0,

𝑇 ;𝑹𝑛)表示所有在𝑹𝑛上取值、可测、{𝐹𝑡}𝑡⩾0适应的

函数 𝑓(𝑡)的集合,且满足𝐸
w 𝑇

0
∣𝑓(𝑡)∣2d𝑡 < +∞.

现考虑一个投资者,他在时刻 𝑡拥有的名义财富

用𝑥(𝑡)表示,投资在第 𝑖种风险资产上的比例为𝜋𝑖(𝑡),

则𝑥(𝑡)满足如下随机微分方程[11-12]:

d𝑥(𝑡) =

𝑥(𝑡){(𝑟(𝑡) + 𝜋′(𝑡)𝐵(𝑡))d𝑡+ 𝜋′(𝑡)𝜎(𝑡)d𝑊 (𝑡)}, (5)

其中: 1为每个分量均为 1的𝑛维向量,且有

𝜎(𝑡) = (𝜎𝑖𝑗(𝑡))𝑛×𝑚, 𝜋(𝑡) =

(𝜋1(𝑡), 𝜋2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜋𝑛(𝑡))
′,

𝑏(𝑡) = (𝑏1(𝑡), 𝑏2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑛(𝑡))′,
𝐵(𝑡) = 𝑏(𝑡)− 1𝑟(𝑡).

设在时刻 𝑡,考虑通货膨胀因素后的真实财富为

𝑥̄(𝑡),有 𝑥̄(𝑡) = 𝑥(𝑡)/Π (𝑡). 由式 (3)和 (5),应用伊滕引

理得到 𝑥̄(𝑡)服从如下随机微分方程:⎧⎨⎩
d𝑥̄(𝑡) = {𝑥̄(𝑡)(𝑏̄(𝑡) + 𝜋′(𝑡)𝐵̄(𝑡))d𝑡+

𝜋′(𝑡)𝜎(𝑡)d𝑊 (𝑡)− 𝜉(𝑡)d𝑊𝐼(𝑡)},
𝑥̄(0) = 𝑥0/Π0 = 𝑥̄0.

(6)

其中

𝑏̄(𝑡) = 𝑟(𝑡)− 𝐼(𝑡) + 𝜉2(𝑡),

𝐵̄(𝑡) = 𝐵(𝑡)− 𝜉(𝑡)𝜎(𝑡)𝜌(𝑡).

注注注 2 当 𝐼(𝑡) = 0, 𝜉(𝑡) = 0时, 𝑏̄(𝑡) = 𝑟(𝑡),

𝐵̄(𝑡) = 𝐵(𝑡), 此时与文献 [3]不考虑通货膨胀的情

形是一致的,所以文献 [3]只是本文的一种特殊情况.

为了在数学上处理方便,作如下假设.

假假假设设设 1 𝐵̄(𝑡) ∕= 0,其中0为𝑛维零向量.

假假假设设设 2 (𝜎(𝑡)𝜎′(𝑡))是可逆的.

称策略𝜋(⋅) = {𝜋(𝑡); 𝑡 ⩾ 0}为可行策略, 如果

𝜋(⋅) ∈ 𝐿2
𝐹 (0, 𝑇 ;𝑹

𝑛),且 (𝑥̄(⋅), 𝜋(⋅))满足式 (6),则所有

可行策略的集合为𝒰 [0, 𝑇 ].
考虑通货膨胀因素下, 连续时间均值-方差投资

组合选择问题是: 对于给定真实终端财富的期望𝑢,

𝐸[𝑥̄(𝑇 )] = 𝑢,寻找最优的可行策略,使得真实终端财

富的风险达最小,其中风险用方差来度量,即

Var[𝑥̄(𝑇 )] =

𝐸 [𝑥̄(𝑇 )− 𝐸 [𝑥̄(𝑇 )]]
2
= 𝐸 [𝑥̄(𝑇 )− 𝑢]

2
.

考虑通货膨胀因素时, 连续时间均值-方差模型可由

如下随机最优控制问题得到:⎧⎨⎩ min
𝜋(⋅)∈𝒰 [0,𝑇 ]

Var[𝑥̄(𝑇 )] = 𝐸[𝑥̄(𝑇 )− 𝑢]2,

s.t. 𝐸[𝑥̄(𝑇 )] = 𝑢.
(7)
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称随机最优控制问题 (7)的最优解𝜋(⋅)为有效策
略, 设Var[𝑥̄(𝑇 )]为式 (7)中相对应于𝑢的最优值, 则

(Var[𝑥̄(𝑇 )], 𝑢)为一个有效点,所有有效点的集合为有

效边界.

2 问问问题题题转转转化化化与与与求求求解解解

最优控制问题 (7)中的约束𝐸[𝑥̄(𝑇 )] = 𝑢可用

Lagrange方法技术来处理[8], 固定Lagrange乘子𝜆求

以下最优控制问题:

min
𝜋(⋅)∈𝒰 [0,𝑇 ]

𝐸{[𝑥̄(𝑇 )− 𝑢]2 + 2𝜆[𝐸𝑥̄(𝑇 )− 𝑢]}. (8)

由于

[𝑥̄(𝑇 )− 𝑢]2 + 2𝜆[𝐸[𝑥̄(𝑇 )]− 𝑢] =

[𝑥̄(𝑇 ) + 𝑎]2 − (𝑎+ 𝑢)2,

其中 𝑎 = 𝜆 − 𝑢,此时𝜆固定, 𝑎也固定,求解最优控制

问题 (8)等价于求解如下最优控制问题:

min
𝜋(⋅)∈𝒰 [0,𝑇 ]

𝐸[𝑥̄(𝑇 ) + 𝑎]2. (9)

假定从任意时刻 𝑡开始考虑该问题,设此时可行策略

的集合为𝒰 [𝑡, 𝑇 ],定义最优值函数为
𝑉 (𝑡, 𝑥̄) = min

𝜋(⋅)∈𝒰 [𝑡,𝑇 ]
𝐸[(𝑥̄(𝑇 ) + 𝑎)2∣𝑥̄(𝑡) = 𝑥̄]. (10)

显然, 当 𝑡 = 0时, 𝑉 (0, 𝑥̄)即为最优控制问题 (9)的最

优值.注意到, 𝐸[d𝑊 (𝑡)d𝑊𝐼(𝑡)] = 𝜌(𝑡)d𝑡,从而由动态

规划理论可知𝑉 (𝑡, 𝑥̄)满足如下HJB方程:⎧⎨⎩
inf

{
𝑉𝑡 + 𝑉𝑥̄𝑥̄[𝑏̄(𝑡) + 𝜋′(𝑡)𝐵̄(𝑡)] +

1

2
𝑉𝑥̄𝑥̄𝑥̄

2[𝜉2(𝑡)+

𝜋′(𝑡)𝜎(𝑡)𝜎′(𝑡)𝜋(𝑡)− 2𝜉(𝑡)𝜋′(𝑡)𝜎(𝑡)𝜌(𝑡)]
}
= 0,

𝑉 (𝑇, 𝑥̄) = (𝑥̄+ 𝑎)2 = 𝑥̄2 + 2𝑎𝑥̄+ 𝑎2.

(11)

式 (11)中第 1个等式展开后即为

𝑉𝑡 + 𝑉𝑥̄𝑥̄ 𝑏̄(𝑡) +
1

2
𝑉𝑥̄ 𝑥̄𝑥̄

2𝜉2(𝑡) + inf
𝜋(𝑡)

{
𝜋′(𝑡)[𝑉𝑥̄𝑥̄𝐵̄(𝑡)−

𝑉𝑥̄𝑥̄𝑥̄
2𝜉(𝑡)𝜎(𝑡)𝜌(𝑡)] +

1

2
𝑉𝑥̄𝑥̄𝑥̄

2𝜋′(𝑡)𝜎(𝑡)𝜎′(𝑡)𝜋(𝑡)
}
= 0.

(12)

根据式 (12)关于𝜋(𝑡)的一阶条件可得最优控制策略

为

𝜋∗(𝑡) =

− (𝜎(𝑡)𝜎′(𝑡))−1(𝑉𝑥̄𝐵̄(𝑡)− 𝑉𝑥̄ 𝑥̄𝑥̄𝜉(𝑡)𝜎(𝑡)𝜌(𝑡))

𝑉𝑥̄ 𝑥̄𝑥̄
. (13)

将式 (13)代入 (12),整理后得到如下偏微分方程:

2𝑉𝑡 + 2𝑉𝑥̄𝑥̄ 𝑟(𝑡)− 𝑉 2
𝑥̄

𝑉𝑥̄ 𝑥̄
𝜐(𝑡) + 𝛾(𝑡)𝑉𝑥̄ 𝑥̄𝑥̄

2 = 0. (14)

其中⎧⎨⎩
𝑟(𝑡) := 𝑏̄(𝑡) + 𝜉(𝑡)𝜌′(𝑡)𝜎′(𝑡)(𝜎(𝑡)𝜎′(𝑡))−1𝐵̄(𝑡),

𝜐(𝑡) := 𝐵′(𝑡)(𝜎(𝑡)𝜎′(𝑡))−1𝐵̄(𝑡) > 0,

𝛾(𝑡) = 𝜉2(𝑡)(1− 𝜌′(𝑡)𝜎′(𝑡)(𝜎(𝑡)𝜎′(𝑡))−1𝜎(𝑡)𝜌(𝑡)).

(15)

猜测 (后文证明)偏微分方程 (14)解的形式为

𝑉 (𝑡, 𝑥̄) =
1

2
𝑝(𝑡)𝑥̄2 + 𝑔(𝑡)𝑥̄+ 𝑐(𝑡). (16)

其中: 𝑝(𝑡) > 0, 𝑔(𝑡)和 𝑐(𝑡)是待定函数. 代入式 (14)得

[𝑝̇(𝑡) + (2𝑟(𝑡)− 𝜐(𝑡) + 𝛾(𝑡))𝑝(𝑡)]𝑥̄2+

2[𝑔̇(𝑡) + (𝑟(𝑡)− 𝜐(𝑡))𝑔(𝑡)]𝑥̄+
[
2𝑐̇(𝑡)− 𝑔2(𝑡)

𝑝(𝑡)
𝜐(𝑡)

]
= 0.

由于 𝑥̄为任意自变量,若要以上等式恒成立则必有

𝑝̇(𝑡) + (2𝑟(𝑡)− 𝜐(𝑡) + 𝛾(𝑡))𝑝(𝑡) = 0,

𝑔̇(𝑡) + (𝑟(𝑡)− 𝜐(𝑡))𝑔(𝑡) = 0, 2𝑐̇(𝑡)− 𝑔2(𝑡)

𝑝(𝑡)
𝜐(𝑡) = 0.

注意到, 𝑉 (𝑡, 𝑥)的边界条件𝑉 (𝑇, 𝑥̄) = 𝑥̄2 + 2𝑎𝑥̄ + 𝑎2,

得到 𝑝(𝑡), 𝑔(𝑡), 𝑐(𝑡)为以下微分方程的解:

𝑝̇(𝑡) = 𝑝(𝑡)(𝜐(𝑡)− 2𝑟(𝑡)− 𝛾(𝑡)), 𝑝(𝑇 ) = 2, (17)

𝑔̇(𝑡) = 𝑔(𝑡)(𝜐(𝑡)− 𝑟(𝑡)), 𝑔(𝑇 ) = 2𝑎, (18)

𝑐̇(𝑡) =
1

2

𝑔2(𝑡)

𝑝(𝑡)
𝜌(𝑡), 𝑐(𝑇 ) = 𝑎2. (19)

求解微分方程 (17)∼ (19)得到 𝑝(𝑡), 𝑔(𝑡), 𝑐(𝑡)的表达

式为

𝑝(𝑡) = 2𝐾(𝑡), 𝑔(𝑡) = 2𝑎𝐿(𝑡), 𝑐(𝑡) = 𝑎2𝑀(𝑡). (20)

其中⎧⎨⎩
𝐾(𝑡) := e−

r 𝑇
𝑡

(𝜐(𝑠)−2𝑟(𝑠)−𝛾(𝑠))d𝑠,

𝐿(𝑡) := e−
r 𝑇
𝑡

(𝜐(𝑠)−𝑟(𝑠))d𝑠,

𝑀(𝑡) := 1− r 𝑇

𝑡
e−

r 𝑇
𝑧

(𝜐(𝑠)+𝛾(𝑠))d𝑠𝜐(𝑧)d𝑧.

(21)

从而得到最优控制问题 (10)的最优值函数为

𝑉 (𝑡, 𝑥̄) = 𝐾(𝑡)𝑥̄2 + 2𝑎𝐿(𝑡)𝑥̄+ 𝑎2𝑀(𝑡). (22)

将式 (22)代入 (13)得到最优控制问题 (10)的最优策

略为

𝜋∗(𝑡, 𝑥̄) = −
(
1 +

𝑎𝐿(𝑡)

𝐾(𝑡)𝑥̄(𝑡)

)
(𝜎(𝑡)𝜎′(𝑡))−1𝐵̄(𝑡). (23)

3 模模模型型型的的的有有有效效效投投投资资资策策策略略略及及及有有有效效效边边边界界界

由上述分析可知, 当 𝑡 = 0时, 得到最优控制问

题 (9)的最优值函数为

𝑉 (0, 𝑥0) = 𝐾(0)𝑥̄2
0 + 2𝑎𝐿(0)𝑥̄0 + 𝑎2𝑀(0).

最优控制问题 (8)的最优值函数为

𝐺(𝑥̄0, 𝑎) := 𝑉 (0, 𝑥̄0)− (𝑎+ 𝑢)2 =

(𝑀(0)− 1)𝑎2 + 2(𝐿(0)𝑥̄0 − 𝑢)𝑎+ (𝐾(0)𝑥̄2
0 − 𝑢2),

其中 𝑎 = 𝜆− 𝑢. 由Lagrange对偶定理[18]可知,最优控

制问题 (7)的最优值即最小方差可由如下最优化问题

得到:

Var[𝑥̄(𝑇 )] = max
𝑎

𝐺(𝑥̄0, 𝑎). (24)

为了表明以上最优化问题的解存在,给出如下 3

个引理.

引引引理理理 1 对于任意 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],有 𝜌(𝑡)′𝜌(𝑡) ⩽ 1.

证证证明明明 由于𝐸[d𝑊 (𝑡)d𝑊𝐼(𝑡)] = 𝜌(𝑡)d𝑡,令
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𝑊̄ =
d𝑊 (𝑡)√

d𝑡
, 𝑊̄𝐼 =

d𝑊𝐼(𝑡)√
d𝑡

,

则有𝐸[𝑊̄𝑊̄𝐼 ] = 𝜌(𝑡). 又由标准布朗运动可知𝐸[𝑊̄ 2
𝐼 ]

= 1, 𝐸[𝑊̄𝑊̄ ′] = 𝐼𝑚,其中 𝐼𝑚为𝑚阶单位矩阵. 将 𝑊̄𝐼

分解为 𝑊̄𝐼 = (𝑊̄𝐼 − 𝜌′(𝑡)𝑊̄ ) + 𝜌′(𝑡)𝑊̄ ,则有

1 =

𝐸[𝑊̄ 2
𝐼 ] = 𝐸[((𝑊̄𝐼 − 𝜌′(𝑡)𝑊̄ ) + 𝜌′(𝑡)𝑊̄ )2] =

𝐸[(𝑊̄𝐼 − 𝜌′(𝑡)𝑊̄ )2] + 𝐸[𝜌′(𝑡)𝑊̄𝑊̄ ′𝜌(𝑡)]+

2𝐸[(𝑊̄𝐼 − 𝜌′(𝑡)𝑊̄ )𝑊̄ ′𝜌(𝑡)] =

𝐸[(𝑊̄𝐼 − 𝜌′(𝑡)𝑊̄ )2] + 𝜌′(𝑡)𝐸[𝑊̄𝑊̄ ′]𝜌(𝑡)+

2𝐸[𝑊̄𝐼𝑊̄
′]𝜌(𝑡)− 2𝜌′(𝑡)𝐸[𝑊̄𝑊̄ ′]𝜌(𝑡) =

𝐸[(𝑊̄𝐼 − 𝜌′(𝑡)𝑊̄ )2] + 𝜌′(𝑡)𝜌(𝑡).

因为𝐸[(𝑊̄𝐼 − 𝜌′(𝑡)𝑊̄ )2] ⩾ 0,所以 𝜌′(𝑡)𝜌(𝑡) ⩽ 1. 2
引引引理理理 2 对于任意 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],有: 1) 𝛾(𝑡) ⩾ 0; 2)

当 𝜉(𝑡) = 0,或 𝜌(𝑡)′𝜌(𝑡) = 1且𝜎(𝑡)可逆时, 𝛾(𝑡) = 0.

证证证明明明 1)由引理 1可知 𝜌(𝑡)′𝜌(𝑡) ⩽ 1,从而有

𝛾(𝑡) =

𝜉2(𝑡)(1− 𝜌′(𝑡)𝜎′(𝑡)(𝜎(𝑡)𝜎′(𝑡))−1𝜎(𝑡)𝜌(𝑡)) ⩾

𝜉2(𝑡)(𝜌′(𝑡)𝜌(𝑡)− 𝜌′(𝑡)𝜎′(𝑡)(𝜎(𝑡)𝜎′(𝑡))−1𝜎(𝑡)𝜌(𝑡)) =

𝜉2(𝑡)𝜌′(𝑡)𝐻(𝑡)𝜌(𝑡),

其中𝐻(𝑡) = 𝐼𝑚 − 𝜎′(𝑡) (𝜎(𝑡)𝜎′(𝑡))−1
𝜎(𝑡). 容易证明

𝐻(𝑡) = 𝐻 ′(𝑡), 𝐻2(𝑡) = 𝐻(𝑡),从而有

𝛾(𝑡) ⩾ 𝜉2(𝑡)𝜌′(𝑡)𝐻(𝑡)𝜌(𝑡) = 𝜉2(𝑡)𝜌′(𝑡)𝐻2(𝑡)𝜌(𝑡) =

𝜉(𝑡)𝜌′(𝑡)𝐻(𝑡)(𝜉(𝑡)𝜌′(𝑡)𝐻(𝑡))′ ⩾ 0.

2)由 𝛾(𝑡)的表达式可知,当 𝜉(𝑡) = 0,或 𝜌(𝑡)′𝜌(𝑡)

= 1且𝜎(𝑡)可逆时, 𝛾(𝑡) = 0. 2
引引引理理理 3 对于任意 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ), 有: 1) 0 < 𝐿2(𝑡)/

𝐾(𝑡) ⩽ 𝑀(𝑡) < 1; 2)当且仅当 𝛾(𝑡) ≡ 0时, 𝐿2(𝑡)/

𝐾(𝑡) = 𝑀(𝑡).

证证证明明明 1)由引理 2可知,对于任意 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ), 𝛾(𝑡)

⩾ 0, 又因为 𝜐(𝑡) = 𝐵′(𝑡)(𝜎(𝑡)𝜎′(𝑡))−1𝐵̄(𝑡) > 0, 从而

有

𝑀(𝑡) = 1−
w 𝑇

𝑡
e−

r 𝑇
𝑧

(𝜐(𝑠)+𝛾(𝑠))d𝑠𝜐(𝑧)d𝑧 < 1.

另一方面,由于 𝛾(𝑡) ⩾ 0,有

𝑀(𝑡) ⩾ 1−
w 𝑇

𝑡
e−

r 𝑇
𝑧

(𝜐(𝑠)+𝛾(𝑠))d𝑠(𝜐(𝑧) + 𝛾(𝑧))d𝑧 =

e−
r 𝑇
𝑡

(𝜐(𝑠)+𝛾(𝑠))d𝑠 =
𝐿2(𝑡)

𝐾(𝑡)
> 0.

2)由于 𝛾(𝑡) ⩾ 0,容易证明当且仅当 𝛾(𝑡) ≡ 0时,

𝐿2(𝑡)/𝐾(𝑡) = 𝑀(𝑡). 2
引理 3表明, 0 < 𝑀(0) < 1, 最优化问题 (24)的

最优解是存在的,关于 𝑎求一阶条件得到最优解为

𝑎∗ =
𝐿(0)𝑥0 − 𝑢

1−𝑀(0)
, (25)

代入式 (23),得到最优控制问题 (7)的最优策略,即有

效投资策略为

𝜋∗(𝑡, 𝑥̄) =

−
(
1 +

(𝐿(0)𝑥̄0 − 𝑢)𝐿(𝑡)

(1−𝑀(0))𝐾(𝑡)𝑥̄(𝑡)

)
(𝜎(𝑡)𝜎′(𝑡))−1𝐵̄(𝑡).

(26)

将式 (25)代入 (24)得到最优控制问题 (7)的最优值,

即最小方差为

Var[𝑥̄(𝑇 )] =

𝑀(0)

1−𝑀(0)

(
𝑢− 𝐿(0)𝑥̄0

𝑀(0)

)2

+
𝐾(0)𝑀(0)− 𝐿2(0)

𝑀(0)
𝑥̄2
0.

(27)

由引理 2可知, 𝑀(0)/(1−𝑀(0)) > 0, 当投资者设定

真实终端财富的期望为𝑢𝜎min := 𝐿(0)𝑥̄0/𝑀(0)时,可

得所有可行投资策略中的全局最小方差为

Varmin[𝑥̄(𝑇 )] =
𝐾(0)𝑀(0)− 𝐿2(0)

𝑀(0)
𝑥̄2
0. (28)

由引理 2可知, (𝐾(0)𝑀(0)− 𝐿2(0))/𝑀(0) ⩾ 0, 从而

全局最小差Varmin[𝑥̄(𝑇 )] ⩾ 0. 显然投资者不会设定

真实终端财富的期望小于𝑢𝜎min来选择投资策略,所

以以下定理成立.

定定定理理理 1 考虑通货膨胀因素, 连续时间均值-

方差投资组合选择模型相对于真实终端财富期望

𝐸[𝑥̄(𝑇 )] = 𝑢的有效投资策略由式 (26)给出, 有效边

界由式 (27)给出,其中𝑢 ⩾ 𝑢𝜎min .

令𝜎𝑥̄(𝑇 ) =
√

Var[𝑥̄(𝑇 )]表示真实终端财富的标

准差,若 (𝐾(0)𝑀(0)− 𝐿2(0))/𝑀(0) > 0,则有效边界

可进一步表示为

𝜎2
𝑥̄(𝑇 )

𝑎2
− (𝑢− 𝑢𝜎min)

2

𝑏2
= 1, 𝑢 ⩾ 𝑢𝜎min .

其中

𝑎 =

√
𝐾(0)𝑀(0)− 𝐿2(0)𝑥̄2

0

𝑀(0)
,

𝑏 =

√
[𝐾(0)𝑀(0)− 𝐿2(0)𝑥̄2

0](1−𝑀(0))

𝑀2(0)
.

此时有效边界为标准差-均值坐标平面上双曲线的右

上支, 不再是一条直线,这与不考虑通货膨胀因素是

不同的[3].

定定定理理理 2 当且仅当 𝛾(𝑡) ≡ 0时,全局最小方差都

为零,此时连续时间均值-方差模型的有效边界为

𝐸[𝑥̄(𝑇 )] = 𝑥̄0e
r 𝑇
0

𝑟(𝑠)d𝑠 +

√
1− e−

r 𝑇
0

𝜐(𝑠)d𝑠

e−
r 𝑇
0

𝜐(𝑠)d𝑠
𝜎𝑥̄(𝑇 ),

(29)

即仍为标准差-均值坐标平面的一条直线.

证证证明明明 由引理 3及其证明可知,当且仅当对于任

意 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ), 𝛾(𝑡) = 0时, 有𝐿2(0)/𝐾(0) = 𝑀(0), 此

时有
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𝐾(0) = e−
r 𝑇
0

(𝜐(𝑠)−2𝑟(𝑠))d𝑠,

𝐿(0) = e−
r 𝑇
𝑡

(𝜐(𝑠)−𝑟(𝑠))d𝑠, 𝑀(0) = e−
r 𝑇
0

𝜐(𝑠)d𝑠.

代入式 (28)可得全局最小方差均为零, 代入式

(27)可得 (29). 2
注注注 3 当 𝜉(𝑡) = 0, 𝐼(𝑡) = 0时, 有 𝑟(𝑡) = 𝑟(𝑡),

𝜐(𝑡) = 𝐵′(𝑡) (𝜎(𝑡)𝜎′(𝑡))−1
𝐵(𝑡), 𝛾(𝑡) = 0,此时有效边

界 (29)与文献 [3]的结果是完全一致的.

注 3中, 𝛾(𝑡)和 𝑟(𝑡)的经济含义如下: 由定理 2可

知,当 𝛾(𝑡) ≡ 0时,全局最小方差为零,此时,由式 (29)

可以构造出无风险真实财富过程 𝑥̄(𝑇 ) = 𝑥̄0e
r 𝑇
0

𝑟(𝑠)d𝑠,

𝑟(𝑡)即为相应收益率; 当 𝛾(𝑡) > 0时, 全局最小方差

严格大于零,此时不能构造出无风险财富过程. 所以,

𝛾(𝑡)可理解为全局最小方差对应真实财富过程的波

动率, 𝑟(𝑡)可理解为等效真实无风险利率.

推推推论论论 1 当 𝜉(𝑡) ≡ 0, 或 𝜌(𝑡)
′
𝜌(𝑡) ≡ 1且对于任

意 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ), 𝜎(𝑡)可逆时,全局最小方差均为零,此时

连续时间均值-方差模型的有效边界为直线,由式 (29)

给出.

推论 1的经济解释如下: 1)当 𝜉(𝑡) = 0时, 由式

(3)可知,物价水平过程并没有受随机因素影响,是一

个确定的过程, 完全可以被投资者预测到, 所以能够

构造出无风险真实财富过程, 即全局最小方差为 0;

2)当 𝜌(𝑡)′𝜌(𝑡) = 1且𝜎(𝑡)可逆时, 物价水平的随机因

素𝑊𝐼(𝑡)完全可由市场风险资产的随机因素𝑊 (𝑡)所

解释, 而且市场是完备的, 物价水平的随机因素可通

过市场上的资产组合来完全对冲,所以, 此时也可以

构造出无风险真实财富过程,全局最小方差也为 0.

4 实实实证证证分分分析析析

选取中国深沪证券交易所上市的 5支股票:

靖远煤电 (000552)、泰山石油 (000554)、平庄能源

(000780)、江钻股份 (000852)、西山煤电 (000983). 分

析从 2010年 5月 4日至 2011年 6月 1日所有交易日

的原始数据, 得到𝑇 = 262个日毛收益率样本数据

{𝑅1, 𝑅2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑅𝑇 }.另外,本文采用的是连续时间模型,

需要对原始数据作取对数变换.根据数据计算出 5支

股票年化 (即以年为单位时间, 将计算结果扩大 365

倍)漂移 (期望)向量和波动 (协方差)矩阵分别为

𝑏(𝑡) = (0.225 9, 0.337 6, 0.380 0, 0.260 0, 0.028 0)′,

𝜎(𝑡)𝜎′(𝑡) =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0.261 1 0.092 3 0.189 2 0.136 4 0.188 6

0.092 3 0.217 4 0.086 3 0.108 6 0.091 4

0.189 2 0.086 3 0.222 1 0.117 9 0.177 9

0.136 4 0.108 6 0.117 9 0.275 6 0.109 7

0.188 6 0.091 4 0.177 9 0.109 7 0.239 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

需要说明的是,根据式 (2)和随机分析理论, 5支

股票收益率 (取对数后)的协方差矩阵等于𝜎(𝑡)𝜎′(𝑡),

并不等于𝜎(𝑡). 根据矩阵的Cholesky分解可得

𝜎(𝑡) =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0.511 0 0 0 0 0

0.180 5 0.429 9 0 0 0

0.370 3 0.045 2 0.288 0 0 0

0.267 0 0.140 5 0.044 1 0.427 4 0

0.369 2 0.057 6 0.134 2 −0.006 6 0.285 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

取我国当前一年期银行存款利率为无风险年利率,

即 𝑟(𝑡) = 3.5% = 0.035. 从凤凰网“财经”栏搜集 2010

年 5月 4日至 2011年 6月 1日我国的物价指数数据

(取对数),并结合以上股票数据,估计出关于通货膨胀

的相关年化参数值为

𝐼(𝑡) = 0.043 9, 𝜉(𝑡) = 0.506 0,

𝜌(𝑡) = (0.245 8, 0.090 8, 0.290 0,−0.107 7,−0.673 5)′.

将数据代入式 (26)和 (27),得有效投资策略为

𝜋∗(𝑡, 𝑥̄) =

( (𝑢− e−0.837 6𝑇 𝑥̄0)e
−0.147 8(𝑇−𝑡)

0.900 7(1− e−0.985 4𝑇 )𝑥̄(𝑡)
− 1

)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−0.432 7

1.094 5

2.588 3

0.208 4

−2.007 9

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

有效边界为

Var[𝑥̄(𝑇 )] =
0.110 2 + e−0.985 4𝑇

1− e−0.985 4𝑇
×(

𝑢− e−0.837 6𝑇 𝑥̄0

0.099 3 + 0.900 7e−0.985 4𝑇

)2

+

e−0.689 8𝑇 − e−1.675 2𝑇

1 + 9.074 3e−0.985 4𝑇
𝑥̄2
0.

若设初始物价水平和初始财富都为 1,即初始真实财

富 𝑥̄0 = 1, 𝑇 = 3,则此时有效投资策略为

𝜋∗(𝑡, 𝑥̄) =

( (0.751 6𝑢− 0.060 9)e0.167 3𝑇

𝑥̄(𝑡)
− 1

)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−0.432 7

1.094 5

2.588 3

0.208 4

−2.007 9

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

有效边界为

Var[𝑥(3)] = 0.079 4(𝐸[𝑥(3)]− 0.737 4)2 + 0.049 6.

显然, 此时全局最小方差 0.049 6 > 0, 且对应的期望

真实财富 0.737 4 < 𝑥̄0 = 1. 表明在高通胀时期,太保

守的投资策略 (如银行存款)会导致真实财富变小 (贬

值). 这与直观理解也是一致的, 原因是期望通货膨

率 𝐼(𝑡) = 0.043 9大于无风险年利率 𝑟(𝑡) = 0.035.
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令𝜎𝑥̄(𝑇 ) =
√

Var[𝑥̄(𝑇 )],有效边界可表示为
𝜎2
𝑥̄(3)

0.049 6
− (𝑢− 0.737 4)2

0.624 6
= 1,

此时有效边界为标准差-均值坐标平面上的双曲线.

注注注 4 本算例的数据和计算结果均取 4位有效

数字,所有的计算均在Matlab上完成.

5 结结结 论论论

在考虑通货膨胀因素下,本文研究了连续时间均

值-方差投资组合选择问题. 利用Lagrange乘子技术

和动态规划方法得到了有效投资策略及均值-方差有

效边界的解析表达式. 研究结论表明,与文献 [3]不考

虑通货膨胀情形不同,此时有效边界一般不再是标准

差-均值平面上的直线,而是双曲线的一支,并且给出

了有效边界是直线的充要条件.最后, 用一个实证分

析表明了本文的结论.
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