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摘 要: 针对准则权重信息不完全确定的模糊数直觉模糊多准则决策问题,采用模糊结构元方法进行处理. 基于模

糊数直觉模糊集的模糊结构元表示、模糊数比较和排序的模糊结构元方法以及直觉模糊数的记分函数和距离测度,

定义了模糊数直觉模糊数的记分函数和距离测度,进而提出两种准则权重信息不完全确定而准则值为模糊数直觉模

糊数的多准则决策方法:记分函数法和逼近理想解排序 (TOPSIS)法. 实例分析表明了这两种方法的可行性和有效性.
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Abstract: A fuzzy structured element method is applied to deal with fuzzy number intuitionistic fuzzy multi-criteria decision

making problems with incomplete certain information on criteria’s weights. Based on the representation of fuzzy structured

element of fuzzy number intuitionistic fuzzy set, the method of fuzzy structured element of fuzzy numbers’ comparison

and sequencing, and the score function and distance measure of intuitionistic fuzzy numbers, the score function and

distance measure of fuzzy number intuitionistic fuzzy numbers are defined. Furthermore, two multi-criteria decision making

approaches are proposed, such as the score function method, and the technique for order preference by similarity to ideal

solution(TOPSIS) method, in which the criteria values are fuzzy number intuitionistic fuzzy numbers, and the criteria weight

information is incompletely certain. Finally, an example is given to show the feasibility and effectiveness of the proposed

methods.
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1 引引引 言言言

1986年, Atanassov[1]将模糊集[2]进行扩展, 提出

了直觉模糊集的概念. 1993年, Gau等[3]提出了Vague

集的概念, 之后文献 [4]指出Vague集即为直觉模糊

集. 直觉模糊集同时考虑了隶属度、非隶属度和犹豫

度 3个方面的信息,能够更加细腻地刻画客观世界的

模糊性和不确定性, 在处理不确定性方面比传统模

糊集更具有灵活性和实用性, 因而引起众多学者的

关注, 已被广泛应用于决策分析、人工智能、模式识

别和智能信息处理等领域[5-7]. 文献 [8]用区间数表示

隶属度和非隶属度,将直觉模糊集扩展至区间直觉模

糊集.文献 [9]用三角模糊数表示隶属度和非隶属度,

将直觉模糊集进一步扩展至模糊数直觉模糊集. 文

献 [10-11]给出了几种模糊数直觉模糊信息集成算子,

并提出了准则值为模糊数直觉模糊数的群决策方法.

文献 [12]提出了模糊结构元的概念, 并且给出

了模糊数的结构元表示方法. 文献 [13]得到了有界

实模糊数与 [−1, 1]上同序单调有界函数类同胚的

性质, 这表明对有界实模糊数的研究可以转化为

对 [−1, 1]上的同序单调有界函数的研究.文献 [14]考
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虑到文献 [9]中用三角模糊数表示隶属度和非隶属度

的局限性,用模糊结构元方法将直觉模糊集扩展至一

般模糊数直觉模糊集,即用一般模糊数表示隶属度和

非隶属度,所定义的模糊数直觉模糊集的概念更加具

有普遍性和应用性 (文献 [14]中称一般模糊数直觉模

糊集为模糊数直觉模糊集, 以后本文中均这样处理,

并将文献 [9]中的模糊数直觉模糊集作为其特例, 称

为三角模糊数直觉模糊集). 文献 [15]给出了基于模

糊结构元的模糊数直觉模糊集的相关运算和性质. 虽

然模糊结构元理论为模糊数直觉模糊多准则决策问

题的研究提供了新的思路和方法,但尚未见到相关文

献报道. 本文针对准则权重信息不完全确定而准则值

为模糊数直觉模糊数的多准则决策问题,利用模糊结

构元方法进行处理. 基于模糊数直觉模糊集的模糊结

构元表示、模糊数比较的元序以及直觉模糊数的记分

函数和距离测度定义了模糊数直觉模糊数的记分函

数和距离测度.基于该记分函数和距离测度提出了两

种准则权重信息不完全确定的模糊数直觉模糊多准

则决策方法: 记分函数法和TOPSIS法. 最后进行了

实例分析,表明了两种方法的有效性.

2 模模模糊糊糊结结结构构构元元元与与与模模模糊糊糊数数数直直直觉觉觉模模模糊糊糊集集集

定定定义义义 1[12] 设𝐸为实数域𝑅上的模糊集,隶属函

数记为𝐸(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅.如果𝐸(𝑥)满足如下性质: 1) 𝐸(0)

= 1; 2)在 [−1, 0)上𝐸(𝑥)是单增右连续函数,在 (0, 1]

上是单减左连续函数; 3) 在 (−∞,−1)或 (1,+∞)上,

𝐸(𝑥) = 0. 则称𝐸为𝑅上的模糊结构元.

定定定义义义 2[12] 设𝐸为𝑅上的模糊结构元,具有隶属

函数𝐸(𝑥),如果𝐸(𝑥)满足: 1) ∀𝑥 ∈ (−1, 1), 𝐸(𝑥) > 0;

2) 𝐸(𝑥)连续, 且在 [−1, 0)上严格单调递增, 在 (0, 1]

上严格单调递减. 则称𝐸为正则模糊结构元. 如果

𝐸(𝑥)满足𝐸(−𝑥) = 𝐸(𝑥),则称𝐸为对称模糊结构元.

定定定理理理 1[12] 设𝐸为𝑅上的任意模糊结构元, 具

有隶属函数𝐸(𝑥),又设 𝑓(𝑥)在 [−1, 1]上单调有界,则

𝑓(𝐸)是𝑅上的有界闭模糊数,且 𝑓(𝐸)的隶属函数为

𝐸(𝑓−1(𝑥)), 这里 𝑓−1(𝑥)是 𝑓(𝑥)关于变量𝑥和 𝑦的轮

换对称函数 (若 𝑓(𝑥)是连续严格单调的,则 𝑓−1(𝑥)是

𝑓(𝑥)的反函数).

定定定理理理 2[12] 对于给定的正则模糊结构元𝐸和任

意的有界闭模糊数𝐴,总存在一个 [−1, 1]上的单调有

界函数 𝑓(𝑥),使得𝐴 = 𝑓(𝐸),并称模糊数𝐴是由模糊

结构元𝐸生成的.

例如,对于三角模糊数𝐴 = (𝑎, 𝑏, 𝑐),其隶属函数

𝜇𝐴(𝑥) =

⎧⎨⎩
(𝑥− 𝑎)/(𝑏− 𝑎), 𝑎 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑏;

(𝑥− 𝑐)/(𝑏− 𝑐), 𝑏 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑐;

0, otherwise.

对于三角模糊结构元𝐸,其隶属函数为

𝐸(𝑥) =

⎧⎨⎩
1 + 𝑥, − 1 ⩽ 𝑥 ⩽ 0;

1− 𝑥, 0 < 𝑥 ⩽ 1;

0, otherwise.

(1)

以及在 [−1, 1]上单调的有界函数

𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩ (𝑏− 𝑎)𝑥+ 𝑏, − 1 ⩽ 𝑥 ⩽ 0;

(𝑐− 𝑏)𝑥+ 𝑏, 0 < 𝑥 ⩽ 1.
(2)

则模糊数𝐴可用模糊结构元𝐸表示为𝐴 = 𝑓(𝐸).

定定定义义义 3[14] 设论域𝑌 是一个非空有限集合,称

𝐴 = {(𝑦, ⟨𝑀̃(𝑦), 𝑁̃(𝑦)⟩)∣𝑦 ∈ 𝑌 } (3)

为𝑌 上的一个模糊数直觉模糊集,其中 𝑀̃(𝑦)和 𝑁̃(𝑦)

为 [0, 1]上的两个一般模糊数 (其隶属函数分别为

𝜇𝑀̃(𝑦)(𝑥)和𝜇𝑁̃(𝑦)(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 1]), 𝑀̃(𝑦)表示𝑌 中元素

𝑦属于𝐴的程度, 𝑁̃(𝑦)表示𝑌 中元素 𝑦不属于𝐴的

程度,且满足条件 0 ⩽ sup 𝑀̃(𝑦) + sup 𝑁̃(𝑦) ⩽ 1, ∀𝑦 ∈
𝑌 . 当 𝑀̃(𝑦)和 𝑁̃(𝑦)为 [0, 1]上的两个实数时,模糊数

直觉模糊集退化为直觉模糊集[1].

取正则模糊结构元𝐸, 则模糊数直觉模糊集

(3)可用模糊结构元表示为

𝐴 = {(𝑦, ⟨𝑓𝑦(𝐸), 𝑔𝑦(𝐸)⟩) ∣𝑦 ∈ 𝑌 } . (4)

其中: 𝑀̃(𝑦) = 𝑓𝑦(𝐸), 𝑁̃(𝑦) = 𝑔𝑦(𝐸), 𝑓𝑦(𝑥)和 𝑔𝑦(𝑥)均

为 [−1, 1]到 [0, 1]上的同序单调函数. 由模糊数直觉

模糊集的定义可知, 模糊数 𝑓𝑦(𝐸)和 𝑔𝑦(𝐸)均为正模

糊数.

参照直觉模糊数和区间直觉模糊数[7]的定义,

称 𝛽 = ⟨𝑀̃𝛽 , 𝑁̃𝛽⟩为模糊数直觉模糊数,用模糊结构元

表示为 𝛽 = ⟨𝑓𝛽(𝐸), 𝑔𝛽(𝐸)⟩, 并设Ω为所有这种模糊

数直觉模糊数组成的集合.

3 模模模糊糊糊数数数直直直觉觉觉模模模糊糊糊数数数的的的记记记分分分函函函数数数和和和距距距离离离

测测测度度度

为了对直觉模糊数进行比较和排序,文献 [16]定

义了一个记分函数来表示决策方案满足决策者要求

的程度, 文献 [17]分析了记分函数的不足之后, 追加

精确函数以表示直觉模糊数所反映出的隶属情况的

精确度.

定定定义义义 4 [16-17] 设 𝛼̃ = (𝜇𝛼̃, 𝜈𝛼̃)为直觉模糊数, 则

其记分函数 𝑠(𝛼̃)和精确函数ℎ(𝛼̃)分别为

𝑠(𝛼̃) = 𝜇𝛼̃ − 𝜈𝛼̃, (5)

ℎ(𝛼̃) = 𝜇𝛼̃ + 𝜈𝛼̃. (6)

由定义 4可知,直觉模糊数 𝛼̃的记分值 𝑠(𝛼̃)和精

确度ℎ(𝛼̃)均与 𝛼̃的隶属度𝜇𝛼̃和非隶属度 𝜈𝛼̃直接相

关. 𝜇𝛼̃和 𝜈𝛼̃的差值越大, 𝑠(𝛼̃)越大,从而直觉模糊数

𝛼̃越大.若 𝑠(𝛼̃)=1,则 𝛼̃取最大值 (1, 0);若 𝑠(𝛼̃)=−1,
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则 𝛼̃取最小值 (0, 1). 同时, 𝜇𝛼̃与 𝜈𝛼̃的和值越大, ℎ(𝛼̃)

越大, 直觉模糊数 𝛼̃的精确度越高. 进一步, 由文献

[17]可知,记分函数和精确函数类似于统计学中的均

值和方差, 因此, 基于均值-方差准则 (即先按均值收

益选取方案,若均值收益相同则选取方差最小方案),

文献 [18]定义了直觉模糊数的一种比较与排序方法,

即先根据记分值对直觉模糊数进行比较和排序,记分

值越大,直觉模糊数越大;在直觉模糊数的记分值相

等的情况下,再利用精确度对直觉模糊数进行比较和

排序,精确度越高,相应的直觉模糊数越大.

文献 [10-11,19]将这两个函数进行拓展,分别定

义了区间直觉模糊数和三角模糊数直觉模糊数的记

分函数和精确函数,以便对它们进行比较和排序.

文献 [20]利用模糊数的结构元加权序,对模糊数

进行比较和排序.

定定定义义义 5[20] 设𝐴1和𝐴2为任意两个有界闭模糊

数,其模糊结构元表达形式分别为𝐴1 = 𝑓1(𝐸), 𝐴2 =

𝑓2(𝐸), 其中𝐸为某个给定的正则模糊结构元, 𝑓1(𝑥)

和 𝑓2(𝑥)均为 [−1, 1]上的同序单调有界函数, 则称由

下式:

𝐴1 ⩽ 𝐴2 ⇔
𝑑𝐸(𝐴1, 𝐴2) =

w 1

−1
𝐸(𝑥) [𝑓1(𝑥)− 𝑓2(𝑥)]d𝑥 ⩽ 0 (7)

确定的关系“ ⩽ ”为模糊数的结构元加权序.

文献 [21]则指出:结构元加权序为全序,解决了

遍历性的困扰问题,使模糊数的比较与排序非常简便;

不足的是,其比较的结果有时不符合理性人的决策准

则 (即均值-方差准则).为克服此不足, 文献 [21]定义

了模糊数的元序,以便更好地对模糊数进行比较和排

序.

定定定义义义 6[21] 设𝐴1和𝐴2为任意两个有界闭模糊

数,其模糊结构元表达形式分别为𝐴1 = 𝑓1(𝐸), 𝐴2 =

𝑓2(𝐸), 其中𝐸为某个给定的正则模糊结构元, 𝑓1(𝑥)

和 𝑓2(𝑥)均为 [−1, 1]上的同序单调有界函数, 则称由

下式:

𝐴1 ⩽ 𝐴2 ⇔
𝑑𝐸(𝐴1, 𝐴2) =

w 1

−1
(1− 𝑥) [𝑓1(𝑥)− 𝑓2(𝑥)]d𝑥 ⩽ 0 (8)

确定的关系“ ⩽ ”为模糊数的元序.

基于以上分析,本文将模糊数的元序和直觉模糊

数的记分函数、精确函数进行整合拓展,定义基于模

糊结构元的模糊数直觉模糊数的记分函数,以便对模

糊数直觉模糊数进行比较和排序.

定定定义义义 7 设 𝛽 = ⟨𝑓𝛽(𝐸), 𝑔𝛽(𝐸)⟩为任意的模糊
数直觉模糊数,则称

𝑠(𝛽) =
1

2

w 1

−1
(1− 𝑥)[𝑓𝛽(𝑥)− 𝑔𝛽(𝑥)]d𝑥 (9)

为 𝛽的记分函数. 显然, 𝑠(𝛽)越大, 𝛽越大.

进一步,基于模糊数的元序和文献 [22]给出的直

觉模糊集之间的距离公式,定义基于模糊结构元的模

糊数直觉模糊数之间的两种距离测度.

定定定义义义 8 设𝛽1和 𝛽2为两个模糊数直觉模糊数,

𝑑是一个映射,即 𝑑 : Ω × Ω → 𝑅. 如果 𝑑(𝛽1, 𝛽2)满足:

1) 𝑑(𝛽1, 𝛽2) ⩾ 0; 2) 𝑑(𝛽1, 𝛽2) = 0 ⇔ 𝛽1 = 𝛽2; 3) 𝑑(𝛽1,

𝛽2) = 𝑑(𝛽2, 𝛽1); 4) 若𝛽3是任一模糊数直觉模

糊数, 有 𝑑(𝛽1, 𝛽3) ⩽ 𝑑(𝛽1, 𝛽2) + 𝑑(𝛽2, 𝛽3), 则 𝑑(𝛽1,

𝛽2)为模糊数直觉模糊数 𝛽1和 𝛽2之间的距离.

定定定义义义 9 设𝛽1=⟨𝑓𝛽1
(𝐸), 𝑔𝛽1

(𝐸)⟩, 𝛽2=⟨𝑓𝛽2
(𝐸),

𝑔𝛽2
(𝐸)⟩为任意的两个模糊数直觉模糊数,则:

1) 𝛽1和 𝛽2的Hamming距离为

𝑑(𝛽1, 𝛽2) =
1

2

w 1

−1
(1− 𝑥)(∣𝑓𝛽1

(𝑥)− 𝑓𝛽2
(𝑥)∣+

∣𝑔𝛽1
(𝑥)− 𝑔𝛽2

(𝑥)∣)d𝑥; (10)

2) 𝛽1和 𝛽2的Euclidean距离为

𝑑(𝛽1, 𝛽2) =
1

2

w 1

−1
(1− 𝑥)((𝑓𝛽1

(𝑥)− 𝑓𝛽2
(𝑥))

2
+

(𝑔𝛽1
(𝑥)− 𝑔𝛽2

(𝑥))
2
)1/2d𝑥. (11)

容易证明, 上述Hamming距离和Euclidean距离

均满足定义 8中的 4个条件.

4 信信信息息息不不不完完完全全全的的的模模模糊糊糊数数数直直直觉觉觉模模模糊糊糊多多多准准准则则则决决决

策策策方方方法法法

4.1 问问问题题题描描描述述述

对于某个模糊多准则决策问题,设𝐴 = {𝐴1, 𝐴2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑚}为方案集, 𝐼 = {𝐼1, 𝐼2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐼𝑛}为准则集.设

决策者用模糊数直觉模糊数 𝛽𝑖𝑗 = ⟨𝑀̃𝑖𝑗 , 𝑁̃𝑖𝑗⟩表示决
策方案𝐴𝑖 ∈ 𝐴 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)在准则 𝐼𝑗 ∈ 𝐼 (𝑗 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)下的准则值信息, 得到决策矩阵𝑅 =

(𝛽𝑖𝑗)𝑚×𝑛,其中 𝑀̃𝑖𝑗和 𝑁̃𝑖𝑗均为 [0,1]上的一般模糊数,

𝑀̃𝑖𝑗表示方案𝐴𝑖满足准则 𝐼𝑗的程度, 𝑁̃𝑖𝑗表示方案𝐴𝑖

不满足准则 𝐼𝑗的程度,且满足 0 ⩽ sup 𝑀̃𝑖𝑗 + sup 𝑁̃𝑖𝑗

⩽ 1. 试确定方案的排序并择优.

4.2 准准准则则则权权权重重重的的的不不不完完完全全全确确确定定定信信信息息息

在实际的多准则决策中,决策者很难准确给出准

则权重的确定值,或不能对准则间的重要性程度进行

两两比较, 进而不能由AHP和ANP等方法确定准则

权重. 但是通常能以不完全确定信息的形式给出准则

权重之间的关系,如某一准则的权重在某一区间内变

化,一个准则比另一个准则更重要,等等. 不完全确定

形式的权重信息 (线性不等式)一般分成如下 5类[23]:

{𝑤𝑟 ⩾ 𝑤𝑘}; (12)

{𝑤𝑟 − 𝑤𝑘 ⩾ 𝜉𝑟}, 0 ⩽ 𝜉𝑟 ⩽ 1; (13)

{𝑤𝑟 − 𝑤𝑘 ⩾ 𝑤𝑡 − 𝑤𝑙}, 𝑘 ∕= 𝑡 ∕= 𝑙; (14)
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{𝑤𝑟 ⩾ 𝜉𝑟𝑤𝑘}, 0 ⩽ 𝜉𝑟 ⩽ 1; (15)

{𝜉𝑟 ⩽ 𝑤𝑟 ⩽ 𝜉𝑟 + 𝜀𝑟}, 0 ⩽ 𝜉𝑟 < 𝜉𝑟 + 𝜀𝑟 ⩽ 1. (16)

已知的部分权重信息可为上述 5种情形中任意一种

或多种的组合.文献 [24]则将其分为如下 3类:

{𝑤 : 𝑍𝑤 ⩾ 𝑧, 𝑤 > 0, 𝑧 ⩾ 0}, (17)

{𝑤 : 𝑍𝑤 ⩽ 𝑧, 𝑤 > 0, 𝑧 ⩾ 0}, (18)

{𝑤 : 𝑍𝑤 = 𝑧, 𝑤 > 0, 𝑧 ⩾ 0}. (19)

其中: 𝑤 = (𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑛)
T, 𝑍是 1× 𝑛矩阵. 式 (12)

∼ (16)为线性不等式形式, 它包含在式 (17)和 (18)所

表示的类中. 设Θ表示决策者给出的准则权重的不完

全确定信息的集合.

4.3 决决决策策策方方方法法法的的的具具具体体体步步步骤骤骤

基于模糊结构元理论,以下给出两种准则权重信

息不完全确定的模糊数直觉模糊多准则决策方法,即

记分函数法和TOPSIS法.

4.3.1 记记记分分分函函函数数数法法法

Step 1 取正则模糊结构元𝐸,将𝛽𝑖𝑗=⟨𝑀̃𝑖𝑗 , 𝑁̃𝑖𝑗⟩
用模糊结构元表示为 𝛽𝑖𝑗 = ⟨𝑓𝑖𝑗(𝐸), 𝑔𝑖𝑗(𝐸)⟩, 其中
𝑓𝑖𝑗(𝑥)和 𝑔𝑖𝑗(𝑥)均为 [−1, 1]到 [0, 1]上的同序单调函

数,满足 𝑀̃𝑖𝑗 = 𝑓𝑖𝑗(𝐸), 𝑁̃𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝑗(𝐸).

Step 2 利用式 (9)构造𝑅 = (𝛽𝑖𝑗)𝑚×𝑛的记分矩

阵𝑆 = (𝑠𝑖𝑗)𝑚×𝑛.

Step 3 根据准则值记分与理想点记分之间的总

偏差与准则权重的随机性构建优化模型,求解最优准

则权重. 假设根据准则权重的不完全确定信息求出的

最优准则权重为𝑤 = (𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑛)
T,则基于记分

矩阵,每个方案的综合准则值记分为

𝑠𝑖(𝑤) =

𝑛∑
𝑗=1

𝑤𝑗𝑠𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (20)

显然, 𝑠𝑖(𝑤)越大,方案𝐴𝑖越优.

设 𝛽+
𝑗 = ⟨𝑓+

𝑗 (𝐸), 𝑔+𝑗 (𝐸)⟩ (𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为𝑛个

最大的模糊数直觉模糊数,则称

𝐴+ = (𝛽+
1 , 𝛽+

2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽+
𝑛 )T (21)

为模糊数直觉模糊理想点,且称

𝑠(𝐴+) = (𝑠(𝛽+
1 ), 𝑠(𝛽+

2 ), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠(𝛽+
𝑛 ))T (22)

为模糊数直觉模糊理想点的记分向量,其中

𝑓+
𝑗 (𝑥) = 1, 𝑔+𝑗 (𝑥) = 0,

𝑠(𝛽+
𝑗 ) =

1

2

w 1

−1
(1− 𝑥)(1− 0)d𝑥 = 1. (23)

考虑记分矩阵𝑆 = (𝑠𝑖𝑗)𝑚×𝑛, 则合理的准则权

重应该使得所有方案𝐴𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)与理想点

𝐴+的记分总偏差最小,即极小化

min 𝐷(𝑤) =

𝑛∑
𝑗=1

𝑚∑
𝑖=1

𝑤𝑗(1− 𝑠𝑖𝑗);

s.t. 𝑤 ∈ Θ ,
𝑛∑

𝑗=1

𝑤𝑗 = 1, 𝑤𝑗 ⩾ 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (24)

同时, 考虑到各准则的真实权重是一个随机变量, 具

有不确定性. 为了描述这种不确定性,可将准则权重

𝑤𝑗理解为第 𝑗个指标 𝐼𝑗在准则集中所占比重 (“概

率”),这样,可以用Shannon信息熵[25]

𝐻 = −
𝑛∑

𝑗=1

𝑤𝑗 ln𝑤𝑗 (25)

表示准则权重的不确定性. 根据 Jaynes最大熵原理,

合理的准则权重应使 Jaynes熵极大,即极大化

max 𝐻 = −
𝑛∑

𝑗=1

𝑤𝑗 ln𝑤𝑗 ;

s.t. 𝑤 ∈ Θ ,
𝑛∑

𝑗=1

𝑤𝑗 = 1, 𝑤𝑗 ⩾ 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (26)

为达到上述两个目的,求解最优准则权重等价于

求解如下最优化问题:

min 𝜇

𝑛∑
𝑗=1

𝑚∑
𝑖=1

𝑤𝑗(1− 𝑠𝑖𝑗) + (1− 𝜇)

𝑛∑
𝑗=1

𝑤𝑗 ln𝑤𝑗 ;

s.t. 𝑤 ∈ Θ ,
𝑛∑

𝑗=1

𝑤𝑗 = 1, 𝑤𝑗 ⩾ 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (27)

其中参数𝜇 (𝜇 ∈ (0, 1))表示上述两个目标之间的平

衡系数,可根据实际问题预先给出.

Step 4 根据 Step 3得到的最优准则权重, 利用

式 (20)计算方案𝐴𝑖的综合准则值记分 𝑠𝑖(𝑤), 𝑖 = 1,

2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

Step 5 利用 𝑠𝑖(𝑤) (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)对方案进行

排序并择优.

4.3.2 TOPSIS法法法

Step 1 同记分函数法的 Step 1.

Step 2 首先确定模糊数直觉模糊理想点, 方法

见记分函数法 Step 3. 又设 𝛽−
𝑗 = ⟨𝑓−

𝑗 (𝐸), 𝑔−𝑗 (𝐸)⟩ (𝑗
= 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)为𝑛个最小的模糊数直觉模糊数,则称

𝐴− = (𝛽−
1 , 𝛽−

2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽−
𝑛 )T (28)

为模糊数直觉模糊负理想点,其中

𝑓−
𝑗 (𝑥) = 0, 𝑔−𝑗 (𝑥) = 1. (29)

Step 3 利用相对贴近度构建优化模型, 求解最

优准则权重. 方案与理想点和负理想点的距离分别为

𝑑+𝑖 = 𝑑(𝐴𝑖, 𝐴
+) =

𝑛∑
𝑗=1

𝑤𝑗𝑑(𝛽𝑖𝑗 , 𝛽
+
𝑗 ), (30)

𝑑−𝑖 = 𝑑(𝐴𝑖, 𝐴
−) =

𝑛∑
𝑗=1

𝑤𝑗𝑑(𝛽𝑖𝑗 , 𝛽
−
𝑗 ). (31)
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因为方案𝐴𝑖与理想点𝐴+越近,方案越优,同时,

方案𝐴𝑖与负理想点𝐴−越远, 方案也越优, 所以对每

个方案𝐴𝑖建立如下的优化模型:

min 𝑑+𝑖 = 𝑑(𝐴𝑖, 𝐴
+);

s.t. 𝑤 ∈ Θ ,

𝑛∑
𝑗=1

𝑤𝑗 = 1, 𝑤𝑗 ⩾ 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (32)

max 𝑑−𝑖 = 𝑑(𝐴𝑖, 𝐴
−);

s.t. 𝑤 ∈ Θ ,

𝑛∑
𝑗=1

𝑤𝑗 = 1, 𝑤𝑗 ⩾ 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (33)

因为各个方案都是公平竞争的,每个方案与理想

点和负理想点的距离应来自于同一组准则权重,所以

对上面两式进行综合可得

max 𝑑 =

𝑚∑
𝑖=1

𝑑−𝑖
𝑑+𝑖 + 𝑑−𝑖

;

s.t. 𝑤 ∈ Θ ,

𝑛∑
𝑗=1

𝑤𝑗 = 1, 𝑤𝑗 ⩾ 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (34)

求解模型 (34),可得到最优准则权重𝑤=(𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑤𝑛)

T.

Step 4 根据 Step 3得到的最优准则权重, 利用

式 (35)计算每个方案与理想点和负理想点的距离

𝑑+𝑖 和 𝑑−𝑖 ,并求得相对贴近度

𝑑∗𝑖 =
𝑑−𝑖

𝑑+𝑖 + 𝑑−𝑖
, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚. (35)

Step 5 根据 𝑑∗𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)的大小对方案

进行排序并择优, 𝑑∗𝑖 越大,方案越优.

5 实实实例例例分分分析析析

考虑大学学院评估问题.通常,一些大学采用教

学 (𝐼1)、科研 (𝐼2)和服务 (𝐼3)这 3个准则作为评估的

一级指标 (准则),准则权重满足条件 0.33⩽𝑤1⩽0.36,

0.30 ⩽ 𝑤2 ⩽ 0.33, 𝑤3 ⩾ 0.31. 现有决策者依照评估

标准对 5个学院𝐴𝑘(𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 5)进行评估, 各指

标下的评估信息用模糊数直觉模糊数表示, 决策矩

阵𝑅1见表 1,试确定最佳学院.

方方方法法法 1 利用记分函数法求解.

Step 1:取三角模糊结构元𝐸,利用式 (2)将𝑅1中

的评估信息用模糊结构元表示,见表 2.

表 1 决策矩阵𝑅1

准 则
方案

𝐼1 𝐼2 𝐼3

𝐴1 ⟨(0.5, 0.6, 0.7), (0.1, 0.2, 0.3)⟩ ⟨(0.3, 0.4, 0.5), (0.2, 0.3, 0.4)⟩ ⟨(0.3, 0.4, 0.5), (0.2, 0.3, 0.4)⟩
𝐴2 ⟨(0.4, 0.5, 0.6), (0.2, 0.3, 0.4)⟩ ⟨(0.3, 0.5, 0.7), (0.1, 0.2, 0.3)⟩ ⟨(0.6, 0.7, 0.8), (0.0, 0.1, 0.2)⟩
𝐴3 ⟨(0.6, 0.7, 0.8), (0.0, 0.1, 0.2)⟩ ⟨(0.4, 0.5, 0.6), (0.2, 0.3, 0.4)⟩ ⟨(0.5, 0.7, 0.9), (0.1, 0.1, 0.1)⟩
𝐴4 ⟨(0.5, 0.6, 0.7), (0.1, 0.2, 0.3)⟩ ⟨(0.3, 0.4, 0.5), (0.3, 0.4, 0.5)⟩ ⟨(0.5, 0.6, 0.7), (0.0, 0.1, 0.2)⟩
𝐴5 ⟨(0.7, 0.8, 0.9), (0.1, 0.1, 0.1)⟩ ⟨(0.6, 0.7, 0.8), (0.0, 0.1, 0.2)⟩ ⟨(0.4, 0.5, 0.6), (0.2, 0.3, 0.4)⟩

表 2 决策矩阵𝑅2

准 则
方案

𝐼1 𝐼2 𝐼3

𝐴1 ⟨0.1e+0.6, 0.1e+0.2⟩ ⟨0.1e+0.4, 0.1e+0.3⟩ ⟨0.1e+0.4, 0.1e+0.3⟩
𝐴2 ⟨0.1e+0.5, 0.1e+0.3⟩ ⟨0.2e+0.5, 0.1e+0.2⟩ ⟨0.2e+0.7, 0.1⟩
𝐴3 ⟨0.1e+0.7, 0.1e+0.1⟩ ⟨0.1e+0.5, 0.1e+0.3⟩ ⟨0.1e+0.6, 0.1e+0.1⟩
𝐴4 ⟨0.1e+0.6, 0.1e+0.2⟩ ⟨0.1e+0.4, 0.1e+0.4⟩ ⟨0.1e+0.6, 0.1e+0.1⟩
𝐴5 ⟨0.1e+0.8, 0.1⟩ ⟨0.1e+0.7, 0.1𝑒 + 0.1⟩ ⟨0.1e+0.5, 0.1e+0.3⟩

Step 2:利用优化模型 (27) (令𝜇 = 0.5)求得最优

准则权重向量为𝑤 = (0.360 0, 0.300 0, 0.340 0)T.

Step 3:根据最优准则权重,利用式 (20)计算方案

𝐴𝑖的综合准则值记分,有

𝑠1(𝑤) = 0.208 0, 𝑠2(𝑤) = 0.356 0, 𝑠3(𝑤) = 0.457 3,

𝑠4(𝑤) = 0.314 0, 𝑠5(𝑤) = 0.488 0.

Step 4:利用 𝑠𝑖(𝑤) (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 5)对方案进行排

序,有𝐴5≻𝐴3≻𝐴2≻𝐴4≻𝐴1. 因此,最佳学院为𝐴5.

一般而言, 𝜇值变化时对排序结果有一定影响.

本文实例中, 当𝜇 ⩾ 0.15时得到的准则权重均相同,

并且对所有𝜇值得到的排序结果均相同 (见表 3).

表 3 𝜇值变化对排序结果的影响

𝜇 准则权重 方案排序

𝜇⩾0.15 𝑤=(0.360 0, 0.300 0, 0.340 0)T 𝐴5≻𝐴3≻𝐴2≻𝐴4≻𝐴1

𝜇=0.14 𝑤=(0.359 3, 0.300 4, 0.340 3)T 𝐴5≻𝐴3≻𝐴2≻𝐴4≻𝐴1

𝜇=0.12 𝑤=(0.354 9, 0.305 8, 0.339 3)T 𝐴5≻𝐴3≻𝐴2≻𝐴4≻𝐴1

𝜇=0.10 𝑤=(0.351 0, 0.310 7, 0.338 3)T 𝐴5≻𝐴3≻𝐴2≻𝐴4≻𝐴1

𝜇=0.05 𝑤=(0.341 7, 0.322 5, 0.335 8)T 𝐴5≻𝐴3≻𝐴2≻𝐴4≻𝐴1

𝜇=0.01 𝑤=(0.335 6, 0.330 0, 0.334 4)T 𝐴5≻𝐴3≻𝐴2≻𝐴4≻𝐴1

方方方法法法 2 利用TOPSIS方法求解.

Step 1:同方法 1.
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Step 2: 利用Hamming距离 (10)和优化模型 (34)

求得最优准则权重向量为𝑤 = (0.360 0, 0.300 0,

0.340 0)T.

Step 3:根据最优准则权重,利用式 (35)计算每个

方案的相对贴近度,有

𝑑∗1 = 0.604 0, 𝑑∗2 = 0.678 0, 𝑑∗3 = 0.728 7,

𝑑∗4 = 0.657 0, 𝑑∗5 = 0.744 0.

Step 4:利用 𝑑∗𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 5)对方案进行排序,

有𝐴5 ≻ 𝐴3 ≻ 𝐴2 ≻ 𝐴4 ≻ 𝐴1,因此,最佳学院为𝐴5.

TOPSIS方法与记分函数法得到的结论一致.进

一步, 利用文献 [10-11]的方法虽然不能得到最优准

则权重, 但如果利用求得的准则权重𝑤 = (0.360 0,

0.300 0, 0.340 0)T,则可以得到同样的结论,并且从决

策矩阵的数据分析可知结论是合理的.

6 结结结 论论论

用模糊结构元表示模糊数, 可将对有界实模糊

数的研究转化为对 [−1, 1]上的同序单调有界函数的

研究,从而简化其相关变换和运算.本文基于模糊数

直觉模糊集的模糊结构元表示, 将模糊数的元序与

直觉模糊数的记分函数和距离测度进行整合拓展,定

义了模糊数直觉模糊数的记分函数和距离测度, 进

而提出了两种准则权重信息不完全确定而准则值为

模糊数直觉模糊数的多准则决策方法: 记分函数法

和TOPSIS法. 在记分函数法中, 利用准则值记分与

理想点记分的总偏差和准则权重的随机性构建优化

模型并确定最优准则权重,利用各方案的综合准则值

记分对方案进行排序,并选择最优方案;在TOPSIS法

中,利用各方案与理想点和负理想点的距离构建优化

模型并确定最优准则权重,利用各方案与理想点和负

理想点的相对贴近度得到方案集的排序,并选择最优

方案.本文方法思路清晰,易于理解, 计算简捷, 具有

较大的实用价值和广泛的应用价值,为利用模糊结构

元理论处理模糊多准则决策问题并应用于其他领域

开拓了新的思路. 基于模糊结构元理论的模糊数直觉

模糊信息集成算子及其在决策中的应用将是进一步

研究的问题.
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