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文章编号: 1001-0920 (2013) 02-0247-06

范永青1, 王银河1, 王青云2, 章 云1

(1. 广东工业大学自动化学院,广州 510006；2. 北京航空航天大学航空科学与工程学院,北京 100191)

摘 要: 讨论具有相似节点的耦合时滞复杂网络的稳定和同步问题,且网络模型的外部耦合满足耗散条件.对于不

同维数节点的复杂网络,根据节点之间相似参量的信息,利用线性矩阵不等式方法设计出含有相似参量的分散控制

器,给出耦合复杂网络实现稳定的时滞独立判定准则.定义了含有相似参量的同步流形的概念,并设计了相应的分散

控制器,给出了能使整个复杂网络同步的时滞独立判定条件.数值算例表明了所提出设计方法的有效性.
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Abstract: The stabilization and synchronization of complex dynamical networks with similar nodes and coupling time-

delay are investigated, and the out-coupling satisfies the condition of the dissipation. For the complex dynamical network

of different dimension node, the decentralized control strategies are designed in term of the information of the similar

parameters in complex dynamical networks by using the method of linear matrix inequality. A synchronization criterion

time delay independent of this model is given by the decentralized controller with similar parameters. The definition of

the synchronization manifold is proposed, and the time delay independent criterion of the synchronization of the complex

dynamical networks is derived. Finally, a numerical example is given to show the effectiveness of the designed method.
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0 引引引 言言言

复杂网络广泛存在于自然界的各种现象中,自人

们提出各节点间相互线性耦合且耦合强度一致的网

络[1-2]以来, 很多学者对动态节点的耦合复杂网络作

了进一步的拓展研究, 并取得了大量成果[3-6].近几

年,有关动态复杂网络的稳定性和同步分析也引起了

学者们的关注.在对复杂网络的稳定和同步研究中,

文献 [6]针对一类外部耦合满足耗散条件的线性和非

线性复杂网络,分析给出了复杂网络稳定性的判据条

件,并给出了设计分散控制器的方法, 以使整个网络

镇定.文献 [7]针对一致连接的复杂网络模型的同步

问题,给出了一种自适应控制器设计方法. 然而,上述

文献并没有讨论带有时滞的复杂网络,而时滞问题是

自然界和人类社会存在的一种普遍现象.在动态复杂

网络中,节点间耦合关系的不同将导致每个节点之间

的传递信息与接收信息存在差异,整个复杂网络的稳

定和同步会出现时滞现象,继而节点间的耦合时滞会

对整个网络的稳定性和同步能力产生影响,因此讨论

时滞复杂网络的控制镇定问题非常重要.文献 [8]讨

论了Lur’e系统组成的多种耦合时滞的加权复杂动态

网络, 对网络的同步问题提出牵制控制器的设计方

法; 文献 [9]对一类带有耦合一致时滞含有非线性项

的动态复杂网络, 设计了同步条件的牵制控制器, 但

没有考虑节点的稳定性问题;文献 [10]提出的同步标

准可以有效地估计时滞的范围.然而, 这些已有成果
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的共同特点是每个节点内部状态维数都是相同的,如

果一个动态复杂网络中的每个节点的内部状态维数

各不相同,则上述文献提出的稳定或同步控制器设计

方法便不再有效.此时,针对这种动态复杂网络,如何

设计控制器使网络节点得以镇定或同步是值得讨论

的问题.

在复杂网络中, 不论节点的状态维数是否相同,

节点状态间均可能具有某种相似关系,这种相似现象

也发生在大系统的子系统之间[11]. 例如,文献 [12]中

电力系统的服务节点由相互连接的同步电机组成,多

个工厂中具有相同单元的电网系统[13], 文献 [14-16]

讨论的对称和相似组合大系统.值得注意的是, 大系

统分析不同于复杂网络,复杂网络分析更加注意外部

连接关系对整个网络动态性质的影响.因此, 借鉴大

系统的研究方法,根据节点状态之间的相似性质设计

控制器,使得含有相似节点的动态复杂网络能够得以

镇定和同步是很有意义的.

综合以上分析,本文假设动态复杂网络中各节点

的状态维数互不相同,但其状态之间以及互联关系满

足某种相似关系.当外部耦合关系满足耗散条件且互

联项中含有耦合时滞时,利用线性矩阵不等式方法分

别设计含有相似参量的分散控制器,可以使得具有相

似节点的复杂网络得以镇定和同步.最后通过仿真算

例表明了该方法的有效性.

1 复复复杂杂杂网网网络络络模模模型型型与与与假假假设设设

考虑复杂网络的时滞模型为

𝑥𝑖(𝑡) = 𝐴𝑖𝑥𝑖(𝑡) +

𝑁∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝑐𝑖𝑗 [𝐻𝑖𝑗𝑥𝑗(𝑡− 𝜏)−

𝐻𝑖𝑖𝑥𝑖(𝑡− 𝜏)] +𝐵𝑖𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (1)

其中: 第 𝑖个节点满足𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝑛𝑖 ; 𝐴𝑖 ∈ 𝑅𝑛𝑖×𝑛𝑖 , 𝐵𝑖 ∈
𝑅𝑛𝑖×𝑚为已知矩阵; 𝐻𝑖𝑗 ∈ 𝑅𝑛𝑖×𝑛𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)

为内部耦合矩阵; 𝑢𝑖 ∈ 𝑅𝑚×𝑛𝑖为控制输入; 0 < 𝜏 <

𝑡为已知时滞常数; 𝑐𝑖𝑗 ∈ 𝑅为外部耦合矩阵并满足条

件 𝑐𝑖𝑖 = −
𝑁∑

𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝑐𝑖𝑗 , 如果节点 𝑖与 𝑗相连 (𝑖 ∕= 𝑗), 则

有 𝑐𝑖𝑗 > 0,反之 𝑐𝑖𝑗 = 0;记𝐶 = (𝑐𝑖𝑗)𝑁×𝑁 .

假设 1 对于有𝑁个节点的网络 (1), 存在𝑁个

矩阵𝐹𝑖 ∈ 𝑅𝑛1×𝑛𝑖(𝐹𝑖 ∕= 0)和𝑁个矩阵𝐾𝑖 ∈ 𝑅𝑚𝑖×𝑛𝑖

满足𝐹𝑖(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝐾𝑖) = (𝐴1 +𝐵1𝐾1)𝐹𝑖, 𝐹𝑖𝐵𝑖 = 𝐵1.

假设 2 在假设 1满足的条件下,存在矩阵𝐻𝑖 ∈
𝑅𝑛1×𝑛1满足𝐹𝑖𝐻𝑖𝑗 = 𝐻̃𝑖𝐹𝑗 .

注 1 假设 1中的条件𝐹𝑖(𝐴𝑖 + 𝐵𝑖𝐾𝑖) = (𝐴1 +

𝐵1𝐾1)𝐹𝑖表明𝑁个矩阵𝐴𝑖 + 𝐵𝑖𝐾𝑖具有部分相同的

特征值,这说明复杂网络 (1)节点状态间的动态行为

具有相似性. 由假设 2可知, 如果能找到一个矩阵𝜓𝑖

满足𝐻𝑖𝑗 = 𝜓𝑖𝐹𝑗 ,则有 𝐻̃𝑖 = 𝐹𝑖𝜓𝑖.

引理 1[17] 对于向量𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅𝑛×𝑛和正定矩阵𝑊

∈ 𝑅𝑛×𝑛,存在 2𝑥T𝑦 ⩽ 𝑥T𝑊𝑥+ 𝑦T𝑊−1𝑦.

引理 2[18] 对于给定对称矩阵

𝑆 =

[
𝑠11 𝑠12

𝑠12
T 𝑠22

]
,

以下 3个条件是等价的:

1)𝑆 < 0;

2)𝑆11 < 0, 𝑆22 − 𝑆T
12𝑆

−1
11 𝑆12 < 0;

3)𝑆22 < 0, 𝑆11 − 𝑆12𝑆
−1
22 𝑆

T
12 < 0.

2 复复复杂杂杂网网网络络络的的的镇镇镇定定定控控控制制制

本节考虑如下形式的分散控制器:

𝑢𝑖 = 𝐾𝑖𝑥𝑖(𝑡) + 𝑣𝑖, 𝑣𝑖 = (𝐾̃ −𝐾1)𝐹𝑖𝑥𝑖(𝑡). (2)

其中: 𝐹𝑖和𝐾𝑖是相似参量, 𝐾̃是待设计的增益矩阵.

令 𝑧𝑖(𝑡) = 𝐹𝑖𝑥𝑖(𝑡), 由假设 1、假设 2和控制器 (2), 闭

环系统 (1)可以改写为

𝑧̇𝑖 = (𝐴1 +𝐵1𝐾̃)𝑧𝑖(𝑡)+

𝑁∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝑐𝑖𝑗𝐻̃𝑖[𝐹𝑗𝑥𝑗(𝑡− 𝜏)− 𝐹𝑖𝑥𝑖(𝑡− 𝜏)],

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (3)

令

𝑧(𝑡) = (𝑧T1 (𝑡), 𝑧
T
2 (𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧T𝑁 (𝑡))T,

𝑥(𝑡− 𝜏) = (𝑥T1 (𝑡− 𝜏), 𝑥T2 (𝑡− 𝜏), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥T𝑁 (𝑡− 𝜏))T,

𝐴 = 𝐴1 +𝐵1𝐾̃, 𝐻 = diag(𝐻̃1 𝐻̃2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐻̃𝑁 ),

𝐹 = diag(𝐹1 𝐹2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐹𝑁 ).

式 (3)等价于

𝑧̇(𝑡) = (𝐼 ⊗𝐴)𝑧(𝑡) +𝐻(𝐶 ⊗ 𝐼)𝐹𝑥(𝑡− 𝜏). (4)

其中: 𝐼 ∈ 𝑅𝑛1×𝑛1是单位矩阵, ⊗是Kronecker乘积.

定理 1 对于复杂网络系统 (1),如果假设 1和假

设 2成立, 且相似参量𝐹𝑖是列满秩的矩阵, 则一定

存在矩阵𝑌 , 正定矩阵𝑋 , 正定矩阵𝑄 ⩽ 𝛿𝐼 , 对于任

意 𝜀 > 0,如下LMI成立:⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝜃 𝐻(𝐶 ⊗ 𝐼) 𝐼 ⊗𝑋 𝐼 ⊗𝑋

∗ −(𝐼 ⊗𝑄) 0 0

∗ ∗ −(𝐼 ⊗ 𝛿𝐼)−1e−𝜏 0

∗ ∗ ∗ −𝜀−1(𝐼 ⊗ 𝐼)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0.

(5)

其中: 𝜃 = 𝐼 ⊗ (𝑋 + 𝑋𝐴T
1 + 𝐴1𝑋 + 𝐵1𝑌 + 𝑌 T𝐵1),

𝛿 > 0为可调参数.分散控制器 (2)使得系统 (1)是指

数稳定的,控制器增益 𝐾̃ = 𝑌 𝑋−1.

证证证明明明 取Lyapunov函数

𝑉 (𝑡) = e𝑡𝑧T(𝑡)(𝐼 ⊗ 𝑃 )𝑧(𝑡)+
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w 𝑡

𝑡−𝜏
𝑥(𝑡)T𝐹T(𝐼 ⊗𝑄)𝐹𝑥(𝑡)e𝛼+𝜏d𝛼, (6)

则式 (6)沿系统 (4)的导数为

𝑉̇ (𝑡) =

e𝑡𝑧T(𝑡)(𝐼 ⊗ 𝑃 )𝑧(𝑡) + e𝑡{𝑧T(𝑡)[(𝐼 ⊗𝐴)T(𝐼 ⊗ 𝑃 )+

(𝐼 ⊗ 𝑃 )(𝐼 ⊗𝐴)]𝑧(𝑡)+

𝑧T(𝑡)(𝐼 ⊗ 𝑃 )𝐻(𝐶 ⊗ 𝐼)𝐹𝑥(𝑡− 𝜏)+

𝑥T(𝑡− 𝜏)𝐹T(𝐶 ⊗ 𝐼)T𝐻T(𝐼 ⊗ 𝑃 )𝑧(𝑡)}+
𝑥T(𝑡)𝐹T(𝐼 ⊗𝑄)𝐹𝑥(𝑡)e𝑡+𝜏−
𝑥T(𝑡− 𝜏)𝐹T(𝐼 ⊗𝑄)𝐹𝑥(𝑡− 𝜏)e𝑡. (7)

由式 (7)、引理 1和定理 1可知

𝑉̇ ⩽ e𝑡{𝑧T(𝑡)[(𝐼 ⊗ 𝑃 ) + (𝐼 ⊗𝐴T𝑃 ) + (𝐼 ⊗ 𝑃𝐴)+

(𝐼 ⊗ 𝛿𝐼)e𝜏 + (𝐼 ⊗ 𝑃 )𝐻(𝐶 ⊗ 𝐼)(𝐼 ⊗𝑄)−1×
(𝐶 ⊗ 𝐼)T𝐻T(𝐼 ⊗ 𝑃 )]𝑧(𝑡)}. (8)

令

(𝐼 ⊗ 𝑃 ) + (𝐼 ⊗𝐴T𝑃 ) + (𝐼 ⊗ 𝑃𝐴) + (𝐼 ⊗ 𝛿𝐼)e𝜏+

(𝐼 ⊗ 𝑃 )𝐻(𝐶 ⊗ 𝐼)(𝐼 ⊗𝑄)−1(𝐶 ⊗ 𝐼)T𝐻T(𝐼 ⊗ 𝑃 ) ⩽

− 𝜀(𝐼 ⊗ 𝐼), (9)

由式 (8)和 (9)可知

𝑉̇ ⩽ − 𝜀

𝜆max(𝐼 ⊗ 𝑃 ) + e𝜏𝜆max(𝐼 ⊗𝑄)
𝑉 (𝑡). (10)

由式 (10)可知, 复杂网络在控制器 (2)的作用下

可以达到指数稳定. 在不等式 (9)两边同时左乘以 𝐼 ⊗
𝑃−1,右乘以 𝐼 ⊗ 𝑃−1,则下式成立:

𝐼 ⊗ (𝑃−1 + 𝑃−1𝐴T +𝐴𝑃−1)+

(𝐼 ⊗ 𝑃−1)(𝐼 ⊗ 𝛿𝐼)(𝐼 ⊗ 𝑃−1)e𝜏+

𝐻(𝐶 ⊗ 𝐼)(𝐼 ⊗𝑄)−1(𝐶 ⊗ 𝐼)T𝐻T+

𝜀(𝐼 ⊗ 𝑃−1)(𝐼 ⊗ 𝐼)(𝐼 ⊗ 𝑃−1) < 0. (11)

令𝑃−1 = 𝑋 , 𝑌 = 𝐾̃𝑃−1,由引理 2可知,式 (11)等价

于线性矩阵不等式 (5). 2
3 复复复杂杂杂网网网络络络的的的同同同步步步控控控制制制

首先定义具有相似节点的复杂网络的同步概念.

定义 1 在假设 1成立的情况下, 定义复杂网络

(1)同步流形为𝑆 = {𝑥(𝑡)∣𝐹𝑖𝑥𝑖(𝑡) = 𝐹𝑗𝑥𝑗(𝑡), 𝑖, 𝑗 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁},其中𝑥(𝑡) = (𝑥T1 (𝑡) 𝑥
T
2 (𝑡) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥T𝑁 (𝑡))T ∈

𝑅𝑛1 ×𝑅𝑛2 × ⋅ ⋅ ⋅ ×𝑅𝑛𝑁 .

考虑如下分散控制器:

𝑢𝑖 = 𝐾𝑖𝑥𝑖(𝑡) + 𝑣𝑖, 𝑣𝑖 = (𝐾̂ −𝐾1)𝐹𝑖𝑥𝑖(𝑡), (12)

其中 𝐾̂是待设计的增益矩阵.记𝐴 = 𝐴1 + 𝐵1𝐾̂, 若

假设 1和假设 2成立,则动态复杂网络 (1)可以改写为

𝑧̇𝑖(𝑡) = 𝐴𝑧𝑖(𝑡) +

𝑁∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝑐𝑖𝑗𝐻̃𝑖[𝐹𝑗𝑥𝑗(𝑡− 𝜏)−

𝐹𝑖𝑥𝑖(𝑡− 𝜏)]. (13)

引入误差

𝑒𝑖 = 𝑧𝑖(𝑡)− 𝑧1(𝑡) = 𝐹𝑖𝑥𝑖(𝑡)− 𝐹1𝑥1(𝑡),

𝑒(𝑡) = (𝑒T1 (𝑡) 𝑒
T
2 (𝑡) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑒T𝑁 (𝑡))T,

有

𝑆 = {𝑥(𝑡)∣𝑒(𝑡) = 0, 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛1 × ⋅ ⋅ ⋅ ×𝑅𝑛𝑁 },
𝑒𝑖𝑗(𝑡) = 𝑧𝑖(𝑡)− 𝑧𝑗(𝑡) = −𝑒𝑗𝑖(𝑡),
𝑒𝑖(𝑡− 𝜏) = 𝐹𝑖𝑥𝑖(𝑡− 𝜏)− 𝐹1𝑥1(𝑡− 𝜏),

𝑒𝑖𝑗(𝑡− 𝜏) = 𝑒𝑖(𝑡− 𝜏)− 𝑒𝑗(𝑡− 𝜏) = −𝑒𝑗𝑖(𝑡− 𝜏).

由于耗散条件
𝑁∑

𝑘=1

𝑐𝑖𝑘 =

𝑁∑
𝑘=1

𝑐𝑗𝑘 = 0,记𝐸1 = (𝑒𝑖𝑗(𝑡))

∈ 𝑅𝑛1𝑁×𝑁 , 𝐸2 = (𝑒𝑖𝑗(𝑡− 𝜏)) ∈ 𝑅𝑛1𝑁×𝑁 , 𝐼 ∈ 𝑅𝑛1×𝑛1 ,

则误差为

𝐸̇1 = (𝐼 ⊗𝐴)𝐸1 + 𝑆1 − 𝑆2. (14)

其中

𝑆1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐻̃1[(𝐶 ⊗ 𝐼)𝐸2]11 . . . 𝐻̃1[(𝐶 ⊗ 𝐼)𝐸2]1𝑁

𝐻̃2[(𝐶 ⊗ 𝐼)𝐸2]21 . . . 𝐻̃2[(𝐶 ⊗ 𝐼)𝐸2]2𝑁
...

. . .
...

𝐻̃𝑁 [(𝐶 ⊗ 𝐼)𝐸2]𝑁1 . . . 𝐻̃𝑁 [(𝐶 ⊗ 𝐼)𝐸2]𝑁𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
(15)

𝑆2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐻̃1[(𝐶 ⊗ 𝐼)𝐸2]11 . . . 𝐻̃𝑁 [(𝐶 ⊗ 𝐼)𝐸2]𝑁1

𝐻̃1[(𝐶 ⊗ 𝐼)𝐸2]12 . . . 𝐻̃𝑁 [(𝐶 ⊗ 𝐼)𝐸2]𝑁2

...
. . .

...

𝐻̃1[(𝐶 ⊗ 𝐼)𝐸2]1𝑁 . . . 𝐻̃𝑁 [(𝐶 ⊗ 𝐼)𝐸2]𝑁𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
(16)

由于𝑆1 = 𝐻(𝐶 ⊗ 𝐼)𝐸2,式 (14)可以表示为

𝐸̇1 = (𝐼 ⊗𝐴)𝐸1 +𝐻(𝐶 ⊗ 𝐼)𝐸2 − 𝑆2. (17)

定理 2 对于复杂网络系统 (1),如果假设 1和假

设 2成立, 则一定存在正定矩阵 𝑋̄ (且 𝛾−1𝐼 ⩽ 𝑋̄)和

正定矩阵𝑌 , 𝑄̄ ⩽ 𝜇𝐼 ,对于任意 𝛽 > 0,有如下LMI成

立: ⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝜙11 𝐻(𝐶 ⊗ 𝐼) 𝐼 ⊗ 𝑋̄ 𝐼 ⊗ 𝑋̄

∗ 𝜙22 0 0

∗ ∗ 𝜙33 0

∗ ∗ ∗ 𝜙44

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0. (18)

其中

𝜙11 = 𝐼 ⊗ (𝑋̄ + 𝑋̄𝐴T
1 +𝐴1𝑋̄ +𝐵1𝑌 + 𝑌 T𝐵1),

𝜙22 = −1

2
(𝐼 ⊗ 𝑄̄), 𝜙33 = −1

2
(𝐼 ⊗ 𝜇𝐼)−1e−𝜏 ,

𝜙44 = −𝛽−1(𝐼 ⊗ 𝐼),

分散控制器 (12)可以使耦合时滞复杂网络 (1)指数同

步,其中控制器增益 𝐾̂ = 𝑌 𝑋̄−1.

证证证明明明 取函数
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𝑉 (𝑡) = e𝑡tr(𝐸T
1 (𝑡)(𝐼 ⊗ 𝑃 )𝐸1)+

2
w 𝑡

𝑡−𝜏
tr(𝐸T

1 (𝐼 ⊗ 𝑄̄)𝐸1)e
𝛽+𝜏d𝛽. (19)

式 (19)沿系统 (17)的导数为
˙̃𝑉 (𝑡) = e𝑡tr{𝐸T

1 [𝐼 ⊗ (𝑃 +𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴)]𝐸1+

𝐸T
2 (𝐶 ⊗ 𝐼)T𝐻T(𝐼 ⊗ 𝑃 )𝐸1+

𝐸T
1 (𝐼 ⊗ 𝑃 )𝐻(𝐶 ⊗ 𝐼)𝐸2−

𝑆T
2 (𝐼 ⊗ 𝑃 )𝐸1 − 𝐸T

1 (𝐼 ⊗ 𝑃 )𝑆2+

2𝐸T
1 (𝐼 ⊗ 𝑄̄)𝐸1e

𝜏 − 2𝐸T
2 (𝐼 ⊗ 𝑄̄)𝐸2}, (20)

tr{𝐸T
1 (𝐼 ⊗ 𝑃 )𝑆2} =

𝑁∑
𝑖=1

𝑁∑
𝑘=1

[(𝐸1)
T
𝑖𝑘]

𝑁∑
𝑗=1

(𝐼 ⊗ 𝑃 )𝑘𝑗(𝑆2)𝑗𝑖 =

𝑁∑
𝑖=1

𝑁∑
𝑘=1

𝑒T𝑘𝑖(𝑡)𝑃𝐻̃𝑖[(𝐶 ⊗ 𝐼)𝐸2]𝑖𝑘, (21)

tr{𝐸T
1 (𝐼 ⊗ 𝑃 )𝐻(𝐶 ⊗ 𝐼)𝐸2} =

𝑁∑
𝑖=1

[𝐸T
1 (𝐼 ⊗ 𝑃 )𝐻(𝐶 ⊗ 𝐼)𝐸2]𝑖𝑖 =

𝑁∑
𝑖=1

𝑁∑
𝑘=1

𝑒T𝑘𝑖(𝑡)𝑃

𝑁∑
𝑗=1

𝑁∑
𝑟=1

(𝐻)𝑘𝑟[(𝐶 ⊗ 𝐼)]𝑟𝑗𝑒𝑗𝑖(𝑡− 𝜏) =

𝑁∑
𝑖=1

𝑁∑
𝑘=1

𝑒T𝑘𝑖(𝑡)𝑃𝐻𝑘[(𝐶 ⊗ 𝐼)𝐸2]𝑘𝑖. (22)

由式 (21)和 (22)可知

tr{𝐸T
1 (𝐼 ⊗ 𝑃 )𝑆2} = −tr{𝐸T

1 (𝐼 ⊗ 𝑃 )𝐻(𝐶 ⊗ 𝐼)𝐸2}.
(23)

由引理 1和定理 2中 𝑄̄ ⩽ 𝜇𝐼可知

˙̃𝑉 (𝑡) ⩽ e𝑡tr{𝐸T
1 Ω𝐸1} (24)

成立,其中

Ω = 𝐼 ⊗ (𝑃 +𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴) + 2(𝐼 ⊗ 𝜇𝐼)e𝜏+

2(𝐼 ⊗ 𝑃 )𝐻(𝐶 ⊗ 𝐼)(𝐼 ⊗ 𝑄̄)−1×
(𝐶 ⊗ 𝐼)T𝐻T(𝐼 ⊗ 𝑃 ).

令

Ω < −𝛽(𝐼 ⊗ 𝐼), (25)

则有

˙̃𝑉 (𝑡) < −𝑛21𝛽e𝑡∥𝐸1∥2 ⩽ − 𝛽

𝛾 + 2𝜇e𝜏
𝑉 (𝑡). (26)

由式 (26)可知, 系统 (1)在控制器 (12)的作用下可达

到指数同步. 在式 (25)两边同时左乘 𝐼 ⊗ 𝑃−1右乘

𝐼 ⊗ 𝑃−1得到

𝐼 ⊗ (𝑃−1 + 𝑃−1𝐴T +𝐴𝑃−1)+

2(𝐼 ⊗ 𝑃−1)(𝐼 ⊗ 𝜇𝐼)(𝐼 ⊗ 𝑃−1)e𝜏+

2𝐻(𝐶 ⊗ 𝐼)(𝐼 ⊗ 𝑄̄)−1(𝐶 ⊗ 𝐼)T𝐻T <

− 𝛽(𝐼 ⊗ 𝑃−1)(𝐼 ⊗ 𝐼)(𝐼 ⊗ 𝑃−1). (27)

令𝑃−1 = 𝑋̄ , 𝑌 = 𝐾𝑃−1, 由引理 2, 式 (27)等价于

(18). 2
4 数数数值值值算算算例例例

考虑具有 9个节点的复杂网络,定义第 1个节点

为中心节点,动态微分方程为

𝑥̇1 = 𝐴1𝑥1 +𝐵1𝑢1. (28)

其中

𝐴1 =

[
𝐴11

1 𝐴12
1

𝐴21
1 𝐴22

1

]
, 𝐴11

1 =

[
2 −1

3 −4

]
,

𝐴12
1 =

[
1 −5 0 1 −1.2 −2 −1

6 2 −1 −7 −1 0 3

]
, 𝐴21

1 = 𝑂7×2,

𝐴22
1 = diag{−3,−2,−7,−2.2,−1,−4.1,−6},

𝐵1 = [0 1 𝑂1×7]
T.

其他节点的动态方程为

𝑥̇𝑘 = 𝐴𝑘𝑥𝑘 +𝐵𝑘𝑢𝑘, 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 9. (29)

其中

𝐴2 =

[
𝐴11

2 𝐴12
2

𝐴21
2 𝐴22

2

]
, 𝐴3 =

[
𝐴11

3 𝐴12
3

𝐴21
3 𝐴22

3

]
,

𝐴4 =

[
𝐴11

4 𝐴12
4

𝐴21
4 𝐴22

4

]
, 𝐴5 =

[
𝐴11

5 𝐴12
5

𝐴21
5 𝐴22

5

]
,

𝐴6 =

[
𝐴11

6 𝐴12
6

𝐴21
6 𝐴22

6

]
, 𝐴7 =

[
𝐴11

7 𝐴12
7

𝐴21
7 𝐴22

7

]
,

𝐴8 =

[
2 −1

5 2

]
, 𝐴9 =

[
2 −1

0 3

]
,

𝐴11
2 =

[
2 −1

−2 −2

]
, 𝐴12

2 =

[
1 −5 0 1 −1.2 −2

1 −3 2 −5 1 −1

]
,

𝐴21
2 =𝑂6×2, 𝐴

22
2 =diag{−3,−2,−7,−2.2,−1,−4.1},

𝐴11
3 =

[
2 −1

−1 2

]
, 𝐴12

3 =

[
1 −5 0 1 −1.2

−1 −1 1 −7 −3

]
,

𝐴21
3 = 𝑂5×2, 𝐴

22
3 = diag{−3,−2,−7,−2.2,−1},

𝐴11
4 =

[
2 −1

−3 1

]
, 𝐴12

4 =

[
1 −5 0 1

−5 −1 1 −3

]
,

𝐴21
4 = 𝑂4×2, 𝐴

22
4 = diag{−3,−2,−7,−2.2},

𝐴11
5 =

[
2 −1

1 −2

]
, 𝐴12

5 =

[
1 −5 0

4 1 6

]
,

𝐴21
5 = 𝑂3×2, 𝐴

22
5 = diag{−3,−2,−7},

𝐴11
6 =

[
2 −1

−1 2

]
, 𝐴12

6 =

[
1 −5

−3 −1

]
,

𝐴21
6 = 𝑂2×2, 𝐴

22
6 = diag{−3,−2},

𝐴11
7 =

[
2 −1

4 2

]
, 𝐴12

7 = [1 6]T,
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𝐴21
7 = 0, 𝐴22

7 = −3, 𝐵2 = [0 1 𝑂1×6]
T,

𝐵3 = [0 1 𝑂1×5]
T, 𝐵4 = [0 1 𝑂1×4]

T,

𝐵5 = [0 1 𝑂1×3]
T, 𝐵6 = [0 1 𝑂1×2]

T,

𝐵7 = [0 1 0]T, 𝐵8 = [0 1]T = 𝐵9.

如果节点的初值取为

𝑥01 = (−1,−1.4,−6.7, 3, 9,−3, 1, 5,−9.5)T,

𝑥02 = (−7,−15,−2,−4.9, 6.4, 5, 14, 8.8)T,

𝑥03 = (−13,−2, 5.1,−4.3,−2, 2.6)T,

𝑥04 = (−5.1, 5,−7, 1,−6, 2.4)T,

𝑥05 = (−1, 3,−2, 5.2, 1.1)T,

𝑥06 = (−15, 8, 3,−6)T, 𝑥07 = (−3.7, 10,−17)T,

𝑥08 = (−6.2, 5.4)T, 𝑥09 = (−8.5,−4.5)T,

则复杂网络 (28)∼ (29)中孤立节点随时间的变化情

况如图 1所示.节点间的相似参量分别为

𝐹1 = 𝐹9, 𝐹2 = [𝐼8 𝑂8×1]
T, 𝐹3 = [𝐼7 𝑂7×2]

T,

𝐹4 = [𝐼6 𝑂6×3]
T, 𝐹5 = [𝐼5 𝑂5×4]

T,

𝐹6 = [𝐼4 𝑂4×5]
T, 𝐹7 = [𝐼3 𝑂3×6]

T,

𝐹8 = [𝐼2 𝑂2×7]
T, 𝐹9 = [𝐼2 𝑂2×7]

T,

𝐾1 = [2 − 5 1 − 4 4 − 1 2 − 5 0],

𝐾2 = [7 − 7 6 1 1 − 3 0 − 4],

𝐾3 = [6 − 11 8 − 1 2 − 1 4],

𝐾4 = [8 − 10 12 − 1 2 − 5],

𝐾5 = [4 − 7 3 − 3 − 3],

𝐾6 = [6 − 11 10 − 1], 𝐾7 = [1 − 11 1],

𝐾8 = [0 − 11], 𝐾9 = [5 − 12].

如果考虑网络的连接方式为星形耦合方式,则耦

合矩阵为

𝐶 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−8 1 1 ⋅ ⋅ ⋅ 1

1 −1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

1 0 −1 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

...
...

. . .
...

1 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
9×9

. (30)

节点间的内部耦合矩阵𝐻𝑖𝑗满足𝐻𝑖𝑗 = 𝜓𝑖𝐹𝑗 ,由前面

的假设条件,选取

𝜑1 = 𝑎× rand𝑛(9, 9), 𝜑ℎ = 𝑎× rand𝑛(9−𝑚, 9),

ℎ = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 9, 𝑚 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 7, (31)

其中 𝑎是一可调的正常数并满足 0 < 𝑎 < 1. 由式 (28)

∼ (31),整个复杂动态网络可以表示为

𝑥𝑖(𝑡) = 𝐴𝑖𝑥𝑖(𝑡) +

9∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝑐𝑖𝑗 [𝐻𝑖𝑗𝑥𝑗(𝑡− 𝜏)−

𝐻𝑖𝑖𝑥𝑖(𝑡− 𝜏)] +𝐵𝑖𝑢𝑖. (32)
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图 1 复杂网络 (28)和 (29)中孤立节点的状态

首先考虑时滞复杂网络 (32)的稳定问题.如果取

参数 𝑎 = 0.001,耦合时滞取 𝜏 = 0.5,根据定理 1设计

控制器 (2)使得带有耦合时滞的复杂网络是稳定的.

仿真中选取参数 𝛿 = 1, 𝜀 = 2,带有耦合时滞的复杂网

络 (32)中的状态反应曲线如图 2所示.

下面考虑时滞复杂网络 (32)的同步问题.同步误

差定义为 𝑒𝑖𝑗(𝑡) = 𝑧𝑖(𝑡)− 𝑧𝑗(𝑡),由于 𝑒𝑖𝑗(𝑡)
𝑡→∞−→ 0等价

于 𝑒𝑖1(𝑡) = 𝑧𝑖(𝑡)− 𝑧1(𝑡)
𝑡→∞−→ 0,为了简单起见,引入同
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步误差 𝑒=

√√√⎷ 9∑
𝑖=1

𝑒T𝑖1𝑒𝑖1来衡量整个耦合时滞网络 (32).

根据定理 2,采用LMI方法设计控制器 (12),使得复杂

网络 (32)是同步的. 选取参数𝜇 = 0.01, 𝛽 = 0.02, 𝛾 =

10,仿真结果如图 3所示. 可以看出,复杂网络的所有

节点状态实现了同步.
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图 2 复杂网络 (32)中状态的时间响应
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图 3 复杂网络 (32)中状态同步误差 𝑒的时间响应

以上仿真结果表明,带有相似节点状态的时滞耦

合复杂网络 (1),通过定理 1和定理 2中设计的控制器

能够较好地实现系统的镇定和同步.

5 结结结 论论论

本文针对具有相似结构的耦合时滞复杂网络,分

别给出了复杂网络的稳定性和同步的控制器设计方

法. 从仿真结果可以看出,含有不同维数节点的耦合

时滞复杂网络, 只要这些节点之间满足相似的性质,

便可以通过设计相似参量的分散控制器使得网络达

到稳定和同步,从而有效解决其他参考文献中网络节

点之间完全一致模型的设计问题.
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