
第 28卷 第 2期
Vol. 28 No. 2

控 制 与 决 策
Control and Decision

2013年 2月
Feb. 2013

随机跳变摄动系统的鲁棒𝐻∞控制

文章编号: 1001-0920 (2013) 02-0279-06

陈 佳1, 方洋旺2, 楼顺天1

(1. 西安电子科技大学电子工程学院，西安 710071；2. 空军工程大学工程学院，西安 710038)

摘 要: 针对具有独立马尔科夫结构的线性随机跳变摄动系统, 在小时间参数不为零的基础上研究了系统的鲁

棒𝐻∞控制问题.首先提出具有线性矩阵不等式形式的鲁棒𝐻∞稳定判据;进而,在计算相应小时间参数上界的基础

上给出线性随机跳变摄动系统的状态反馈鲁棒𝐻∞控制方法. 对于任意处于小时间参数上界范围内的数值,所提出

的方法均可确保相应的闭环系统具有鲁棒𝐻∞性能.
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Abstract：：：For the linear random jumping system with the independent Markovian structure, the robust 𝐻∞ control about

such system that the small time parameter is not neglected is investigated. Firstly, the 𝐻∞ stability criterion with the

framework of linear matrix inequalities is given. Then based on the max of the small time parameter that has been computed,

the design of state feedback controller about 𝐻∞ stability is listed. For each small time parameter that is less than the upper

bound, this method can ensure the closed loop random system 𝐻∞ performance.
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0 引引引 言言言

在实际工程问题的研究中, 伴随着如温度、风

速等环境条件的改变以及互联子系统的变化, 非线

性系统线性化之后工作点迁移等随机突变现象的发

生, 系统的模态常常会产生跳变现象.大量的研究表

明,这些系统模态跳变的规律常常遵循Markov过程.

自 20世纪 60年代二次型控制问题被提出以来, 这一

类系统的研究和应用越来越广泛[1],而建立在摄动系

统基础上的奇异系统作为更广泛的动力学系统模型,

越来越多地应用于动力学研究和工程上工业控制系

统的各个领域[2-4]. 文献 [5]将奇异系统与随机系统相

结合,并在随机稳定、鲁棒稳定和有界滤波器设计方

面进行了大量研究,得到了很多很好的结果.

现有针对奇异系统的分析大都建立在退化的摄

动系统的基础上, 即将摄动系统中的小时间参数忽

略为零, 得到一个简化的系统模型, 然后对其进行分

析,得到相应的结果.这样做可以在一定程度上简化

分析时的计算量,但相应地会造成原系统高频动态的

缺失,得到的结论也只保留了低频部分的近似结果[6].

事实上,很多情况下无法忽略小时间参数在系统分析

时造成的影响.因此, 近年来越来越多的学者认识到

小时间参数对系统稳定有着不可忽视的作用,在对摄

动系统的分析中不再将其简化为零[7-9], 从时域和频

域分别对容许系统稳定的小时间参数上界进行分析

计算[10-11],得到的结果也与退化后的奇异系统存在很

大的差异.

大多关于摄动系统的分析都建立在快慢分割的

基础上. 但是,经快慢分割解耦后的子系统会带有无
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法用显式表示的关于小时间参数的高阶无穷小, 为

系统的稳定性分析造成巨大的困难.鉴于此, 本文在

文献 [5]对奇异随机跳变系统鲁棒𝐻∞理论分析所得

结果的基础上, 着重考虑了小时间参数不为零的摄

动系统模型, 给出了具有线性矩阵不等式形式的鲁

棒𝐻∞稳定性判据,推导了相应的状态反馈控制器设

计方法,并计算了容许闭环系统具有鲁棒𝐻∞稳定性

能的小时间参数上界.所采取的方法避免了快慢分

割,简化了计算量. 最后给出的数值算例表明,不忽略

小时间参数的摄动系统稳定性判据与退化后的奇异

系统有着较大的差异,与原有的结论相比,本文的结

果具有更高的工程应用价值.

1 问问问题题题描描描述述述

考虑具有如下形式的线性摄动跳变系统:[
𝐼 0

0 𝜀𝑖𝐼

][
𝑥̇𝑓 (𝑡)

𝑥̇𝑠(𝑡)

]
=[

𝐴11𝑖 𝐴12𝑖

𝐴21𝑖 𝐴22𝑖

][
𝑥𝑓 (𝑡)

𝑥𝑠(𝑡)

]
+[

𝐵1𝑖

𝐵2𝑖

]
𝑢(𝑡) +

[
𝐵𝑤1𝑖

𝐵𝑤2𝑖

]
𝑤(𝑡), (1)

𝑧(𝑡) = [𝐶𝑧1𝑖 𝐶𝑧2𝑖]

[
𝑥𝑓 (𝑡)

𝑥𝑠(𝑡)

]
+

𝐷𝑧𝑖𝑢(𝑡) +𝐵𝑧𝑖𝑤(𝑡). (2)

其中: 下角标 𝑖为当前时刻处于工作状态的结构参数,

假设 𝑟(𝑡)为系统离散的结构参数过程,则 {𝑟(𝑡) = 𝑖, 𝑡

∈ 𝑇}为Markov链, 在有限维状态空间𝑆 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑁中取值; 𝑥𝑓 (𝑡) ∈ 𝑅𝑚, 𝑥𝑠(𝑡) ∈ 𝑅𝑛分别为系统的快变

子向量和慢变子向量; 𝑢(𝑡)为系统的输入控制向量;

𝑧(𝑡)为系统的测量输出; 𝑤(𝑡)为能量有限的系统内部

或外部扰动,满足
w ∞
0

𝑤(𝑡)T𝑤(𝑡)d𝑡 < ∞;小时间参数

𝜀𝑖满足 0 < 𝜀𝑖 ≪ 1;系统的转移概率用下式描述:

𝑃 [𝑟(𝑡+ ℎ) = 𝑗 ∣ 𝑟(𝑡) = 𝑖] =

{
𝜆𝑖𝑗ℎ+ 𝑜(ℎ), 𝑖 ∕= 𝑗;

1− 𝜆𝑖𝑗ℎ+ 𝑜(ℎ), 𝑖 = 𝑗.

式中 𝑜(ℎ)代表ℎ的高阶无穷小,满足

lim
ℎ→0

𝑜(ℎ)

ℎ
= 0,

且𝜆𝑖𝑗为系统模态的转移率 (又称转移强度),满足

𝜆𝑖𝑖 = −
𝑁∑

𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝜆𝑖𝑗 .

令式 (1)和 (2)中的𝑢(𝑡) = 0,可得到原摄动系统

相应的自治系统,再令 𝑦(𝑡)T = [𝑥𝑓 (𝑡)
T 𝑥𝑠(𝑡)

T],则可

给出相应自治系统随机稳定的定义如下.

定定定义义义 1 对于式 (1)所示随机跳变系统,令𝑤(𝑡)

= 0,如果对于任意给定的系统初值 𝑦0和系统初始模

态 𝑖0,如下不等式均成立:

𝐸
[ w ∞

0
∥𝑦(𝑡)∥2d𝑡∣𝑦0, 𝑖0

]
⩽ 𝑇 (𝑦0, 𝑖0),

则系统是随机稳定的,其中𝑇 (𝑦0, 𝑖0)是与 (𝑦0, 𝑖0)有关

的常数值.

当系统存在外部扰动𝑤(𝑡)时, 系统具有如下鲁

棒𝐻∞稳定性能的定义.

定定定义义义 2 具有式 (1)和 (2)形式的跳变系统随机

稳定,且对于给定的正实参数 𝑟,满足

∥𝑧(𝑡)∥2 Δ
=
{
𝐸
[ w ∞

0
𝑧(𝑡)T𝑧(𝑡)d𝑡∣(𝑧0, 𝑖0)

]}1/2

⩽

𝑟[∥𝑤(𝑡)∥22 +𝑚(𝑡0, 𝑖0)]
1/2,

则称系统具有鲁棒𝐻∞稳定性能,其中𝑚(𝑡0, 𝑖0)是与

系统初值有关的常数.

假设

𝐴11𝑖 =

[
𝐴11𝑖 0

0 0

]
, 𝐴12𝑖 =

[
0 𝐴12𝑖

0 0

]
,

𝐴21𝑖 =

[
0 0

𝐴21𝑖 0

]
, 𝐴22𝑖 =

[
0 0

0 𝐴22𝑖

]
,

𝐵̃𝑤1𝑖 =

[
𝐵𝑤1𝑖

0

]
, 𝐵̃𝑤2𝑖 =

[
0

𝐵𝑤2𝑖

]
,

𝐶𝑧1𝑖 = [𝐶𝑧1𝑖 0], 𝐶𝑧2𝑖 = [0 𝐶𝑧2𝑖],

则可以将原系统改写成如下形式:

𝜀𝑖𝑦̇(𝑡) = (𝜀𝑖𝐴11𝑖 + 𝜀𝑖𝐴12𝑖 +𝐴21𝑖 +𝐴22𝑖)𝑦(𝑡)+

(𝜀𝑖𝐵̃𝑤1𝑖 + 𝐵̃𝑤2𝑖)𝑤(𝑡), (3)

𝑧(𝑡) = (𝐶𝑧1𝑖 + 𝐶𝑧2𝑖)𝑦(𝑡) +𝐵𝑧𝑖𝑤(𝑡). (4)

注注注 1 文献 [6]中介绍的快慢子系统分割是分

析奇异摄动系统普遍采用的方法, 假设式 (1)中𝑢(𝑡)

和𝑤(𝑡)均为零, 如果𝐴22𝑖是可逆的, 则可以将式 (1)

化为下面的形式:[
𝐼 0

0 𝜀𝑖𝐼

][
𝑥̇𝑓 (𝑡)

𝑥̇𝑠(𝑡)

]
=[

𝐴0𝑖 + 𝑜(𝜀𝑖) 0

0 𝐴22𝑖 + 𝑜(𝜀𝑖)

][
𝑥𝑓 (𝑡)

𝑥𝑠(𝑡)

]
.

其中: 𝐴0𝑖 = 𝐴11𝑖 −𝐴12𝑖𝐴
−1
22𝑖𝐴21𝑖, 𝑜(𝜀𝑖)为关于小时间

参数 𝜀𝑖的高阶无穷小. 此时,系统虽被解耦为快慢两

个子系统,但高阶无穷小 𝑜(𝜀𝑖)无法用显式表示,它的

存在使得无法用传统的LMI方法对所得到的跳变系

统进行稳定性分析.

假设小时间参数 𝜀𝑖 ∕= 0, 对式 (3)左右两端同时

乘以 𝜀−1
𝑖 ,则可以将式 (3)化为下面的形式:

𝑦̇(𝑡) = (𝐴11𝑖 +𝐴12𝑖 + 𝜀−1
𝑖 𝐴21𝑖 + 𝜀−1

𝑖 𝐴22𝑖)𝑦(𝑡)+

(𝐵̃𝑤1𝑖 + 𝜀−1
𝑖 𝐵̃𝑤2𝑖)𝑤(𝑡). (5)

式 (5)与文献 [1]中所分析的非奇异跳变系统在

形式上是等价的,所不同的是等式右边的系数矩阵包
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含了小时间参数 𝜀𝑖.因此,经过上述数学变换,可以将

摄动系统 (1)转化为等价的具有非奇异跳变系统形式

的系统(5).

下面给出本文将要用到的两个重要引理.

引引引理理理 1 [1] 对于一个具有 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑖𝑥(𝑡)形式的

随机系统, 当存在一组正定对称矩阵𝑃𝑖使得如下线

性矩阵不等式成立:

𝐴T
𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 +

𝑁∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝑃𝑗 < 0, (6)

则该随机系统是随机稳定的.

引引引理理理 2 [5](Schur补引理) 假设对称矩阵𝑀可以

分块表示成𝑀 =

[
𝐴 𝐵T

𝐵 𝐶

]
,则下面的 2个结论是等

价的:

1) 𝑀 > 0,当且仅当𝐶 > 0且𝐴−𝐵T𝐶−1𝐵 > 0;

2) 𝑀 > 0,当且仅当𝐴 > 0且𝐶 −𝐵T𝐴−1𝐵 > 0.

2 随随随机机机跳跳跳变变变摄摄摄动动动系系系统统统的的的鲁鲁鲁棒棒棒𝐻∞稳稳稳定定定性性性
判判判据据据

在给出随机跳变摄动系统𝐻∞鲁棒稳定性判据

之前,先给出一个关于无扰动的自治随机跳变摄动系

统随机稳定的推论.

推推推论论论 1 对于具有式 (1)形式的随机跳变摄动

系统, 给定小时间参数为正实常数 𝜀𝑖, 令𝑢(𝑡)和𝑤(𝑡)

都为零,则相应的无扰动自治系统随机稳定的条件是

存在一组正定对称的矩阵𝑃𝑖,使得如下线性矩阵不等

式成立:

(𝜀𝑖𝐴11𝑖 + 𝜀𝑖𝐴12𝑖 +𝐴21𝑖 +𝐴22𝑖)
T𝑃𝑖 + 𝑃𝑖(𝜀𝑖𝐴11𝑖+

𝜀𝑖𝐴12𝑖 +𝐴21𝑖 +𝐴22𝑖) + 𝜀𝑖

𝑁∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝑃𝑗 < 0.

证证证明明明 令式 (5)中的𝑤(𝑡) = 0,再用 (𝐴11𝑖+𝐴12𝑖+

𝜀−1
𝑖 𝐴21𝑖 + 𝜀−1

𝑖 𝐴22𝑖)代替式 (6)中的𝐴𝑖,则相应的随机

稳定判定矩阵不等式变为

(𝐴11𝑖 +𝐴12𝑖 + 𝜀−1
𝑖 𝐴21𝑖 + 𝜀−1

𝑖 𝐴22𝑖)
T𝑃𝑖 + 𝑃𝑖(𝐴11𝑖+

𝐴12𝑖 + 𝜀−1
𝑖 𝐴21𝑖 + 𝜀−1

𝑖 𝐴22𝑖) +

𝑁∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝑃𝑗 < 0.

注意到 𝜀𝑖是正实常数,不等式左右两边同时乘以

𝜀𝑖, 不等号方向不改变, 所以上述矩阵不等式等价于

推论 1中的形式. 2
在推论 1的基础上,下面给出判断随机跳变摄动

系统鲁棒𝐻∞稳定的判定定理.

定定定理理理 1 对于具有式 (1)和 (2)形式的摄动系统,

给定一个正实常数 𝜀𝑖作为摄动系统的小时间参数,当

𝑢(𝑡) = 0时,系统随机稳定,且满足对于给定正实参数

𝑟的鲁棒𝐻∞稳定性能的条件是存在一组正定对称矩

阵𝑃𝑖,使得具有如下形式的线性矩阵不等式成立:⎡⎢⎢⎣ 𝐴T
𝜀𝑖𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝜀𝑖 + 𝜀𝑖

𝑁∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝑃𝑗 + 𝐶T
𝑧𝑖𝐶𝑧𝑖

𝐵T
𝑤𝜀𝑖𝑃𝑖 + 𝐶T

𝑧𝑖𝐵𝑧𝑖

→

← 𝑃𝑖𝐵𝑤𝜀𝑖 + 𝐶𝑧𝑖𝐵
T
𝑧𝑖

𝐵T
𝑧𝑖𝐵𝑧𝑖 − 𝑟2𝐼

]
< 0. (7)

其中: 𝐶𝑧𝑖 = [𝐶𝑧1𝑖 𝐶𝑧2𝑖],且

𝐴𝜀𝑖 =

[
𝜀𝑖𝐴11𝑖 𝜀𝑖𝐴12𝑖

𝐴21𝑖 𝐴22𝑖

]
, 𝐵𝑤𝜀𝑖 =

[
𝜀𝑖𝐵𝑤1𝑖

𝐵𝑤2𝑖

]
.

证证证明明明 首先证明系统随机稳定. 明显可以看到

𝐴T
𝜀𝑖𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝜀𝑖 =

(𝜀𝑖𝐴11𝑖 + 𝜀𝑖𝐴12𝑖 +𝐴21𝑖 +𝐴22𝑖)
T𝑃𝑖+

𝑃𝑖(𝜀𝑖𝐴11𝑖 + 𝜀𝑖𝐴12𝑖 +𝐴21𝑖 +𝐴22𝑖),

所以当式 (7)成立时,不等式

(𝜀𝑖𝐴11𝑖 + 𝜀𝑖𝐴12𝑖 +𝐴21𝑖 +𝐴22𝑖)
T𝑃𝑖 + 𝑃𝑖(𝜀𝑖𝐴11𝑖+

𝜀𝑖𝐴12𝑖 +𝐴21𝑖 +𝐴22𝑖) + 𝜀𝑖

𝑁∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝑃𝑗+𝐶T
𝑧𝑖𝐶𝑧𝑖 < 0

也成立.又因为𝐶T
𝑧𝑖𝐶𝑧𝑖是半正定的,根据推论 1,此时

的系统是随机稳定的.

根据式 (3), 建立相应的Lyapunov方程为𝑉 (𝑦, 𝑖)

= 𝜀𝑖𝑦(𝑡)
T𝑃𝑖𝑦(𝑡), 其中𝑃𝑖是正定对称的, 则根据弱微

分算子的定义, 𝑉 (𝑦, 𝑖)的一阶弱微分算子Δ𝑉 (𝑦, 𝑖)可

表示为

Δ𝑉 (𝑦, 𝑖) =

𝑦(𝑡)T
(
𝐴T

𝜀𝑖𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝜀𝑖 + 𝜀𝑖

𝑁∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝑃𝑗

)
𝑦(𝑡)+

𝑦(𝑡)T𝑃𝑖𝐵𝑤𝜀𝑖𝑤(𝑡) + 𝑤(𝑡)T𝐵T
𝑤𝜀𝑖𝑃𝑖𝑦(𝑡).

同时,根据式 (4),有

𝑧(𝑡)T𝑧(𝑡)− 𝑟2𝑤(𝑡)T𝑤(𝑡) + Δ𝑉 (𝑦, 𝑖) =

𝜂(𝑡)T𝜃(𝑡, 𝑖)𝜂(𝑡).

其中: 𝜃(𝑡, 𝑖)如式 (7)不等号的左边所示,而

𝜂(𝑡)T = [𝑦(𝑡)T 𝑤(𝑡)T].

令 𝐽𝑡 = 𝐸
[ w 𝑡

0
[𝑧(𝜏)T𝑧(𝜏) − 𝑟2𝑤(𝜏)T𝑤(𝜏)]d𝜏

]
,并

将 𝐽𝑡改写为下面的形式:

𝐽𝑡 =

𝐸
[ w 𝑡

0
[𝑧(𝜏)T𝑧(𝜏)− 𝑟2𝑤(𝜏)T𝑤(𝜏) + Δ𝑉 (𝑦, 𝑖)]d𝜏

]
−

𝐸
[ w 𝑡

0
Δ𝑉 (𝑦, 𝑖)d𝜏

]
.

根据Dynkin’s formula,有

𝐸
[w 𝑡

0
Δ𝑉 (𝑦, 𝑖)d𝜏 ∣𝑦0, 𝑖0

]
=

𝐸[𝑉 (𝑦(𝑡), 𝑖(𝑡))]− 𝑉 (𝑦0, 𝑖0).
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所以

𝐽𝑡 =𝐸
[ w 𝑡

0
𝜂(𝜏)T𝜃(𝜏, 𝑖)𝜂(𝜏)d𝜏

]
−

𝐸[𝑉 (𝑦(𝑡), 𝑖(𝑡))] + 𝑉 (𝑦0, 𝑖0).

显然, 𝐸[𝑉 (𝑦(𝑡), 𝑖(𝑡))]⩾0,故当 𝜃(𝑡, 𝑖)<0时, 𝐽𝑡<𝑉 (𝑦0,

𝑖0). 令 𝑡→∞,则 𝐽∞ < 𝑉 (𝑦0, 𝑖0)等价于下面的式子:

∥𝑧(𝑡)∥22 − 𝑟2∥𝑤(𝑡)∥22 ⩽ 𝑦T0 𝑃𝑖0𝑦0 = 𝑚(𝑡0, 𝑖0).

再根据定义 1,此时系统是鲁棒𝐻∞稳定的. 2
根据引理 2, 式 (7)成立等价于下面的线性矩阵

不等式成立:⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴T

𝜀𝑖𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝜀𝑖 + 𝜀𝑖

𝑁∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝑃𝑗 𝑃𝑖𝐵𝑤𝜀𝑖 𝐶T
𝑧𝑖

𝐵T
𝑤𝜀𝑖𝑃𝑖 −𝑟2𝐼 𝐵T

𝑧𝑖

𝐶𝑧𝑖 𝐵𝑧𝑖 −𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0.

进行简单的代数变换,上式可表示为

𝜀𝑖Ξ1𝑖 + (1− 𝜀𝑖)Ξ2𝑖 < 0. (8)

其中

Ξ1𝑖 =

⎡⎢⎣ 𝐽0 𝑃𝑖𝐵𝑤𝑖 𝐶T
𝑧𝑖

𝐵T
𝑤𝑖𝑃𝑖 −𝑟2𝐼 𝐵T

𝑧𝑖

𝐶𝑧𝑖 𝐵𝑧𝑖 −𝐼

⎤⎥⎦ ,

Ξ2𝑖 =

⎡⎢⎣ 𝐽1 𝑃𝑖𝐸1𝐵𝑤𝑖 𝐶T
𝑧𝑖

𝐵T
𝑤𝑖𝐸1𝑃𝑖 −𝑟2𝐼 𝐵T

𝑧𝑖

𝐶𝑧𝑖 𝐵𝑧𝑖 −𝐼

⎤⎥⎦ ,

𝐽0 = 𝐴T
𝑖 𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 +

𝑁∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝑃𝑗 ,

𝐽1 = (𝐸1𝐴𝑖)
T𝑃𝑖 + 𝑃𝑖(𝐸1𝐴𝑖),

𝐴𝑖 =

[
𝐴11𝑖 𝐴12𝑖

𝐴21𝑖 𝐴22𝑖

]
,

𝐵𝑤𝑖 =

[
𝐵𝑤1𝑖

𝐵𝑤2𝑖

]
, 𝐸1 =

[
0 0

0 𝐼

]
.

又因为小时间参数大于零,所以式 (8)等价于

Ξ1𝑖 + (𝜀−1
𝑖 − 1)Ξ2𝑖 < 0. (9)

注注注 2 文献 [5]中的推论表明,随机跳变摄动系

统的鲁棒𝐻∞稳定性条件是存在正定的𝑃𝑖使得Ξ1𝑖

< 0. 但是,对于非退化的摄动系统,式 (9)不等号左边

第 2项的存在会导致原摄动系统的稳定性条件与退

化后奇异系统的稳定性条件不一致,即使Ξ1𝑖负定,也

不一定能够保证式 (9)成立,亦或者虽然式 (9)小于零,

此时Ξ1𝑖也存在正的特征值.

3 具具具有有有鲁鲁鲁棒棒棒𝐻∞控控控制制制的的的闭闭闭环环环稳稳稳定定定的的的容容容许许许
小小小时时时间间间参参参数数数上上上界界界

对于摄动系统而言,要精确得到小时间参数 𝜀𝑖非

常困难, 一般情况下只能将其限定在一个区间之内,

即已知 𝜀𝑖∈ (0, 𝜀𝑖]. 此时,由于 𝜀𝑖具体数值未知,定理 1

中的矩阵不等式 (7)无法求解.

注意到式 (7)与 (9)等价,所以有如下推论.

推推推论论论 2 假设对于一个给定的小时间参数 𝜀𝑖,有

矩阵不等式Ξ1𝑖+(𝜀−1
𝑖 −1)Ξ2𝑖<0成立,则当Ξ2𝑖<0时,

对每一个 (0, 𝜀𝑖]区间内的 𝜀𝑖,不等式Ξ1𝑖+(𝜀−1
𝑖 −1)Ξ2𝑖

< 0也是成立的.

证证证明明明 将Ξ1𝑖+(𝜀−1
𝑖 −1)Ξ2𝑖<0改写成如下形式:

Ξ1𝑖 + (𝜀−1
𝑖 − 1)Ξ2𝑖 =

Ξ1𝑖 + (𝜀−1
𝑖 − 1)Ξ2𝑖 + (𝜀−1

𝑖 − 𝜀−1
𝑖 )Ξ2𝑖.

因为 0 < 𝜀𝑖<𝜀𝑖 <1,所以 𝜀−1
𝑖 > 𝜀−1

𝑖 > 0,且已知Ξ1𝑖+

(𝜀−1
𝑖 − 1)Ξ2𝑖 < 0,则当Ξ2𝑖 < 0时,有

Ξ1𝑖 + (𝜀−1
𝑖 − 1)Ξ2𝑖 < Ξ1𝑖 + (𝜀−1

𝑖 − 1)Ξ2𝑖 < 0. 2
推论 2表明, 对于一个摄动系统而言, 当Ξ2𝑖 < 0

时,该摄动系统的鲁棒𝐻∞稳定容许小时间参数上界

𝜀𝑖是存在的, 这时定理 1可以表述成如下形式: 假如

存在一个正实常数 𝜀𝑖 ∈ (0, 1)和正定矩阵𝑃𝑖, 使得矩

阵不等式Ξ1𝑖+(𝜀−1
𝑖 −1)Ξ2𝑖 < 0成立,则对于每一个 0

< 𝜀𝑖 < 𝜀𝑖 < 1的 𝜀𝑖,原摄动系统都是鲁棒𝐻∞稳定的.

但是, 注意到该矩阵不等式不等号的左边是一个关

于 𝜀𝑖和𝑃𝑖的非线性矩阵不等式, 通常对这样的矩阵

不等式求解非常困难,相应的小参数上界 𝜀𝑖也不容易

得到.

这里假设Ξ1𝑖和Ξ2𝑖的最大特征值分别可以用

𝜆max(Ξ1𝑖)和𝜆max(Ξ2𝑖)表示,则对于 𝜀𝑖,当代数不等式

𝜆max(Ξ1𝑖) + (𝜀−1
𝑖 − 1)𝜆max(Ξ2𝑖) ⩽ 0

成立时, Ξ1𝑖 + (𝜀−1
𝑖 − 1)Ξ2𝑖⩽0也成立,此时摄动系统

具有鲁棒𝐻∞稳定性能.又注意到,明显有𝜆max(Ξ2𝑖)

< 0且 0 < 𝜀𝑖 < 1,故此时小时间参数应满足

𝜀𝑖 < 1 + 𝜆−1
max(Ξ1𝑖)𝜆max(Ξ2𝑖), (10)

而𝜆max(Ξ1𝑖)和𝜆max(Ξ2𝑖)应该满足

𝜆max(Ξ1𝑖) + 𝜆max(Ξ2𝑖) < 0. (11)

式 (11)成立的条件是Ξ1𝑖 + Ξ2𝑖 < 0.

令式 (10)不等号左端的数值为𝑋𝑖, 则显然如下

不等式成立:

Ξ1𝑖 + (𝑋−1
𝑖 − 1)Ξ2𝑖 <

[𝜆max(Ξ1𝑖) + (𝑋−1
𝑖 − 1)𝜆max(Ξ2𝑖)]𝐼,

其中 𝐼为单位矩阵. 而当Ξ1𝑖 + Ξ2𝑖 < 0时,有

𝜆max(Ξ1𝑖) + (𝑋−1
𝑖 − 1)𝜆max(Ξ2𝑖) =

𝜆−2
max(Ξ1𝑖)[𝜆max(Ξ1𝑖) + 𝜆max(Ξ2𝑖)] < 0,

所以Ξ1𝑖 +(𝑋−1
𝑖 − 1)Ξ2𝑖 < 0成立,从而可以得到如下

定理.

定定定理理理 2 对于如式 (1)和 (2)所示的随机跳变摄

动系统,当𝑢(𝑡) = 0时,如果存在一组正定对称的矩阵
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𝑃𝑖,使得Ξ2𝑖<0且Ξ1𝑖 + Ξ2𝑖<0,则此时对于每一个区

间 (0, 𝜀𝑖)内的 𝜀𝑖,摄动系统都是随机稳定且满足鲁棒

𝐻∞稳定性能的,此时小时间参数上界 𝜀𝑖用下式计算:

𝜀𝑖 = 1 + 𝜆−1
max(Ξ1𝑖)𝜆max(Ξ2𝑖),

其中Ξ1𝑖和Ξ2𝑖如式 (8)中所示.

证明略.

注注注 3 当𝜆max(Ξ1𝑖) > 0时,由于Ξ1𝑖存在正的特

征值, 此时退化后的奇异系统并不是鲁棒𝐻∞稳定

的, 而对于存在于区间 (0, 𝜀𝑖)的 𝜀𝑖而言, 相应的摄动

系统则是鲁棒𝐻∞稳定的;当𝜆max(Ξ1𝑖) < 0时,表明

摄动系统和退化后的奇异系统均鲁棒𝐻∞稳定,此时

𝜀𝑖 = 1.

4 鲁鲁鲁棒棒棒𝐻∞反反反馈馈馈控控控制制制器器器设设设计计计

下面考虑随机跳变摄动系统的状态反馈控制器

设计.令

𝐵T
𝑖 = [𝐵T

1𝑖 𝐵T
2𝑖], 𝐸2 = diag[𝐼 2𝐼],

且反馈控制器𝑢(𝑡) = 𝐾𝑖𝑦(𝑡), 则有下面的定理成立,

该定理可用于设计相应的鲁棒𝐻∞反馈控制器.

定定定理理理 3 对于式 (1)和 (2)所示的摄动跳变系统,

满足鲁棒𝐻∞稳定性能的条件是存在一组正定对称

矩阵𝑄𝑖和具有适当维数的矩阵𝑌𝑖, 使得如下所示的

线性矩阵不等式成立:⎡⎢⎣ 𝐽0 𝐸1𝐵𝑤𝑖 𝑄𝑖𝐶
T
𝑧𝑖 + 𝑌 T

𝑖 𝐷T
𝑧𝑖

𝐵T
𝑤𝑖𝐸1 −𝑟2𝐼 𝐵T

𝑧𝑖

𝐶𝑧𝑖𝑄𝑖 +𝐷𝑧𝑖𝑌𝑖 𝐵𝑧𝑖 −𝐼

⎤⎥⎦ < 0,

(12)⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐽1 𝐸2𝐵𝑤𝑖

𝐵T
𝑤𝑖𝐸2 −2𝑟2𝐼

2(𝐶𝑧𝑖𝑄𝑖 +𝐷𝑧𝑖𝑌𝑖) 2𝐵𝑧𝑖

𝑆T
𝑖 (𝑄) 0

→

←

2(𝑄𝑖𝐶
T
𝑧𝑖 + 𝑌 T

𝑖 𝐷T
𝑧𝑖) 𝑆𝑖(𝑄)

2𝐵T
𝑧𝑖 0

−2𝐼 0

0 −𝑋𝑖(𝑄)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0. (13)

其中

𝐽0 = (𝑄𝑖𝐴
T
𝑖 + 𝑌 T

𝑖 𝐵T
𝑖 )𝐸1 + 𝐸1(𝐴𝑖𝑄𝑖 +𝐵𝑖𝑌𝑖),

𝐽1 =

(𝑄𝑖𝐴
T
𝑖 + 𝑌 T

𝑖 𝐵T
𝑖 )𝐸2 + 𝐸2(𝐴𝑖𝑄𝑖 +𝐵𝑖𝑌𝑖) + 𝜆𝑖𝑖𝑄𝑖,

𝑆𝑖(𝑄) =

[
√

𝜆𝑖1𝑄𝑖 ⋅ ⋅ ⋅
√

𝜆𝑖𝑖−1𝑄𝑖

√
𝜆𝑖𝑖+1𝑄𝑖 ⋅ ⋅ ⋅

√
𝜆𝑖𝑁𝑄𝑖],

𝑋𝑖(𝑄) = diag[𝑄1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑄𝑖−1 𝑄𝑖+1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑄𝑁 ].

此时,状态反馈控制器𝐾𝑖 = 𝑌𝑖𝑄
−1
𝑖 ,而鲁棒𝐻∞稳定

容许的小时间参数上界 𝜀𝑖可用下式计算:

𝜀𝑖 = 1 + 𝜆−1
max(Ξ1𝑖)𝜆max(Ξ2𝑖).

其中: 𝑃𝑖 = 𝑄−1
𝑖 , 且𝜆max(Ξ1𝑖)和𝜆max(Ξ2𝑖)分别代表

Ξ1𝑖和Ξ2𝑖的最大特征值, Ξ1𝑖和Ξ2𝑖如式 (8)中所示.

证证证明明明 令𝑢(𝑡) = 𝐾𝑖𝑦(𝑡),则摄动系统 (1)和 (2)可

以表示如下:[
𝐼 0

0 𝜀𝑖𝐼

]
𝑦(𝑡) = (𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝐾𝑖)𝑦(𝑡) +𝐵𝑤𝑖𝑤(𝑡),

𝑧(𝑡) = (𝐶𝑧𝑖 +𝐷𝑧𝑖𝐾𝑖)𝑦(𝑡) +𝐵𝑧𝑖𝑤(𝑡).

用𝐴𝑖+𝐵𝑖𝐾𝑖和𝐶𝑧𝑖+𝐷𝑧𝑖𝐾𝑖代替定理 2中Ξ2𝑖之

𝐴𝑖和𝐶𝑧𝑖,可得到下面的矩阵不等式:⎡⎢⎣ 𝐽2 𝑃𝑖𝐸1𝐵𝑤𝑖 𝐶T
𝑧𝑖 +𝐾T

𝑖 𝐷
T
𝑧𝑖

𝐵T
𝑤𝑖𝐸1𝑃𝑖 −𝑟2𝐼 𝐵T

𝑧𝑖

𝐶𝑧𝑖 +𝐷𝑧𝑖𝐾𝑖 𝐵𝑧𝑖 −𝐼

⎤⎥⎦ < 0, (14)

其中

𝐽2 = [𝐸1(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝐾𝑖)]
T𝑃𝑖 + 𝑃𝑖[𝐸1(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝐾𝑖)].

对式 (14)左右两端分别乘以 diag[𝑃−1
𝑖 𝐼 𝐼 ],再

令𝑃−1
𝑖 = 𝑄𝑖,𝐾𝑖𝑄𝑖 = 𝑌𝑖, 可以得到式 (14)的等价形

式如式 (12)所示.

同样,用𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝐾𝑖和𝐶𝑧𝑖 +𝐷𝑧𝑖𝐾𝑖代替定理 2中

Ξ1𝑖 + Ξ2𝑖之𝐴𝑖和𝐶𝑧𝑖,可得⎡⎢⎣ 𝐽3 𝑃𝑖𝐸2𝐵𝑤𝑖 2(𝐶T
𝑧𝑖 +𝐾T

𝑖 𝐷
T
𝑧𝑖)

𝐵T
𝑤𝑖𝐸2𝑃𝑖 −2𝑟2𝐼 2𝐵T

𝑧𝑖

2(𝐶𝑧𝑖 +𝐷𝑧𝑖𝐾𝑖) 2𝐵𝑧𝑖 −2𝐼

⎤⎥⎦ < 0,

(15)

其中

𝐽3 = [𝐸2(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝐾𝑖)]
T𝑃𝑖+

𝑃𝑖[𝐸2(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝐾𝑖)] +

𝑁∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝑃𝑗 .

再对式 (15)左右两边同时乘以 diag[𝑃−1
𝑖 𝐼 𝐼 ],

则式 (15)可以写成下面的形式:⎡⎢⎣ 𝐽4 𝐸2𝐵𝑤𝑖 2𝑃−1
𝑖 (𝐶T

𝑧𝑖 +𝐾T
𝑖 𝐷

T
𝑧𝑖)

𝐵T
𝑤𝑖𝐸2 −2𝑟2𝐼 2𝐵T

𝑧𝑖

2(𝐶𝑧𝑖 +𝐷𝑧𝑖𝐾𝑖)𝑃
−1
𝑖 2𝐵𝑧𝑖 −2𝐼

⎤⎥⎦
< 0, (16)

其中

𝐽4 =𝑃−1
𝑖 [𝐸2(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝐾𝑖)]

T+

[𝐸2(𝐴𝑖 +𝐵𝑖𝐾𝑖)]𝑃
−1
𝑖 + 𝑃−1

𝑖

( 𝑁∑
𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝑃𝑗

)
𝑃−1
𝑖 .

对式 (16)的左端使用引理 2, 同样令𝑃−1
𝑖 = 𝑄𝑖,

𝐾𝑖𝑄𝑖=𝑌𝑖,则可以得到式 (16)的等价形式为定理 3中

式 (13)的形式. 2
5 数数数值值值算算算例例例

考虑如下的随机跳变摄动系统,假设系统参数矩
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阵为

𝐴1 =

[
−0.5 1

0.03 −0.25

]
, 𝐴2 =

[
−1.0 1.0

0.2 −0.2

]
,

𝐵1 =

[
1 0

0 1

]
, 𝐵2 =

[
1 0

0 0.1

]
,

𝐵𝑤1 =

[
1 0.2

2 1

]
, 𝐵𝑤2 =

[
2 0

0 1

]
,

𝐶𝑧1 =

[
1 0

2 1

]
, 𝐶𝑧2 =

[
1 0

0 0.2

]
,

𝐵𝑧1 =

[
1 0

0.2 2

]
, 𝐵𝑧2 =

[
1 0

0 0.3

]
,

𝐷𝑧1 =

[
1 1

0 1

]
, 𝐷𝑧2 =

[
0.5 0

0.2 1

]
.

给出转移概率强度矩阵为

[
1 −1
−1 1

]
, 正实常

数 𝑟 = 5.

求解式 (12)和 (13)所示的矩阵不等式,可得到如

下一组可行性解:

𝑋1 =

[
1.380 6 −2.175 9
−2.175 9 7.342 6

]
,

𝑋2 =

[
0.297 1 0.324 1

0.324 1 3.040 9

]
,

𝑌1 =

[
−0.795 2 3.902 8

−0.585 4 −3.413 0

]
,

𝑌2 =

[
−0.594 3 0.025 3

0.054 0 −0.783 0

]
.

计算相应的状态反馈控制器增益

𝐾1 =

[
0.491 0 0.677 0

−2.170 0 −1.107 9

]
,

𝐾2 =

[
−2.273 4 0.250 7

0.523 6 −0.313 3

]
.

同时还可以求得

𝜆max(Ξ11) = 1.426 7, 𝜆max(Ξ21) = −2.774 8;
𝜆max(Ξ12) = 0.549 9, 𝜆max(Ξ22) = −0.985 0.

因此,计算出的鲁棒𝐻∞稳定容许的小时间参数上界

为 𝜀1 = 0.485 8, 𝜀2 = 0.441 7.

6 结结结 论论论

本文基于已有的奇异系统鲁棒𝐻∞稳定的矩阵

不等式条件,着重考虑了摄动系统中小时间参数不为

零时对整个系统稳定性的影响,推导了摄动系统满足

鲁棒𝐻∞稳定的矩阵不等式条件,给出了鲁棒𝐻∞稳

定性能容许的小时间参数上界计算方法, 同时设计

了状态反馈鲁棒𝐻∞控制器.文中的主要结果表明,

在忽略小时间参数的情况下可能造成奇异系统和相

应原摄动系统的鲁棒𝐻∞稳定不一致.从最后给出的

数值算例也可以看到, 𝜆max(Ξ11)和𝜆max(Ξ12)均大于

零,即退化后的奇异系统不满足鲁棒𝐻∞稳定的矩阵

不等式条件, 而未退化的摄动系统却是稳定的.与文

献 [5]相比,本文所得到的结果具有更高的实际工程

应用价值.
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